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内 容 简 介 


本 书 详细 前 述 非 线性 连续 和 离散 动力 系统 中 的 分 文理 论 及 其 在 生物 
数学 、 化 学 反应 、 神 经 动力 学 等 领域 中 的 应 用 . 全 书 共 分 十 章 ， 主 要 内 容 
有 动力 系统 介绍 , 拓扑 等 价 性 .分 支 与 动力 系统 的 结构 稳定 性 , 连续 -时 间 
系统 平衡 点 的 单 参数 和 双 参 数 分 支 ， 离 散 -时 间 系 统 不 动 点 的 单 参数 和 双 
BRA, n 维 动力 系统 的 平衡 点 和 周期 轨道 分 支 ， 双 曲 平 衡 点 的 同 宿 和 
异 宿 轨 道 分 支 ， 连续 -时 间 动 力 系 统 中 的 其 他 单 参数 分 支 和 分 支 的 数值 方 
法 . 本 书 尽量 避免 高 深 的 数学 概念 和 理论 ， 证 明 (包括 使 用 适当 的 计算 机 
软件 ) 详 细 清 楚 , 介绍 全 面 , 便于 多 方面 的 读者 阅读 

本 书 可 作为 大 学 数学 、 物 理 、 生 物 等 专业 高 年 级 大 学 生 和 研究 生 的 
教材 或 参考 书 ， 也 可 供 相关 专业 研究 人 员 阅 读 参考 . 


Translation from the English language edition: 
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中 文 版 序 


很 高 兴 出 版 我 的 《应 用 分 支 理 论 基 础 》 一 书 的 中 译本 . 中 国 数学 家 们 在 动力 系 
统 理论 及 其 应 用 方面 的 成 果 是 众所周知 的 , 并 肯定 将 延续 到 未 来 . 

近代 数学 的 研究 与 教育 得 益 于 不 同 国家 的 数学 结果 和 方法 的 快速 变化 与 发 展 . 
这 样 的 全 球 化 导致 全 世界 都 采用 最 有 效 的 方法 和 技巧 , 这 些 方法 和 技巧 也 影响 着 各 
国 的 科学 、 教 育 并 最 终 影响 工业 和 普通 人 民 的 生活 . 

当然 , 学 习 数学 结果 和 方法 的 最 好 途径 仍然 是 用 你 们 自己 的 母语 写成 的 教科 书 
来 学 习 . 在 这 里 译 者 的 作用 不 能 低估 , 读者 很 幸运 能 够 得 到 由 金成 梯 翻 译 的 如 此 质 
量 的 中 译本 . 

2004 年 , 由 Springer 出 版 社 出 版 的 这 本 书 的 第 三 版 改正 了 所 有 知道 的 印刷 错 
误 和 其 他 错误 , 对 参考 文献 也 作 了 升级 . 希望 这 本 书 对 中 国 数学 家 、 研 究 工 作者 和 
工程 师 们 有 所 帮助 . 


LE H. REBER 
2009 年 2 AF-S BRK 


第 一 版 序 


最 近 几 年 来 , 针对 应 用 数学 的 研究 生 , 出 现 了 几 本 非 线性 动力 学 的 好 教科 书 , 但 
是 , 对 于 那些 想 利用 这 个 理论 从 事 具体 问题 研究 的 人 来 说 , 它们 中 的 大 多 数 看 起 来 
又 太 理 论 化 , 并 且 对 许多 实际 问题 的 叙述 也 不 够 清楚 . 本 书 是 为 那些 即将 参加 某 些 
应 用 问题 研究 的 大 学 数学 系 高 年 级 学 生 和 研究 生 设计 的 , 也 将 献 给 那些 以 动力 系统 
作为 模型 的 物理 、 生 物 、 工 程 和 经 济 方面 的 研究 工作 者 . 对 他 们 仅 要 求 具备 中 等 的 
几何 、 线 性 代数 、 分 析 和 微分 方程 等 数学 知识 . 熟知 的 一 般 数学 术语 和 结论 在 本 书 
的 结尾 有 一 个 简短 的 介绍 . 不 管 在 什么 时 候 , 只 要 有 可 能 , 我 们 都 会 尽量 运用 初等 
数学 工具 . 例如 对 规范 形 , 我 们 并 不 试图 把 它 叙 述 得 非常 一 般 化 , 而 仅 介绍 为 我 们 
的 目的 所 够 用 的 技巧 部 分 . 

本 书 的 目的 是 给 学 生 (或 研究 者 ) 提供 动力 系统 理论 坚实 的 基础 知识 , 以 及 应 
用 在 近代 应 用 数学 文献 中 最 必需 的 途径 、 方 法 、 结 果 和 术语 . 拓扑 等 价 性 和 余 维 是 
两 个 关键 性 概念 . 或 者 说 , “动力 学 中 在 已 知 个 数 的 参数 所 允许 范围 内 变化 时 , 人 们 
能 够 期 待 出 现 什么 情况 ?” 事实 上 , 书 中 所 包含 的 材料 足以 对 应 用 中 出 现 的 动力 系 
统 进行 十 分 复杂 的 分 支 分 析 . 本 书 提供 的 分 支 理 论 的 基本 课题 可 作为 非 线性 动力 系 
统 或 系统 理论 课程 的 内 容 . 某 些 经 典 结果 , 例如 二 维系 统 的 Antronov-Hopf 分 支 和 
同 宿 分支 , 都 作 了 详细 的 叙述 并 给 出 了 自 闭 式 证 明 . 对 于 分 支 理论 中 更 为 复杂 的 课 
题 , 例如 高 于 二 维 的 同 宿 分 支 以 及 双 参 数 的 局 部 分 支 , 都 在 证 明 以 后 尝试 给 出 清晰 
的 有 关 几 何 概念 , 但 只 画 出 了 它们 的 图 像 , 或 者 有 时 只 讨论 和 叙述 一 些 结果 , 指出 
可 以 找到 证 明 的 参考 文献 . 这 是 为 了 使 更 广泛 的 读者 可 阅读 本 书 , 同时 保持 本 书 相 
对 精简 以 便 浏览 . 我 们 也 叙述 了 几 个 最 新 的 理论 结果 , 介绍 了 非 双 曲 平衡 点 的 同 宿 
分 支 和 反射 对 称 系统 的 单 参数 极限 环 分 支 , 这 些 结果 对 于 研究 生 水 平 的 标准 教材 来 
说 是 难 了 一 点 , 但 在 应 用 中 是 重要 的 . 

本 书 力图 给 读者 提供 一 个 将 一 般 的 数学 定理 应 用 于 特殊 的 研究 问题 的 清晰 方 
法 , 特别 给 出 开发 技巧 的 数值 方法 和 一 些 主要 来 自生 物 数学 的 例子 作为 说 明 . 

本 书 源 于 作者 1991 年 春 在 米兰 技术 学 院 为 研究 生 所 授 的 非 线 性 系统 课程 .1993 
年 2 月 也 在 阿姆斯特丹 的 数学 与 计算 机 科学 中 心 (CWI, Amsterdam) 的 讨论 班 上 
作为 博士 生 班 课 程 讲授 过 . 书 中 所 引用 的 许多 例子 和 方法 曾 在 俄罗斯 科学 院 计算 研 
究 中 心 (Pushino, Moscow Region) 巴 的 讨论 班 上 第 一 次 介绍 过 . 

D 1992 年 改名 为 生物 学 数学 问题 研究 所 (MPB). 


第 二 版 序 


这 本 书 第 一 版 的 良好 反映 使 我 确信 有 关 动 力 系统 分 支 理 论 这 类 应 用 方面 的 教 
科 书 的 出 版 正 是 时 候 . 题材 的 选取 实际 上 覆盖 了 有 限 维 应 用 分 支 理论 主要 的 实用 
课题 . 这 一 新 版 本 保持 了 第 一 版 的 结构 , 同时 结合 现代 理论 的 发 展 对 内 容 作 了 升级 . 
特别 , 对 分 支 分 析 的 数值 方法 作 了 改进 并 添加 了 新 方法 . 某 些 课 题 的 处 理 也 变 得 更 
清楚 易 懂 . 

主要 添加 的 内 容 概述 如 下 : 第 3 章 给 出 了 对 折 分 支 的 原 系统 与 截断 规范 形 之 
间 的 拓扑 等 价 性 的 初等 证 明 . 这 使 得 本 书 对 ODEs 平衡 点 余 维 1 分 支 的 分 析 是 完 
全 的 . 这 一 章 也 包含 了 应 用 MAPLE、 符号 操作 软件 对 平面 Hopf 分 支 分 析 的 例子 . 
第 4 BALM INARA AY Neimark-Sacker 分 支 规范 形 的 详细 分 析 . 第 5 章 推 
ST n HERB ARE 1 分 支 ( 即 折 分 支 、 翻转 分 支 以 及 Neimark_Sacker 分 
支 ) 的 临界 规范 形 系数 的 明确 公式 . 第 6 章 对 n 4 ODEs 同 宿 分 支 的 这 一 节 完 全 
重 写 , 并 引入 Melnikov 积分 以 验证 在 参数 变化 时 流 形 分 裂 的 正则 性 , 也 包括 同 宿 
分 支 附近 中 心 流 形 存在 性 结果 的 现代 证 明 . 就 是 说 , 对 on 维系 统 中 一 般 余 维 1 同 
宿 分 支 的 研究 化 为 对 某 些 二 维 、 三 维 或 四 维系 统 的 研究 . 二 维和 三 维 的 情形 在 正文 


B. 第 7 章 讨论 了 “蓝天 ”分 支 的 一 个 具体 例子 . 讨论 分 支 数值 分 析 的 第 10 章 作 
了 相当 大 的 改变 , 引入 了 加 边 方法 对 双 参 数 的 折 分 支 和 Hopf 分 支 进行 延 拓 .， 按照 
这 个 方法 , 在 最 小 变量 系统 中 对 分 支 定义 的 函数 是 用 求解 线性 加 边 系统 来 计算 的 . 
这 人 允许 对 这 个 函数 的 梯度 明确 计算 , 当 行列 式 用 在 定义 的 函数 时 这 个 方法 失效 现 
在 , 正文 主要 包括 BVP 方法 去 延 拓 双 参 数 余 维 1 同 宿 分 支 和 余 维 1 极限 环 分 支 . 
这 一 章 的 一 个 新 的 附录 提供 测试 函数 去 探测 包括 平衡 点 的 单个 同 宿 轨道 的 所 有 余 
维 2 同 宿 分 支 . 这 - - 章 的 最 后 一 个 附录 中 评论 的 软件 升级 到 最 近 才 出 现 的 程序 , 包 
括 带 有 HomCont, DsTool, 以 及 CONTENT 的 AUTO97, 并 给 出 可 使 用 它们 的 网 
站 信息 . 

许多 印刷 错误 和 小 错误 在 准备 这 个 版 本 时 得 到 更 正 . 我 要 感谢 许多 同事 , 他 们 
给 我 发 来 评论 和 建议 , 其 中 包括 E. Doedel(Concordia 大 学 , Montreal), B. Krauskof 
(VU, Amsterdam), S. van Gils (TU Twente, Enschede), B. Sandstede (WIAS, Berlin), 
W. -J. Beyn (Bielefeld KÆ), F. S. Berezovskaya( 生 态 问 题 和 森林 生产 中 心 , Moscow), 
E. Nikolaev 和 E. E Shnoll (IMPB, Pushchio Moscow Region), W. Langford(Guelph 
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扩充 并 依据 AMS MathSciNet 的 参考 数据 基 进 行 验证 .补充 了 翻译 成 英文 所 知道 
的 参考 文献 , 所 有 的 图 像 都 得 到 了 修正 , 且 对 有 些 情形 重新 计算 了 有 关 数 据 . 

我 要 感谢 所 有 同事 的 评论 、 建 议和 讨论 , 使 这 本 书 得 以 改进 . 最后, 感谢 我 的 
妻子 Liodmila 和 女儿 Elena, Ouliana 对 我 的 持续 支持 . 


万 里. 阿 . 库 效 涅 佐 夫 
2004 年 4 月 于 乌 脱 勒 次 


译 者 FF 


摆 在 读者 面前 的 这 本 由 俄罗斯 数学 家 尤 里 - 阿 库 效 涅 佐 夫 著 的 《应 用 分 支 理 
论 基 础 》 一 书 , 是 作者 在 荷兰 工作 期 间 用 英文 撰写 并 由 Springer 出 版 社 作 为 “应 用 
数学 科学 丛书 ”之 一 (Applied Mathematical Sciences 112) 出 版 的 . 本 书 的 第 一 版 出 
版 于 1994 年 , 2004 年 出 版 了 第 三 版 , 受到 了 大 家 的 一 致 好 评 正如 美国 数学 评论 
员 的 评论 : 就 我 所 知 , 还 没有 哪 本 书 能 够 像 这 本 书 那样 把 基本 分 支 现 象 解释 得 如 此 
清楚 . 

本 书 的 一 个 特点 是 尽 可 能 避免 高 深 的 数学 理论 . 书 中 详细 介绍 了 由 常 微分 方程 
系统 和 迭代 映射 定义 的 动力 系统 在 低 维 和 高 维 空间 中 的 余 维 1 和 余 维 2 分 支 , 其 
内 容 基 本 上 涵盖 了 应 用 中 出 现 的 各 类 有 限 维 常 用 分 支 , 详细 推导 了 它们 的 拓扑 规范 
CARR. 本 书 的 第 二 个 特点 是 分 支 理 论 的 应 用 ， 许 多 出 现在 其 他 学 科 中 的 分 支 问 
题 , 特别 是 生物 数学 中 的 动力 学 模型 问题 , 书 中 都 作 了 详细 介绍 . 本 书 的 第 三 个 特 
点 是 在 每 一 章 的 末尾 都 有 文献 评注 . 文献 评注 介绍 了 这 一 章 有 关 课 题 的 发 展 历史 
以 及 对 相关 工作 的 简短 评论 , 使 得 读者 对 有 关 问 题 的 来 龙 去 脉 有 个 系统 的 认识 . 作 
者 选择 的 直到 最 新 的 参考 文献 非常 丰富 . 本 书 最 后 一 个 特点 是 注重 分 支 理 论 的 数值 
分 析 (第 10 章 ). 在 前 面 还 用 实例 具体 阐明 如 何 使 用 有 关 计 算 机 软件 , 也 包括 作者 
针对 动力 系统 分 支 理 论 的 一 些 软件 的 开发 . 每 章 末 尾 都 附 有 练习 , 其 中 有 些 是 为 了 
使 读者 巩固 所 学 的 内 容 , 另外 还 有 一 些 是 为 了 激发 读者 进一步 的 兴趣 , 这 些 练习 大 
部 分 是 来 自 其 他 文献 . 译 者 认为 值得 向 国内 广大 的 读者 推荐 这 本 著作 , 相信 读 过 以 
后 会 有 更 深 的 感受 . 

在 本 书 的 翻译 过 程 中 , 译 者 更 正 了 原 书 的 一 些 错误 , 其 中 有 些 是 作者 新 提供 的 . 
书 中 有 些 译名 在 没有 得 到 统一 之 前 都 给 出 了 原文 , 人 名 一 般 就 用 原名 (包括 前 苏联 
人 名 按 原 书 都 用 英文 名 字 ). 

本 书 可 以 作为 大 学 数学 、 物理 、 生 物 和 工程 等 专业 高 年 级 大 学 生 、 研究 生 非 线 
性 动力 学 的 教科 书 和 教学 参考 书 , 也 可 供 相关 专业 的 研究 工作 者 阅读 参考 . 

最 后 , 感谢 作者 为 中 文 版 写 了 热情 洋溢 的 序 . 感谢 科学 出 版 社 编辑 自始至终 的 
支持 与 帮助 . 另外 , 要 感谢 我 的 妻子 何 燕 俐 对 我 在 翻译 这 本 书 的 整个 过 程 中 所 给 予 
的 理解 、 支 持 、 关 怀 与 帮助 . 


Be BAF 
2009 年 3 H 
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Ble ”动力 系统 引言 


本 章 介绍 一 些 基本 术语 . 首先 , 定义 动力 系统 并 给 出 几 个 包括 符号 动力 系统 的 
例子 . 然后 , 介绍 轨道 、 不 变 集 以 及 它们 的 稳定 性 等 概念 . 正如 我 们 将 看 到 的 , 当 分 
析 Smale 马蹄 时 , 得 知 不 变 集 可 以 具有 非常 复杂 的 结构 . 这 与 20 世纪 60 年 代 人 们 
发 现 的 下 列 事实 密切 相关 : 即使 一 个 简单 的 动力 系统 也 会 具有 “随机 ” 现象 或 “ 混 
沌 " ES. 最 后 , 讨论 微分 方程 如 何 才 能 在 有 限 维 空间 和 无 穷 维 空间 定义 动力 系统 . 


1.1 动力 系统 的 定义 


动力 系统 这 个 概念 是 确定 性 过 程 这 个 一 般 科 学 概念 的 数学 形式 化 . 许多 物理 、 
化 学 、 生 物 、 生 态 、 经 济 甚至 社会 系统 ， 它们 的 将 来 状态 和 过 去 状态 可 以 用 其 现在 
的 状态 和 决定 其 发 展 的 规律 来 刻画 到 某 种 程度 . 如 果 这 些 规律 不 随时 间 变 化 , 那么 
这 种 系统 的 性 态 由 初始 状态 完全 确定 . 因此 , 动力 系统 这 个 概念 包含 它 可 能 状态 的 
集合 (状态 空间 ) 和 状态 按时 间 的 发 展 规律 . 下 面 先 分 别 讨论 这 些 基本 概念, 再 给 出 
动力 系统 的 正式 定义 . 


1.1.1 ”状态 空间 


一 个 系统 的 所 有 可 能 的 状态 是 由 某 个 集合 X 的 点 来 刻画 . 这 个 集合 就 称 为 该 
系统 的 状态 空间 . 实际 上 , 点 z e X 意味 着 它 不 仅 必 
须 充 分 刻画 系统 的 流动 “位置 ", 而 且 也 决定 着 它 的 发 
Fe. 不 同 的 科学 分 支 给 我 们 提供 适当 的 状态 空间 . 按照 
古典 力学 的 传统 , 通常 称 状态 空间 为 相 空 间 . 

例 1.1( 摆 ) ”一 个 理想 择 的 状态 是 由 它 从 铝 直 位 
置 确定 的 角 位 移 p( mod 2r) 和 相应 的 角速度 六 所 完全 
刻画 ( 见 图 1.1). 注意 , 单独 一 个 角度 不 足以 确定 摆 
的 将 来 状态 . 因此 , 对 这 个 简单 的 动力 系统 , 状态 空间 
Æ X =SxR!, HS! 为 由 角度 参数 化 的 单位 圆 R 
是 对 应 于 所 有 可 能 的 速度 的 实数 轴 . 集合 X 可 以 视 为 
R? 中 的 2 维 光滑 流 形 (圆柱 面 ). 0 

例 1.2( 一 般 力学 系统 ) ”古典 力学 中 , 一 个 具 s 
个 自由 度 的 孤立 系统 的 状态 是 由 2s 维 实 向 量 图 1.1 古典 摆 


2. 应 用 分 支 理 论 基 础 
(q1; 92， "t 5Qs;P1,P2,°°* Ps) 


所 刻画 , 这 里 qi 是 广义 坐标 , pi ROTO LE. 因此 , 在 这 种 情形 , X =R”. 如 果 

.大 个 坐标 是 循环 的 , 则 X=S* xR? E. 在 摆 的 情形 , s =k =1,q =p, 可 取 pi =o. 
Q 

例 1.3( 量 子 系统 ) ”在 量子 力学 中 , 具有 两 个 可 观察 状态 的 系统 的 状态 是 由 


向 量 
v-(“ lee 
ag 


来 刻画 , 其 中 ai,i = 1,2 是 满足 条 件 
lail? + laa? =1 


的 复数 , 称 为 振幅 , 系统 在 i 状态 被 发 现 的 概率 等 于 pi = jai|?, i = 1,2. 和 
例 1.4( 化 学 反应 器 ) ”一 个 混合 均匀 的 恒温 化 学 反应 器 内 的 状态 是 由 给 定 容 
量 的 ”个 化 学 反应 底 物 的 浓度 


c= (€1,€2,-°° take 


来 确定 . 显然 , 浓度 ci 必须 是 非 负 的 . 所 以 
X = {c:e = (6&1, C2, Oa) € R",c; 2 0}. 


如 果 浓 度 逐 点 变化 , 则 反应 器 内 的 状态 由 反应 物 分 布 ci(z),i = 1,2,… ,n 所 确定 . 
这 些 函 数 定义 在 反应 器 内 部 的 空间 区 域 Q 内 , 刻画 点 > 附近 底 物 的 局 部 浓度 . 
此 , 状态 空间 X 在 此 情形 是 由 满足 某 些 光滑 性 和 边界 条 件 的 向 量 值 函数 c(z) 所 组 
成 的 函数 空间 ， > 

例 1.5( 生 态 系统 ) “类似 于 上 一 个 例子 , 在 某 区 域 9 内 的 一 个 生态 群体 的 状 
态 可 由 一 个 具 非 负 分 量 的 向 量 


N= (Ni, Nope , Na)” € R”, 
或 者 由 向 量 函 数 
N(x) = (Ni (z), No(z),---,Nn(x))™, rEQ 


来 刻画 , 视 空间 分 布 对 适当 的 动力 学 描述 是 否 是 本 质 而 定 . 其 中 Ni 是 第 i 个 种 群 
或 其 他 群体 (例如 , 捕食 或 被 捕食 者 ) 的 个 数 (或 密度 ). > 
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例 1.6( 符 号 动力 学 ) “为 结束 我 们 列举 的 状态 空间 , 考虑 所 有 可 能 的 由 两 个 符 
号 , 例如 {1,2}, 所 构成 的 双向 无 穷 序列 集合 Qo, 点 w EX 为 序列 


w = {: “21 0012 fs 


其 中 wi € {1,2}, 注意 , 序列 中 的 零 位 置 必须 指出 , 例如 . 存在 两 个 不 同 周期 的 序列 ， 
它们 都 可 写 为 
w= {---,1,2,1,2,1,2,---} 


但 其 中 之 一 wo = 1, 另 一 个 wo = 2. 空间 Oo 在 以 后 将 起 重要 作用 . 

有 时 识别 两 个 序列 的 不 同 仅仅 是 移 位 了 原点 的 位 置 , 这 是 有 用 的 . 这 种 序列 称 
为 等 价 序 列 , 等 价 序列 类 构成 的 集合 记 作 Oo. 上面 指出 的 两 个 周期 序列 在 mi。 中 表 
示 同 一 点 . > 

在 上 面 所 有 的 例子 中 , 状态 空间 具有 某 种 自然 结构 , 对 不 同 的 状态 允许 进行 比 
较 , 更 确切 地 说 , 两 个 状态 之 间 可 定义 距离 p, 使 这 些 集合 成 为 距离 空间 . 

在 力学 以 及 最 简单 的 化 学 、 生 态 例 子 中 , 状态 空间 是 某 固定 n 维 实 向 量 空间 
R”, 或 者 是 这 个 空间 中 的 一 个 (F) 流 形 ( 超 曲面 ). 两 个 由 点 oy © R" 参数 化 的 状 
态 之 间 的 距离 可 由 欧 氏 范 来 测量 , 即 


p(z, y) 三 | 他 一 名 =V( 人 一 2 一切 = (1.1) 


(x,y) = aly = Soa: 


如 果 有 必要 , 流 形 上 两 个 (靠近 ) 点 之 间 的 距离 可 用 此 流 形 上 连接 这 两 点 最 短 
曲线 的 长 度 来 测量 . 类 似 地 , 例 1.3 的 量子 系统 中 两 个 状态 vo 之 间 的 距离 可 用 
Cn 的 标准 数量 积 

(vp) = Pp =Y divi 
i=1 
来 定义 , HA n= 2, H (Y, wv) = (p,p) = 1. 

当 状态 空间 是 函数 空间 时 , 按 函 数 可 允许 的 光滑 性 (可 微 性 ) 存在 各 种 可 能 的 

距离 . 例如 , 可 用 


p(u,v) = |ju -v= max suplu(z) — v;(2)| 
i=l, pen rEN 


在 有 解 闭 区 域 ne R™ 上 引入 两 个 连续 向 量 值 实 函数 u(z) 和 v(z) 之 间 的 距离 . 


.4， 应 用 分 支 理 论 基 础 


最 后 例 1.6 中 两 个 序列 w.9 € Op 之 间 的 距离 可 用 


十 ec 
p(w8)= J, doro? (1.2) 
k=—00 

来 测量 , 其 中 

0, 如果 wk = Or, 

2 
按照 这 个 公式 , 如 果 两 个 序列 中 以 零 位 置 为 中 心 有 一 长 段 元 素 重 合 , 则 认为 此 两 序 
列 接近 (验证 ). 


按 上 面 定 义 的 距离 , 我 们 所 引入 的 状态 空间 是 完备 的 距离 空间 . 宽松 地 说 , 这 
意味 着 任何 一 个 状态 序列 , 如 果 它 的 零 位 置 所 有 充分 前 的 元 素 被 任意 小 的 距离 所 分 
F, 则 此 序列 收敛 (此 空间 没有 “ 润 ”). 

按照 状态 空间 X 的 维 数 , 称 相应 的 动力 系统 是 有 限 维 或 无 穷 维 . 通常 , 人 们 对 
定义 在 X =R” 中 各 个 流 形 上 的 有 限 维系 统 加 以 区 别 . 


1.1.2 ”时间 


动力 系统 的 发 展 意味 着 该 系统 的 状态 随 着 时 间 te T 而 变化 , 其 中 T 是 数 集 . 
我 们 将 考虑 两 类 动力 系统 : 连续 ( 实 ) 时 间 T = R 和 离散 (整数 ) 时 间 T= Z. 第 
一 类 称 为 连续 -时 间 动 力 系统 , 第 二 类 称 为 离散 -时 间 动 力 系统 . 在 生态 学 和 经 济 学 
中 , 系统 在 某 个 时 间 t 的 状态 完全 决定 着 它 1 年 后 , 即 t+1 时 的 状态 , 这 时 自然 会 
出 现 离散 -时 间 动 力 系统 . 
1.1.3 ”发 展 算 子 
动力 系统 的 一 个 主要 概念 是 发 展 规律 . 只 要 初始 状态 :co CH, 由 发 展 规律 便 
可 确定 该 系统 在 时 刻 t 的 状态 r. 确定 发 展 规律 的 最 一 般 方 法 是 对 每 一 个 te T, 
在 状态 空间 X 中 定义 一 个 映射 yt: 
g:X— 0X, 
CH roe X 映 为 时 间 t 时 的 某 个 状态 zt EX: 
Ti = ptz0， 
映射 p! 通常 称 为 动力 系统 的 发 展 算 子 . 它 可 以 是 明确 的 已 知 , 但 在 大 多 数 情 况 下 ， 
它 只 能 间接 地 定义 , 并 且 只 能 近似 地 计算 . 在 连续 时 间 情 形 , 发 展 算 子 族 {oher 称 
为 流 . 
注意 , ptr 有 可 能 并 不 是 对 所 有 偶 (x,t) e X xT 都 有 定义 .对 t+>0 和 :<0 
都 有 定义 的 发 展 算 子 o 的 动力 系统 称 为 是 可 逆 的 . 在 这 样 的 系统 中 , 初始 状态 zo 
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不 仅 完全 确定 着 系统 的 将 来 状态 , 也 确定 着 该 系统 的 过 去 状态 . 但 是 , 考虑 下 面 的 
系统 也 是 有 用 的 , 它 的 将 来 (对 t > 0) 性 态 完 全 由 它 在 土 = 0 的 初始 状态 所 完全 确 
E, 而 它 的 过 去 (对 t < 0) 历史 则 没有 确切 的 结构 . 这 种 (不可逆 ) 动力 系统 的 发 展 
算 子 仅 对 上 > 0( 即 对 te R! 或 Z|) 有 定义 , 在 连续 -时 间 情 形 称 为 半 流 . 

p'ro 也 有 可 能 只 对 时 间 局 部 有 定义 , 例如 , 仅 对 0 < t < to 有 定义 , 这 里 的 如 
依赖 于 zo e X. 这 种 性 态 的 一 个 重要 例子 就 是 “爆炸 ", 即 X = R” 中 的 连续 时 间 
系统 在 有 限时 间 内 其 状态 趋 于 无 穷 : 


||etzol| 一 +oo， 当 芋 一 tp. 


发 展 算 子 有 两 个 自然 性 质 , 它们 反映 了 动力 系统 的 确定 性 特征 . 第 一 个 是 
(DS.0) 20 = id, 


这 里 id 是 X 上 的 恒 同 映射 , 即 对 所 有 的 x © X,id (x) = 2. 性 质 (DS.0) 说 明 系 统 
不 会 “本 能 地 ”改变 它 的 状态 . 发 展 算 子 的 第 二 个 性 质 是 


(DS.1) gt! = yt o pë. 
这 表明 , 对 所 有 的 ze X 5 t seT, WE 


pa = p (p°) 


的 两 端 都 有 定义 了. 事实 上 , 性 质 (DS.1) 说 明 , 系统 从 点 z e X 出 发 经 过 t+s 个 时 
间 单 位 , 它 的 发 展 结果 状态 与 系统 先 从 状态 z 仅 经 过 s 个 时 间 单 位 到 达 状 态 o*r, 
再 经 过 t 个 时 间 单 位 的 发 展 的 状态 是 相同 的 ( 见 图 1.2) 这 个 性 质 表明 决定 系统 状 
态 的 规律 不 随时 间 而 变化 : 这 个 系统 是 “自治 ” 的. 


1.2 发 展 算 子 


D 只 要 有 可 能 , 我 们 将 避免 明确 指出 etz 的 定义 域 . 


6. 应 用 分 支 理论 基础 


对 可 逆 系 统 , 发 展 算 子 对 负 的 上 和 s 以 及 对 非 负 的 + 和 s 都 满足 (DS.1). 在 这 
种 系统 中 , RRA ot 是 ot HW, (yp!)-! = y, AA 


p toy’ = id. 
RE t 的 离散 -时 间 动 力 系统 仅 用 一 个 映射 f = yp1, 所 谓 “ 时 间 -1- 映 射 "就 
可 完全 确定 . 事实 上 , 由 (DS.1) 有 


pP =p op =fof=f?, 
其 中 f? 是 f 的 第 二 次 迭代 . 类 似 地 , 对 一 切 kk > 0， 
gk = fF. 


ABN ASAT, 则 上 面 的 方程 对 k < 0 也 成 立 , 其 中 fo = id. 

最 后 指出 , 对 许多 系统 , p'r ace X 的 连续 函数 , Fre 及: 则 它 也 是 时 间 的 
连续 函数 . 这 里 , 连续 性 是 关于 X 中 对 应 的 距离 或 范 数 来 定义 的 . 进一步 , 许多 定 
义 在 R” 中 或 R 中 的 光滑 流 形 上 的 动力 系统 , 如 果 它 们 的 ota 是 (x,t) 的 光滑 函 


1.1.4 动力 系统 定义 


现在 可 以 给 出 动力 系统 的 正式 定义 . 

定义 1.1 一 个 动力 系统 是 一 个 三 元 组 {T,X, p}, RPT AMAR, X AK 
态 空 间 , 以 及 pX >X RHtER! 参数 化 且 满 足 性 质 (DS.0) 和 (DS.1) HAR 
算 子 族 . 

用 两 个 明显 的 例子 来 说 明 这 个 定义 . 

例 1.7( 平 面 线 性 系统 ) ”考虑 平面 X =R 及 其 上 由 依赖 于 te R! 的 矩阵 


et 0 
| 
所 给 出 的 线性 非 奇异 变换 族 , 其 中 A u 为 实数 . BR, 它 确 定 了 x 上 的 一 个 连 
续 - 时 间 动 力 系 统 . 此 系统 可 道 , 且 对 一 切 (z,t) 都 有 定义 . 映射 pt 对 zx 和 上 + 都 连续 
( 且 光 滑 ). 
例 1.8( 重 温 符号 动力 系统 ) ” 取 由 例 1.6 所 引入 的 两 个 符号 {1,2} 的 所 有 双向 
无 穷 序列 的 空间 X = 0. 考虑 映射 o : X 一 X, 将 序列 


w= {--- ,W_2,W_1,Wo,W1,W2,°+*} EX 
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映 为 序列 9 = o(w): 
0 = [e ,0_2,0_1,00,01,02,..…} = X, 


其 中 


Oy = Wk+1; kez. 


映射 o 仅仅 将 序列 向 左 移动 了 一 个 位 置 , 称 之 为 移 位 映射 . 这 个 移 位 映射 定义 一 个 

离散 -时 间 动 力 系统 {Z,Q2,0°}, 称 为 符号 动力 学 . 它 是 可 道 的 (R ot). 注意 , 两 

个 序列 9 和 w 等 价 , 当 且 仅 当 对 某 ko € Z, A 0 = cio(w). © 
本 书后 面 将 遇 到 许多 不 同 的 动力 系统 例子 , 那 时 将 详细 研究 它们 . 


1.2 ”轨道 与 相 图 


本 书 应 用 动力 系统 的 几何 观点 , 总 是 力图 用 图 像 来 叙述 它们 的 性 质 , 这 样 做 便 
于 对 它们 的 理解 . 与 动力 系统 {T, X, yp!} 相应 的 基本 几何 对 象 是 这 个 状态 空间 中 动 
力 系统 的 轨道 , 以 及 由 这 些 轨 道 所 组 成 的 相 图 ， 

定义 1.2 Koy 出 发 的 一 条 轨道 是 状态 空间 X 中 的 一 个 有 序 子 集 


Or(zo) = {x € X : z = optro H-WtET 使 得 ptzo 有 定义 }. 


具 连 续 发 展 算 子 的 连续 -时 间 系 统 的 轨道 是 状态 空间 X 中 由 时 间 t 参数 化 的 
一 条 曲线 , 曲线 上 的 方向 为 时 间 增 加 方向 ( 见 图 1.3). 离散 -时 间 系 统 的 轨道 是 状态 
空间 X 中 按 增加 整数 计算 的 点 列 . 轨道 通常 称 为 轨 线 . 若 对 某 个 to 有 yo = wptozo， 
则 集合 Or(zo) 和 Or(yo) HA. 例如 , 两 个 等 价 序列 9,w € Qs 生成 符号 动力 系统 
{Z,Q2,0*} 的 相同 轨道 因此 , 符号 动力 学 的 所 有 不 同 轨道 都 是 由 例 1.6 引入 的 集 
合 2 中 的 点 表示 . 


1.3 连续 -时 间 系 统 的 相 图 


‘8. 应 用 分 支 理论 基础 


最 简单 的 轨道 是 平衡 点 . 
定义 1.3 Rx EX 称 为 平衡 点 (KAR), 如 果 对 一 切 tET 有 ptr = z0. 
发 展 算 子 映 平衡 点 为 它 自身 . 等 价 地 , 一 个 系统 若 处 在 平衡 点 , 则 它 将 永远 停 


HERE, 故 平衡 点 代表 该 系统 性 态 的 最 简单 模式 . 我 们 将 把 “平衡 点 ”这 个 名 词 
留 给 连续 -时 间 动 力 系 统 , 而 将 “不 动 点 ”给 离散 -时 间 动 力 系 统 相 应 的 对 象 . BR, 
例 1.7 中 的 系统 有 单个 平衡 点 , 它 是 原点 za = (0,0)T. # A <0, 则 当 t> +00 
时 所 有 轨道 均 收敛 于 z0 (这 是 长 时 间 渐 近 性 态 的 最 简单 模式 )， 例 1.8 中 的 符号 动 
力 系统 只 有 两 个 不 动 点 , 它们 是 序列 


和 
wt = {... 122,2, e}. 


显然 , 移 位 映射 c 不 改变 这 两 个 序列 : owh?) = wh, 

轨道 另 一 个 相对 简单 的 形式 为 环 . 

定义 1.4。 环 是 一 个 周期 轨道 , 即 一 条 非 平 衡 点 轨道 Lo, 使 得 它 上 面 的 每 一 点 
zo E Lo, 对 某 个 矶 >0 及 一 切 寺 > 下 均 满足 p'tTor, = ptro. 

具有 这 个 性 质 的 最 小 To 称 为 环 Lo 的 周期 . 若 一 个 系统 于 环 上 一 点 zo 开始 
它 的 发 展 , 则 每 经 过 T 时 间 后 将 刚好 回 到 这 一 点 .这 种 系统 具有 周期 振动 . 在 连 
续 -时 间 情 形 , 环 Lo 是 一 条 闭 曲线 ( 见 图 1.4(a)). 


i Nr 


to 


o f“ '{29) 
a 


(a) (b} 
图 1.4 (a) 连续 -时 间 系 统 的 周期 轨道 ; (b) 离散 -时 间 系 统 的 周期 轨道 
.定义 1.5 “连续 -时 间 动 力 系统 的 一 个 环 ， 如 果 它 的 邻 域内 没有 其 他 环 ， 就 称 
为 极限 环 . 
在 离散 -时 间 情 形 , 环 是 一 个 点 集 


To, f(zo), 2(zo)， rene ,f° (ro) = £0, 
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其 中 f = y!, HAW To = No 显然 是 一 整数 (图 1.4(b)). 注意 , 这 个 集合 上 的 每 一 
点 都 是 映射 f 的 No 次 迭代 fNo 的 不 动 点 . 例 1.7 中 的 系统 没有 环 . 相反 , 符号 动 
力学 ( 例 1.8) 有 无 穷 多 个 环 . 事实 上 , 重复 长 度 为 No > 1 的 一 段 所 构成 的 周期 序 
列 代表 周期 为 No WH, 因为 只 要 应 用 移 位 映射 刚好 No 次 即 回 到 此 序列 自身 ， 显 
A, CALA (可 数 ) 多 个 这 样 的 周期 序列 . 等 价 地 , 周期 序列 定义 相同 的 周期 轨道. 

我 们 可 以 把 动力 系统 的 所 有 轨道 粗糙 地 分 为 不 动 点 、 环 以 及 “所 有 其 他 形式 的 
轨道 ”. 

定义 1.6 动力 系统 的 相 图 是 轨道 在 状态 空间 中 的 一 个 分 划 . 

相 图 中 包含 动力 系统 性 态 的 许多 信息 . 观察 相 图 就 可 确定 当 上 一 +co( 如 果 系 
统 可 逆 , t 一 -co) 时 系统 的 渐 近 状态 的 类 型 和 数目 ， 当 然 , 不 可 能 把 所 有 的 轨道 
都 画 在 图 上 . 特别 , 只 要 几 条 关键 性 轨道 画 在 图 上 , 就 可 以 扼要 地 说 明 相 图 的 面貌 
(如 图 1.3 Bras). 连续 -时 间 动 力 系统 的 相 图 可 解释 为 某 流体 流 的 象 , 其 中 轨道 表示 
“流体 质点 ”跟随 流体 流动 的 路 径 . 在 连续 -时 间 情 形 用 术语 “ 流 ” 可 对 发 展 算 子 作 
类 似 解 释 . 


13 不 变 集 


1.3.1 ”定义 与 类 型 


为 了 对 相 图 的 元 素 , 特别 , 对 系统 可 能 的 渐 近 状态 作 进一步 分 类 , 下 面 的 定义 
是 有 用 的 . 

定义 1.7 ”动力 系统 {T, 久 ,wp!} 的 不 变 集 是 子 集 SCX, 使 得 若 zo € S, 则 对 
一 切 teET 有 wiroe5. 

这 个 定义 意味 着 对 一 切 te T 有 wtS C 5. BR, RABE 5 是 由 动力 系统 的 轨 
道 所 组 成 . 任何 一 个 个 别 轨道 明显 是 一 不 变 集 , 总 可 以 限制 系统 的 发 展 算 子 wt 于 
不 变 集 S 上 而 考虑 动力 系统 {T, S, yV} 其 中 wt SoS 是 wt 在 S 上 诱导 的 映射 
对 此 限制 , 用 符号 yt 代替 wt. 

如 果 对 状态 空间 X 赋予 距离 p, 可 考虑 X 中 的 闭 不 变 集 . 平衡 点 (不 动 点 ) 和 
环 显然 是 闭 不 变 集 的 最 简单 例子 , 还 存在 其 他 类 型 的 闭 不 变 集 . 接 下 来 更 为 复杂 的 
是 不 变 流 形 , 即 某 空间 RK 中 的 有 限 维 超 曲面 . 图 1.5 所 示 的 是 Ra 中 连续 _ 时 间 动 
力 系统 的 二 维 不 变 环 面 T? 以 及 在 这 个 流 形 上 的 典型 轨道 . 动力 系统 理论 中 一 个 重 
要 发 现 是 认识 到 一 个 非常 简单 、 可 逆 的 可 微 动力 系统 , 可 以 具有 相当 复杂 的 闭 不 变 
集 , 它们 含有 无 穷 多 个 周期 轨道 和 无 穷 多 个 非 周期 轨道 .Smale 构造 了 这 种 系统 最 
著名 的 例子 , 它 提 供 了 平面 上 具 不 变 集 A 的 可 逆 离 散 时 间 动 力 系统 , A 中 的 点 与 所 
有 具 两 个 符号 的 双向 无 穷 序列 一 一 对 应 , 这 个 不 变 集 A 并 不 是 一 个 流 形 . 此 外 , 这 
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个 系统 在 此 不 变 集 上 的 限制 , 在 某 种 意义 下 如 例 1.8 所 示 的 符号 动力 系统 . 就 是 说 ， 
可 以 验证 它 是 如 何 具有 无 穷 多 个 环 的 . 下 面 较 详细 地 介绍 Smale 的 这 个 例子 . 


Cc 


15 不 变 环 面 


1.3.2 Smale 马蹄 


考虑 图 1.6 的 几何 结构 . 在 平面 上 取 正 方形 5S( 图 1.6(a)), 沿 水 平方 向 将 它 压缩 ， 
沿 铅 直方 向 将 它 拉 伸 (图 1.6(b)), 沿 中 间 弯 曲 (图 1.6(c)) 并 把 它 放 到 原 正方 形 S 
A, 使 得 与 S 相交 于 两 铅 直 带 (图 1.6(d)). 这 个 过 程 定义 了 一 个 映射 f: R? 一 R2. 
正方 形 S 在 此 变换 下 的 象 /(5) 像 一 个 马蹄 , 这 就 是 称 它 为 马蹄 映射 的 原因 . 图 像 
f(S) 的 确切 样子 无 关 紧 要 . 然而 , 为 简单 起 见 , 假定 压缩 和 拉 伸 都 是 线性 的 , 使 得 
两 条 铅 直 带 与 S 相交 成 两 个 长 方形 . 也 可 以 对 映射 f 求 其 逆 , 它 和 它 的 首都 是 光 
滑 的 . 逆 映 射 f-! 将 马蹄 f(5) 通过 步骤 (d)~(a) 映 回 正方 形 S. 逆 变 换 广 :1 映 图 
1.6(d) 所 示 的 点 线 正方 形 S 为 图 1.6(a) 所 示 的 点 线 水 平 马蹄 , 这 里 假定 交 原 正方 
Æ S 于 两 水 平 长 方形 . 


AD 
(a) (b) (e) (a) 
图 1.6 马蹄 映射 的 结构 
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以 v A V2 记 交集 SNF(S) 的 两 个 铅 直 长 条 (图 1.7(a)): 
S N F(S) = Vi U Vz. 


现在 做 最 重要 的 一 步 : 作 映 射 了 的 第 二 次 和 迭代. 在 这 次 迭代 下 , BAKA Vi 变 
RAR “MG, 它们 交 正 方形 S 于 四 条 窜 铅 直 长 条 : Vii, Va, V22 和 Vis( 见 图 
1.7(b)). 记 这 一 步 为 


S N f(S) N (S) = Via U Va U Vaz U Viz. 


SNS) N P(S) SN f(S) SN f-"(S) N f-*(S) 
(b) (c) (a) 
图 1.7 铅 直 长 条 和 水 平 长 条 


类 似 地 
S N f (S) = M U Ap, 
其 中 His 是 图 1.7(c) 中 的 水 平 长 条 ， 且 


S N FS) N £-7(S) = Ba U Hiz Uaz U Ha, 


它们 是 四 条 水 平 长 条 Hij( 图 1.7(d)). HER, f(Hi) = Vai = 1,2, f?(Hy) = Vij, 
i,j = 1,2(A 1.8). 


= Baie ae Saal: Hs, ] 
| . e f af T | Ht) 
5 
D) | 
| + fs) FH) | Ha) 
: m / 


(a) (b) (c) 
图 1.8 变换 f?( His) = Viz, i,j = 1,2 
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逐次 作 f 的 迭代 , 得 到 交集 D 门 1*(5),k = 1,2,…, 它 是 2* 条 铅 直 长 条 . 类 
似 地 , f-! 的 迭代 给 出 交集 S 门 1-*(5),k = 1,2,…, 它 是 2 条 水 平 长 条 . 

E f RIO 和 迭代 下 正方 形 5 许多 点 离开 S. 把 这 些 点 忘却 ， 代 之 以 考虑 平面 
上 在 f 和 fo 所 有 迭代 下 仍 留 在 正方 形 内 的 点 构成 的 集合 : 


A= {res:f*(z)e S, 对 一 切 k €Z}. 


显然 , 如 果 集 A 非 空 , 那么 它 是 由 S 所 定义 的 离散 -时 间 动 力 系统 的 一 个 不 变 集 , 此 
集 可 另外 表示 为 一 无 穷 交 


A= NFFASNA NFAMNFHUINSNLINPON NF@N 


( 任 一 点 z e A 必 属于 它 所 包含 的 每 一 个 集合 ). 显然 , 由 此 表达 式 , RA A 具有 独 
特 的 形状 . 事实 上 , 它 应 该 在 


FSN SN FS) 
的 内 部 . 而 这 是 由 四 个 小 正方 形 构成 (图 1.9(a)). 其 次 , 它 又 应 该 在 
FPS) NFTONSNFS)N FPS) 


的 内 部 , 而 这 又 是 16 个 更 小 的 正方 形 的 并 (图 1.9(b)), 等 等 . 在 极限 情形 , 得 到 一 
个 Cantor( 分 形 ) 集 . 


f(sS}NSNfS) FAUSNNF-'(S) ASO F(S) 9 f2(S) 
(a) (b) 


19 不 变 集 的 位 置 
引 理 1.1 集合 人 的 点 与 所 有 具有 两 符号 的 双向 无 穷 序列 的 点 之 间 存 在 一 一 
对 应 : 
h : A => Qo. 


证 明 ”对 每 一 点 re A, 定义 一 个 两 符号 {1,2} 的 序列 


w= [p ,ww_2;w_1wow1 2 
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其 中 
2, 如果 f*(z) € Ho, 
Mt k = 0,41,42,---. 这 里 , fo = id 为 恒 同 映射 ， 显 然 , 式 (1.3) 定义 了 映射 
h: A> Qo, 对 不 变 集 的 每 一 点 指定 了 一 个 序列 . 
为 验证 此 映射 可 道 , 对 固定 的 m > 0, 取 序 列 w E Oo, 考虑 所 有 点 ze 3 HR 
合 Rm(w), 它们 不 必 属 于 A, 使 得 对 —m ck <om-1#A 


f* (x) € Huy. 


例如 , 车 m = 1, W Ri 是 四 个 交 VAH: 中 的 一 个 . 一 般 地 , Rma 属于 水 平 长 条 和 
铅 直 长 条 的 交 . 当 m 一 co 时 这 些 长 条 越 来 越 细 , 其 极限 分 别 为 水 平 线段 和 铅 直线 
B, 这 两 个 线段 显然 交 于 点 r, 满足 A(x) =w, 因此 , h: A 一 02 是 一 一 映射 . 于 是 
得 知 A 是 非 空 的 . 口 

注 ” 若 在 S$ CR? 上 用 标准 距离 (1.1), Q 中 用 距离 (1.2), 则 映射 h: A> 0 
及 其 逆 连 续 (FE). 0 

现在 考虑 点 ce A 以 及 与 它 对 应 的 序列 w= h(z), 这 里 h 是 上 面 所 构造 的 映 
St. 接 下 来 考虑 点 y = f(z), Bl z 在 马蹄 映射 / 下 的 象 . 由 于 y © A, EM, 存在 
与 了 对 应 的 序列 : 9 = hly). 两 个 序列 w 和 9 是 否 存在 一 种 关系 ? 由 (1.3) 易 知 , 这 
样 的 关系 存在 且 非 常 简单 , 即 


Ok = Wht; kez, 


这 是 因为 A*(f(z)) = EH (x). 换 句 话说 , 序列 9 可 由 序列 w 经 例 1.8 中 定义 的 移 
位 映射 o 而 得 到 , 即 
0 =o(w). 
因此 , f 在 其 不 变 集 A COR? 上 的 限制 等 价 于 序列 集合 Q> 上 的 移 位 映射 o. 把 这 个 
结果 叙述 为 下 面 简短 的 引 理 . 
引 理 1.2 ”对 一 切 ZEA, F A(f(x)) = o(h(z)). 口 
还 可 以 将 它 写 为 更 简短 的 形式 : 


fla =h !ogoh. 


结合 引 理 1.1、 引 理 1.2 以 及 在 Q 上 移 位 动力 学 的 明显 性 质 , 可 以 得 到 下 面 对 
马蹄 映射 的 性 态 更 为 完全 描述 的 定理 . 

定理 1.1(Smale, 1963) ”马蹄 映射 有 闭 不 变 集 A, 它 包 含有 可 数 多 个 具 任意 
长 周期 的 周期 轨道 和 不 可 数 多 个 非 周期 轨道 , 在 这 些 轨道 中 存在 任意 接近 于 AA 
任意 点 的 轨道 . 口 
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A 上 的 动力 学 具有 某 些 “随机 运动 ”的 特性 . 事实 上 , 可 以 “随机 地 ”产生 两 个 
符号 的 任何 序列 , 因此 , 指定 一 个 相 点 , 按 某 种 次 序 考 察 水 平 长 条 H 和 Hy, 在 组 
成 A 的 轨道 中 存在 显示 这 个 特性 的 轨道 . 

马蹄 例子 的 一 个 重要 特性 , 是 对 所 构造 的 映射 了 稍 作 扰 动 并 不 定性 地 改变 它 
的 动力 学 . 显然 , Smale 的 构造 基于 相当 强 的 压缩 和 拉 长 并 结合 弯曲 ， 因 此 , 一 个 
(光滑 ) 扰动 f 将 得 到 类 似 的 水 平 长 条 和 铅 直 长 条 , 它们 不 再 是 长 方形 而 是 曲线 区 
域 . 但 是 , 只 要 扰动 充分 小 (下 一 章 将 严格 定义 ), 这 些 长 条 缩小 到 的 曲线 仅仅 稍微 
偏离 水 平 线 和 铅 直线 . 因此 , 构造 可 逐 字 逐 句 地 进行 . 扰动 映射 了 将 有 不 变 集 A, HE 
上 的 动力 学 将 由 在 序列 空间 Q。 上 的 移 位 映射 o 完全 描述 . 正如 将 在 第 2 章 讨论 
BY, 这 是 一 个 结构 稳定 性 态 的 例子 . 

注 ”可 以 按 马 蹄 映射 的 要 求 借助 Jacobi 矩阵 fo 的 拉 伸 锥 和 压缩 锥 来 精确 指 
出 压缩 和 拉 伸 的 性 质 ( 见 本 章 附录 B 文献 译注 中 所 叙述 的 文献 ). 0 

例 1.9(Hénon 映射 ) 下 面 考虑 依赖 于 两 个 参数 的 平面 二 次 映射 : 


fof? S = Y 
fa,8 : ( ) ( EE er i: (1.4) 


一 个 与 它 等 价 的 映射 是 由 Hénon(1976) 作为 具有 “随机 动力 学 " 的 最 简单 映射 而 引 
A. WA 8 关 0, 那么 映射 fog 可 逆 . 在 某 些 参数 范围 内 , 这 个 映射 具有 马蹄 映射 
基本 的 拉 伸 和 弯曲 性 质 . 

例如 , 固定 a = 4.5, 8 = 0.2, 考虑 长 方形 R 的 开始 的 两 个 象 fa a(R) 和 f2 a(R), 
如 图 1.10 所 示 . 类 似 于 图 1.8(c) 的 性 质 是 显然 的 . 0 


图 1.10 Hénon 映射 中 的 Smale 马蹄 


1.3.3 ”不 变 集 的 稳定 性 


要 表述 动力 系统 的 一 个 可 观察 的 渐 近 状态 , 不 变 集 Sy 必须 是 稳定 的 . 换 句 话 
说 , 它 应 “吸引 ”附近 的 轨道 . 假定 动力 系统 {T,X, ot} 的 状态 空间 X 是 完备 的 距 
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离 空 间 , So 是 闭 不 变 集 . 

定义 1.8 KER So 称 为 稳定 的 , 如 果 

(i) 对 任何 充分 小 的 邻 域 U D So， 存在 邻 域 V D So, 使 得 对 一 切 t > 0 有 
ytz EU; 

(ii) 存在 邻 域 Uo D So, 使 得 对 一 切 x E Uo, Ht +00 时 ytz —> So. 

如 果 So 是 平衡 点 或 者 环 , 这 个 定义 就 变 成 平衡 点 或 环 的 稳定 性 标准 定义 . 定 
义 中 的 性 质 (i) RA Lyapunov 稳定 . 如 果 So Æ Lyapunov 稳定 , 它 附近 的 轨道 就 
不 会 离开 它 的 邻 域 . 性 质 (ii) 有 时 称 为 渐 近 稳定 . 存在 不 变 集 , 它 是 Lyapunov 稳定 
但 不 渐 近 稳定 ( 见 图 1.11(a)). 相反 , 存在 不 变 集 , 它 是 吸引 的 但 不 Lyapunov 稳定 ， 
因为 有 些 轨道 从 So 附近 出 发 最 终 趋 于 So, 但 它们 仅仅 到 外 面 游荡 了 一 下 就 固定 在 
这 集合 的 邻 域内 ( 见 图 1.11(b)). 


(a) (b) 
图 1.11 (a) Lyapunov 稳定 ; (b) 渐 近 稳定 


E xz? 是 有 限 维 离散 -时 间 光 滑动 力 系 统 的 不 动 点 , 则 可 借助 于 2° 处 的 Jacobi 
和 矩阵 来 叙述 稳定 性 的 充分 条 件 . 
定理 1.2 ”考虑 离散 -时 间 动力 系统 


re f(z), rE R", 


这 里 f 是 光滑 映射 . 假设 它 有 不 动 点 x, Bp f(x) = 2°. A AT f(x) H 2° 4 
Jacobi 42M A = fr(x°), 则 当 A 的 所 有 特征 值 piho ,Lin 满足 |p| < 1 时 不 动 
点 是 稳定 的 . o 
回忆 特征 值 是 特征 方程 
det(A — un) = 0 


的 根 , 其 中 n 是 n xn 单位 矩阵 . | 
不 动 点 的 特征 值 通常 称 为 乘 子 , 在 线性 情形 , 由 Jordan 标准 型 , 这 个 定理 是 显 
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然 的 . 定理 1.2 用 在 映射 f 于 周期 轨道 上 任何 点 的 No 次 迭代 fwe, 也 可 得 到 No 
环 稳定 性 的 充分 条 件 . 

下 面 的 定理 提供 离散 -时 间 动 力 系统 不 动 点 稳定 性 的 另 一 个 重要 准则 . 

定理 1.3( 压 缩 映射 原理 ) RX 是 一 个 完备 的 距离 空间 , 距离 为 p. 假如 存在 
连续 映射 S: X 一 ,使 得 对 一 切 ey E XX 和 某 个 0< 入 <1, 满足 


PCF (2), f(y)) < Av(z,y), 


则 离散 -时 间 动 力 系统 {Z X, f*} 有 一 个 稳定 的 不 动 点 0 CX. 此 外 , 从 任何 点 
TEX 出 发 的 轨道 , 当天 一 +00 时 有 /六 (z) -zz0. 口 

这 个 基本 定理 的 证 明 可 以 从 任何 一 本 数学 分 析 或 微分 方程 教科 书 中 找到 . 注 
意 , 本 定理 对 空间 X 的 维 数 没有 限制 . 例如 ， 它 可 以 是 无 穷 维 函数 空间 . 与 定理 1.2 
为 一 个 重要 的 区 别 是 定理 1.3 保证 不 动 点 x0 的 存在 性 和 唯一 性 , 而 这 在 定理 1.2 
中 是 必须 假设 的 . 事实 上 , 在 R” 中 ， 只 要 引入 适当 的 距离 ( 范 数 ), 定理 1.2 中 的 映 
射 在 x 附近 是 压缩 的 . 压缩 原理 是 一 个 有 用 的 工具 ， 用 它 可 以 证 明 隐 函数 存在 
定理 、 反 函数 定理 以 及 后 面 的 定理 1.4. 在 第 4 章 将 用 压缩 原理 去 证 明 一 般 的 平面 
映射 的 不 动 点 在 参数 变化 时 的 闭 不 变 曲 线 的 存在 性 、 唯 一 性 和 稳定 性 . 还 要 注意 ， 
定理 1.3 给 出 了 大 范围 渐 近 稳定 性 : {Z.,X, f*} 的 任 一 轨道 收敛 于 x. 

最 后 指出 , 马蹄 映射 的 不 变 集 A 是 不 稳定 的 . 不 过 . 存在 不 变 的 分 形 集 是 稳定 
的 . 这 种 对 象 叫 奇怪 吸引 子 . 


1.4 微分 方程 与 动力 系统 


定义 连续 -时 间 动 力 系统 最 通常 的 方法 是 用 微分 方程 . 假设 系统 的 相 空 间 是 以 
(21,223: ,zn) 为 坐标 的 X = R"， 如果 系统 定义 在 流 形 上 , 就 把 它们 考虑 为 流 形 
上 的 局 部 坐标 . 系统 的 发 展 规律 通常 是 借助 于 作为 坐标 (zz --- ;Tn) 的 函数 , 即 
速度 ii: 

ti = fi(£1, £2,- , £2), $1 
或 向 量 形式 
t= f(z) (1.5) 
隐 式 地 给 出 . 这 里 的 向 量 值 函 数 S: RR 假定 足够 可 微 (S67). (1.5) 右 端 的 函 
数 视 为 向 量 场 , 因为 对 每 一 点 r, 它 指定 一 向 量 f(x). 方程 (1.5) 代表 含有 n 个 自 


治 常 微分 方程 的 方程 组 , 简 记 ODEs. 下 面 重 温 前 面 引入 的 用 微分 方程 生成 对 应 系 
统 的 发 展 的 几 个 例子 . 
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例 1.1 一 个 理想 摆 的 动力 学 是 由 Newton 第 二 定律 来 刻画 : 
$= —k?sin P, 


其 中 


k= 


Ll? 
这 里 ! 是 摆 长 , 9 是 重力 加 速度 常数 ， 车 引入 v = p, 则 (vv) 表示 相 空间 X = 
S! x R! 中 的 点 , 上 面 的 微分 方程 则 可 以 写 为 方程 (1.5) 的 形式 : 


| abs (1.6) 


这 里 


E ee.) : 


$11.22 一 个 具 s 个 自 由 度 孤 立 的 能 量 保守 的 力学 系统 是 由 2s 个 Hamilton 
ac OH OH 

qi = Op,’ Di = Er (1.7) 

来 确定 的 , i = 1,2,---, s. 这 里 纯 量 函数 H = H(q,p) Æ Hamilton 函数 . 摆 的 运动 


yp? 
H(9,}) = > — k cosy. © 


例 1.3 ”有 两 个 不 同 能 量 状态 的 量子 系统 的 性 态 可 以 用 “观察 值 " Z Hei- 


senberg 方程 


.dy 
— = Hy 
iñ- Hy 


来 刻画 , 这 里 i? = 一 1， 


实 对 称 和 矩阵 
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A 
是 这 个 系统 的 Hamilton MF, 所 是 Plank 常数 除 以 2r. 可 将 Heisenberg 方程 写 为 
下 面 关于 振幅 的 两 个 复线 性 方程 


1 
ay = pE = Aaa), 
ue (1.8) 


1 
a2 = —(— Aa + Eoa2). 
ih 


© 
例 1.4 ”作为 化 学 系统 的 一 个 例子 , 考虑 Brussel 振子 (Lefever, Prigogine, 1968). 
这 个 假设 系统 是 由 底 物 通过 下 面 几 个 不 可 逆反 应 步骤 组 成 


At, X 
B+X™Y+D 
2X +Y 3X 

X3x 

XS E 


这 里 的 大 写字 母 表 示 试 剂 , 箭头 上 的 ki 表示 对 应 的 反应 率 , 底 物 DME RAMA 
反应 , 4 与 B 假设 为 常数 . 因此 , 由 质量 作用 定律 , 得 下 面 的 两 个 关于 浓度 [X] 和 
[Y] 的 非 线 性 方程 : 


| ax) = ky [A] — k2[B]|X] — ka[X] + ka [X]?(¥], 


SEL = kalBILX] - k[X PY). 


对 变量 和 时 间作 线性 尺度 化 得 Brusse 振子 方程 


| t=a-—(b+1)r4+27y, 


1.9 
ý = br — xy, g” 


> 
例 1.5 ”最早 的 生态 系统 模型 之 一 是 由 Volterra (1931) 提出 的 两 个 非 线 性 微 
分 方程 


(1.10) 


Ni = aN, — 8N: No, 
N2 = 一 ?Na2 + ÔN N2, 


其 中 N, 和 Na 分 别 是 被 捕食 者 和 捕食 者 的 个 数 . 在 生态 群落 里 , a 是 被 捕食 者 生 
长 率 , y 是 捕食 者 的 死亡 率 , 8 与 6 刻画 捕食 者 消耗 被 捕食 者 的 效率 . > 
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在 非常 一 般 的 条 件 下 , ODEs 的 解 定义 了 光滑 连续 -时 间 动 力 系统 . 很 少 几 种 微 
分 方程 可 以 解析 (用 初等 函数 ) 求解 . 但 是 , 对 光滑 的 右 端 , 按照 下 面 的 定理 , 保证 
解 存在 . 这 个 定理 可 以 从 任何 一 本 常 微分 方程 教科 书 中 找到 , 我 们 只 叙述 而 不 给 出 
证 明 . 
定理 1.4( 存 在 性 、 唯 一 性 与 光滑 依赖 性 ) ”考虑 常 微分 方程 组 
t= f(x) 7ZE 下"， 


其 中 fR OR AFRRUCR PAR. 则 存在 唯一 函数 z = r(t, £o), T: 
R! x R” +R”, 它 关 于 (tro) HA, 且 对 每 一 点 Zo CU, 满足 下 面条 件 : 

(i) x(0, £o) = £o; 

(ii) 存在 一 个 区 间 TF = (一 61,62), HP 51,2 = 61,2(Z0) > 0, 使 得 对 一 切 t € J, 
有 

y(t) = x(t, zo) E U, 
AL 
y(t) = f(y(t)). 口 

定理 1.4 中 , e(t, zo) 关于 ao 的 光滑 性 级 别 与 f 作为 z 的 函数 的 光滑 性 级 别 
相同 . > = z(t, xo) 作为 上 的 函数 称 为 方程 从 zo 出 发 的 解 . 对 每 一 点 zo cU, 它 确 
定 了 两 个 对 象 : 解 曲 线 

Cr(zo) 三 { 人 rz):Z=z(tzo),tE7 CC 了 x R” 
和 轨道 , CE Cr(zo) 在 状态 空间 中 的 投影 (图 1.12): 
Or(zo) = {x : £ = z(t, xo), t € J} C R”. 


两 类 曲线 都 由 时 间 t 参数 化 , 且 按 时 间 增 加 方向 为 它们 的 方向 . 非 负 向 量 ftzxo) 在 
zo 切 于 Or(zo), 经 过 点 zo € U 有 唯一 轨道 通过 . 


Or( ax) 


图 1.12 解 曲线 和 轨道 
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在 定理 条 件 下 , 轨道 在 上 = -ô (M/R t = 5) 离开 U, 或 者 以 后 就 停留 在 U 
A, 对 后 一 种 情形 可 取 了 = (—00, +00). 

现在 , 用 公式 

etzo = x(t, zo) 

来 定义 发 展 算 子 pt: R" 一 R”, 它 表明 通过 zo 的 轨道 上 的 点 ro 经 过 t 单位 时 间 
后 到 达 的 点 . 显然, {RIR pt} 是 连续 -时 间 动 力 系 统 (验证 )， 这 个 系统 可 道 . 每 
个 发 展 算 子 yp! 对 x eU 和 te 了 都 有 定义 , ARF 光滑, 这 里 了 依赖 于 zo. 在 
实践 中 , 对 应 ODEs 的 光滑 系统 的 发 展 算 子 yt 在 固定 的 时 间 区 间 内 可 按 要 求 的 精 
度数 值 地 求 得 . 标准 的 ODEs 求解 程序 之 一 就 可 完成 这 个 任务 . 

动力 系统 理论 的 主要 任务 之 一 是 分 析 由 ODEs 所 定义 的 动力 系统 的 性 态 . 当 
然 , 可 以 尝试 仅仅 计算 许多 数值 轨道 (用 “模拟 ”) 来 “吃力 ”地 解决 这 个 问题 . 但 
是 , 这 个 理论 最 有 用 的 方面 是 不 用 实际 求解 这 个 系统 就 能 预知 由 ODEs 所 定义 的 
系统 的 相 图 的 某 些 属性 . 这 种 信息 最 简单 的 例子 是 平衡 点 的 位 置 和 个 数 . 事实 上 ， 
由 (1.5) 定义 的 相 图 的 平衡 点 是 它 右 端 给 出 的 向 量 场 的 零点 : 

f(z) =0. (1.11) 

显然 , 车 /(z) = 0, 则 对 所 有 te R 有 tag = ro. 平衡 点 的 稳定 性 也 不 用 求解 这 
系统 而 被 发 现 . 例如 , 平衡 点 xz? 稳定 的 一 个 充分 条 件 是 由 下 面 的 经 典 定理 所 提供 . 

定理 1.5(Lyapunov, 1892) ”考虑 由 

t= f(z) zr ER” 

所 定义 的 动力 系统 , 其 中 f 光滑 . 假设 它 有 平衡 点 (Pp f(r?) = 0), 记 f(x) 在 此 
平衡 点 的 Jacobi 矩阵 为 A, A = f,(x°). 如 果 A 所 有 的 特征 值 Xi, An An 满足 
ReA< 0. 那么 r? 是 稳定 的 . O 

对 于 线性 系统 

t= Ar, xceER", 

这 个 定理 容易 由 这 个 系统 的 显 式 解 而 得 到 证 明 , 其 中 4 为 Jordan 标准 型 . 对 一 般 
的 非 线性 系统 , 可 以 在 平衡 点 附近 构造 Lyapunov 函数 L(x). 更 精确 地 说 , 平移 举 
标 将 平衡 点 移 到 原点 ，z9 = 0. 并 寻找 某 个 二 次 型 La). CHEA Lr) = Lo 
围绕 原点 , 使 得 在 充分 靠近 平衡 点 x0 的 向 量 场 , 严格 指向 每 个 等 位 面 的 内 部 (图 
1.13). 实际 上 , Lyapunov 函数 L(x) 对 线性 系统 和 非 线 性 系统 都 是 相同 的 , 且 是 完 
全 由 Jacobi 矩阵 A 决定 .详细 情形 可 在 任何 一 本 标准 的 微分 方程 教科 书 中 找到 
( 见 附录 B). 这 个 定理 也 可 由 定理 1.2 推出 ( 见 练习 7). 

遗憾 的 是 , 在 一 般 情 况 下 , 单 看 (1.5) 的 右 端 不 可 能 告诉 我 们 这 个 系统 是 否 有 
环 (周期 解 ). 本 书 的 后 面 将 叙述 一 些 有 效 方 法 去 证 明 系 统 在 小 扰动 下 (例如 变化 系 
统 所 依赖 的 参数 ) 环 的 存在 性 . 
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图 1.13 Lyapunov 函数 


若 系统 有 光滑 的 不 变 流 形 M, 则 系统 定义 的 向 量 场 ftz) 在 每 一 点 ze M 都 
WF M, 其 中 f(x) £0. 对 一 个 (n 一 1) 维 光 滑 流 形 M CR", 它 是 由 某 个 纯 量 函数 
g:R" SR’, g(x) =0 局 部 定义 , 不 变性 意味 着 


(Vg(7), f(z)) = 0. 
这 里 Vo(z) 表示 梯度 


_ (g(x) Og(z) — Ag(x)\* 
vate) = (ZO, Bas BS) ; 


它 在 z 与 MEX. 


1.5 Poincaré 映射 


在 研究 由 微分 方程 所 定义 的 连续 -时 间 动 力 系统 时 , 离散 -时 间 动 力 系统 (映射 ) 
在 很 多 情形 会 自然 出 现 . 引入 这 类 映射 后 允许 我 们 将 所 考虑 的 映射 的 结果 用 到 微 
分 方程 上 去 . 如 果 所 得 的 映射 是 定义 在 比 原来 系统 低 维 的 空间 内 ， 这 将 是 特别 有 效 ， 
称 由 ODEs 引入 的 这 类 映射 为 Poincaré 映射 . 
1.5.1 时间-- 移 位 映射 

由 连续 -时 间 系 统 {R!, X, oot} 提取 离散 -时 间 动 力 系统 的 最 简单 方法 是 固定 某 
Ty > 0, 在 XX 上 考虑 由 映射 /= pz 的 迭代 所 产生 的 动力 系统 . 这 个 映射 称 为 
沿 着 {R',X,p'} 的 轨道 的 To 移 位 映射 ，{R1, X, ot} 的 任 一 不 变 集 是 映射 f 的 不 
变 集 . 例如 , f 的 孤立 不 动 点 , 其 位 置 就 是 {R X, ot} 的 孤立 平衡 点 . 

在 这 一 方面 , 下 面 的 逆 问 题 更 为 有 趣 . 是 否 有 可 能 去 构造 一 个 ODEs 系统 , 使 
得 它 的 To 移 位 映射 om 生成 已 给 光滑 性 的 可 逆 的 映射 1? 若 要 求 离散 时 间 系 统 
的 维 数 和 连续 -时 间 系 统 的 维 数 相同 , 则 答案 是 否定 的 . 最 简单 的 反例 可 由 线性 纯 
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量 映 射 


zm f(a) = -3 rER! (1.12) 
给 出 . (1.12) 中 的 映射 有 单个 不 动 点 z0 = 0, 它 是 稳定 的 . BA, 没有 一 个 纯 量 ODE 
t= F(z) rEeR), (1.13) 


使 得 它 的 发 展 算 子 pm = f. 事实 上 , z0 = 0 必须 是 (1.13) 的 平衡 点 , 因此 , 它 的 轨 
道中 没有 一 条 可 以 “ 跳 过 ”原点 而 像 (1.12) 那样 . 在 第 9 章 将 回 到 这 个 逆 问 题 , 那 
里 将 详细 说 明 构 造 常 微分 方程 系统 来 近似 某 些 映 射 . 
= ”如果 人 允许 流 形 上 的 ODE 系统 , 则 逆 问 题 总 可 以 解决 ， 特 别 , 考虑 映射 
f : R" 一 R”, 假设 它 和 它 的 逆光 滑 , 取 一 层 (layer)( 见 图 1.14) 
{(t, x) € R! x R” : t € [0, To]}, 


再 将 X 的 “ 顶 面 上 的 点 (7b,z) 和 “底面 " 上 的 点 (0, f(z)) 恒 同 (“HEA”). 因此 ， 
所 构造 的 空间 X 是 (n + 1) 维 流 形 , 其 上 的 坐标 为 (t mod To, x). 现在 , 在 此 流 形 
上 给 定 一 个 自治 ODEs 系统 i 

| i (1.14) 


z=0, 
称 为 担 扩 ，(1.14) 的 轨道 (看 作 R x R 的 子 集 ) 是 层 内 的 直线 , 它们 从 层 的 顶 面 
“ 跳 ” 到 “底面 ”而 中 断 . 显然 , 沿 着 (1.14) 的 轨道 的 To 移 位 om 在 它 的 不 变 超 平 
面 {t = 0} 上 与 映射 f 重合 . 


图 1.14 扭 扩 流 


假设 > 0 满足 方程 hT = 2, 对 应 于 映射 (1.12) 的 扭 扩 系统 有 与 定义 在 一 个 
Mobius 带 (宽度 为 无 穷 ) 上 的 系统 


t=]; 
t = —kzr 
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有 相同 的 轨道 结构 .这 个 Mobius 带 是 把 点 (Tb,z) 与 点 (0, -~z) 恒 同 而 得 到 ( 见 图 
1.15) 在 这 两 个 系统 中 , r= 0 对 应 于 一 个 周期 为 To, RTX p= -3 的 稳定 极限 
环 . 0 


一 一 一 一 -一 -一 一 ~ 一 、 


t= To 


Wi 


1.15 Mobius 带 上 的 稳定 极限 环 


1.5.2 Poincaré 映射 和 环 的 稳定 性 


考虑 由 
t= f(r), xc ER” (1.15) 


定义 的 连续 -时 间 动 力 系统 , f 光滑 . 假设 (1.15) 有 周期 轨道 Lo. WA zo € Lo, 并 
在 此 点 引入 这 个 环 的 截面 了 (如 图 1.16). 截面 oA Lo MATES AN n-i 
维 光 滑 超 曲面 . 由 于 允 的 维 数 比 状态 空间 的 维 数 少 1, 就 说 超 曲面 S 是 “ 余 维 ”1， 
codimS = 1. 假设 D EA co 附近 是 由 光滑 纯 量 函数 g: R” 一 Ri,g(zo) = 0 WE 
位 面 

X = {zr E€ R” : g(x)=0} 


所 定义 . 非 零 交角 (“ 横 截 性 ?) 意味 着 梯度 


_ /Bg(zx) 8g(z) —— Ag(x)\* 
Vg(z) = ( Ox, , 0x2 oe OZ ) 


在 xo 与 Lo 不 正 交 , 即 


(Vg(z0), f(z0)) #9, 
这 里 (.,-) ER” 中 标准 数量 积 . S 最 简单 的 选取 是 取 在 zo 垂直 于 环 Lo 的 超 平 面 . 
这 个 截面 显然 是 线性 函数 
g(x) = (f(z0), 7 — xo) 
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M 
A 


图 1.16 ”和 环 相应 的 Poincaré 映射 


的 零 位 面 . 

现在 考虑 (1.15) 在 环 Lo 附近 的 轨道 . 环 本 身 是 一 条 从 史上 一 点 出 发 又 回 到 
了 上 同一 点 zo € 了 的 轨道 . 因为 (1.15) 的 解 光滑 依赖 于 初始 点 (定理 1.4), 从 充 
分 靠近 zo 的 点 reS 出 发 的 轨道 要 回 到 zo 附近 的 菜 一 点 ze OD. 此 外 , 附近 的 轨 
道 也 与 D 模 截 相交 . 这 样 , 映射 已 :了 一 也, 


Lf = P(x) 


被 构造 好 了 . 

定义 1.9 BH 已 称 为 与 环 Lo 相应 的 Poincaré 映射 . 

Poincaré 映射 已 是 局 部 定义 的 , 与 (1.15) 右 端 有 相同 的 光滑 性 , 且 在 ro 附近 可 
i, 其 可 逆 性 是 由 (1.15) 定义 的 动力 系统 的 可 道 性 得 知 . 逆 映 射 Ps oD OAK 
造 如 下 : 穿 过 的 轨道 按时 间 倒 回 延 伸 直 至 与 截面 再 次 相交 , 交点 zo 是 Poincaré 
映射 的 不 动 点 : P(zo) = xo. 

在 D 上 引入 局 部 坐标 上 = (&1,&2,… ,én-1) 使 得 E = 0 对 应 于 zo， 于 是 
Poincaré 映射 可 由 局 部 定义 的 映射 P: R*-! -一 Ro 来 刻画 , 此 映射 将 对 应 于 > 
的 上 变换 到 对 应 于 3 的 E: _ 

P(€) = €. 

R”! 的 原点 € = 0 是 映射 已 : P(0) = 0 的 不 动 点 : PO = 0. 环 Lo 的 稳定 性 

等 价 于 Poincaré 映射 不 动 点 & = 0 的 稳定 性 . 因此 , Æ P AY (n—1) x (n —1)Jacobi 


和 矩阵 
dP 


s 区 
的 所 有 特征 值 ( 乘 子 )ma nz, ,pw_1 都 落 在 单位 圆 In| = 1 的 内 部 , 则 环 是 稳定 的 
( 见 定理 1.2). 


4 
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人 们 或 许 会 问 , 乘 子 是 否 依赖 于 Lo 上 的 zo、 截面 了 或 截面 上 坐标 E 的 选择 ? 
如 果 是 这 样 , 那么 用 乘 子 来 确定 稳定 性 就 将 失效 或 者 甚至 不 可 能 . 

引 理 1.3 与 环 Lo 相应 的 映射 P 的 Jacobi 4E A W RF u, un- 
与 Lo 上 的 点 co AT X, 以 及 其 上 的 局 部 坐标 无 关 . 

证 明 设 马 和 宛 分 别 是 同一 环 Lo 上 点 zl Alo? 的 两 个 截面 (图 1.17, 为 
简单 起 见 , 用 平面 情形 来 说 明 ). 我 们 允许 点 zh2 可 重合 , OM OL. 表示 R" 中 
同一 个 曲面 , 只 是 它们 的 参数 化 不 同 . JH P: D 一 另 和 P: Sp 叫 表示 对 应 的 
Poincaré 映射 . 假设 E = (&1,&2,… En) 为 马 上 的 坐标 , n= (m,n m) 
为 So 上 的 坐标 , 使 得 上 = 0 对 应 于 zl, n= 0 对 应 于 z2. 最 后 , 用 4A! 和 4， 分 别 
ic Py 和 忆 相应 的 Jacobi 矩阵 . 

与 构造 Poincaré 映射 相同 的 叙述 , 沿 着 
(1.15) 的 轨道 存在 局 部 定义 , 光滑 且 可 逆 的 相 
应 的 映射 : Q: 及 一 Zp: 


n = Q(£). 


显然 , 有 
P,0Q=QoP, 


或 者 , MATA FEA ELE 1.17), 用 坐标 


图 1.17 环 Lo 的 两 个 截面 


P2(Q(§)) = Q(Pi(E)). 
由 于 Q 可 道 , P 与 P 有 如 下 关系 : 
P, = Q7!0 P oQ. 
关于 微分 此 方程 , 并 应 用 链 规则 , 有 


aP, _ dQ- aP: dQ 
dé dy dy d€' 


E E= 0 取 值 得 矩阵 方程 


A=B TASB, 
其 中 
dQ 
和 二 


为 非 奇异 的 ( 即 det BA 0). 因此 , Ay 与 42 的 特征 方程 重合 , 它们 的 乘 子 也 一 样 
事实 上 ， 


det(A, — pl1n) = det(B7?) det( Az — In) det(B) = det(Ag — 11), 
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这 是 因为 矩阵 乘积 的 行列 式 等 于 各 抢 阵 行列 式 的 积 , 且 det(Bo)det(B)=1. O 
按 引 理 1.3, 可 以 用 任何 一 个 截面 去 计算 环 的 乘 子 , 所 得 结果 是 相同 的 . 
下 面谈 及 的 问题 是 环 的 乘 子 与 有 此 环 的 定义 动力 系统 的 微分 方程 (1.15) 之 间 
的 关系 . 假设 20(t) 为 (1.15) 对 应 于 环 Lo 的 周期 解 ,zolt + To) = x(t), 将 (1.15) 的 
解 表 为 形式 
a(t) = x° (t) + u(t), 
这 里 u(t) 是 周期 解 的 偏差 . 于 是 
u(t) = i(t) — t° (t) = f(w°(t) + u(t) — f(@°(t)) = A(t)ult) + Ou(t)N2). 
去 掉 项 O(|lul|?), 得 线性 To 周期 系统 
ù = A(t)ju, wv eR", (1.16) 
其 中 A(t) = felz? (t)), A(t + To) = A(t). 
定义 1.10 AH (1.16) 称 为 环 Lo 的 变 分 方程 . 
变 分 方程 是 环 附近 扰动 发 展 所 产生 的 系统 的 主要 (线性 ) 部 分 ， 自 然 , 环 的 稳 
定性 依赖 于 变 分 方程 的 性 质 . 
定义 1.11 ”依赖 于 时 间 的 矩阵 M(t) 称 为 (1.15) RARE, 如 果 它 满足 
M = A(t)M 


和 初始 条 件 M (0) = In, In Anxn 424E E. 
(1.16) 的 任何 解 u(t) 满足 


u(To) = M(To)u(0) 
(证 明 ). 矩阵 M (To) BRAT HY 32-4848 ME. 下 面 的 Liouville 公式 表示 用 和 矩阵 A(t) 表 
达 单 值 矩 阵 的 行列 式 
To 
deM) exp f" maoa). (1.17) 
0 


定理 16 #444 M (To) 有 特征 值 
l, 1K1, KH2,* ,Mn-i, 


其 中 ui RSH Lo 相应 的 Poincaré 映射 的 乘 子 . 
证 明 概要 ”假设 yt 是 环 Lo 附近 的 由 系统 (1.15) 所 确定 的 发 展 算 子 ( 流 ). 考 
虑 映射 


yT : R” — R”. 
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显然 , mazo = zo, 其 中 zo 是 环 上 的 初始 点 ， 假设 它 位 于 原点 zo = 0. 这 个 映射 光 
滑 , HE zo 的 Jacobi 矩阵 和 单 值 矩 阵 相同 : 
Opa 


A = M(To). 


我 们 要 求 矩阵 M (To) 有 特征 值 wo = 1. 事实 上 , v(t) = i0) Æ (1, 6) 的 解 . A 
此 , M(To) 将 g = v(0) = f(zo) 变换 到 它 自己 


M(To)q = 4. 


车 没有 与 q 相应 的 广义 特征 向 量 , 则 单 值 矩 阵 MT) 有 一 个 由 9 张 成 的 一 维 
不 变 子 空间 和 一 个 n 一 1 维 不 变 补 子 空间 S: MTE = S. 取 子 空间 LY 为 环 在 
zo = 0 的 截面 . 可 以 看 到 , 由 MT) 定义 的 线性 变换 在 允 上 的 限制 是 系统 (1.15) 
在 区 上 定义 的 Poincaré 映射 P 的 线性 化 . 因此 , 它们 的 特征 值 pn, p2,:… ,jn-1 
重合 . 

如 果 有 与 a 相应 的 广义 特征 向 量 , 定理 仍 成 立 , 不 过 证 明 变 得 更 复杂 , 这 里 就 
省 略 了 . 口 

按照 (1.17)，Mf(7b) 所 有 特征 值 的 积 可 表示 为 


To 
AIH2 +t Hn- -of | (div neroa}, (1.18) 


这 里 , 按 定义 , 向 量 场 的 散 度 为 
(div N) = D EO. 


i=l 


因此 , 任何 一 个 环 的 所 有 乘 子 的 积 是 正 的 . 注意 , 在 平面 情形 (n = 2), 如 果 对 应 环 
的 周期 解 明显 知道 , 公式 (1.18) 允许 我 们 只 计算 乘 子 m, 但 是 , 这 主要 是 一 个 理论 
TA, 因为 非 线性 系统 的 周期 解 很 少 能 解析 地 知道 
1.5.3 ”周期 强迫 系统 的 Poincaré 映射 

在 一 些 应 用 中 , 系统 受到 外 来 周期 强迫 力 的 作用 ， 其 性 态 可 由 时 间 - 周 期 微分 
方程 

z= f(t,2), (t,x) €R! xR” (1.19) 
来 描述 , 其 中 f(t + To, x) = f(t,z). 系统 (1.19). 在 柱 面 流 形 X=SxRn 上 定义 了 
一 个 坐标 为 (ttmod7b),z) 的 自治 系统 
i=1, 


pe). (1.20) 
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在 此 空间 X PH n 维 截面 了 = {(z, 昌 EX:t=0}. 可 取 zT= (zlza En) X 
X 上 的 坐标 . 显然 , (1.20) 所 有 轨道 与 DC 横 截 相交 . 假设 (1.20) 的 解 x(t. zo) 在 区 
间 te [0, To) 上 存在 , 可 引入 Poincaré 映射 


ro 已 (zo) = x(To, zo). 


换 句 话说 , 我 们 必须 取 初 始点 zo 且 在 它 的 周期 Th 上 积分 系统 (1.19) 以 得 到 P(zo). 
由 此 构造 , 离散 -时 间 动 力 系统 {Z, R", P*} 被 定义 . P 的 不 动 点 显然 对 应 于 (1.19) 
的 To 周期 解 . P 的 No 环 表示 (1.19) 的 NoTo 周期 解 ( 亚 调和 解 ). 这 些 周期 解 
的 稳定 性 显然 由 对 应 的 不 动 点 和 环 的 稳定 性 所 确定 ，(1.19) 更 为 复杂 的 解 也 可 由 
Poincaré 映射 来 研究 . 第 9 章 将 详细 分 析 一 个 受 周期 (季节 ) 外 力作 用 的 捕食 -被 捕 
食 系统 , 它 具 有 不 同 的 亚 调和 解 和 混沌 解 . 


1.6 & 习 


1. 重 温 符号 动力 系统 和 Smale 马蹄 

(a) 在 符号 动力 系统 {Z,Qa,ok} 中 计算 周期 环 的 个 数 N (Kk). 

(b) 解释 如 何 寻找 马蹄 映射 在 5 中 的 两 个 不 动 点 的 坐标 . 证 明 : 每 一 个 不 动 
点 都 有 一 个 乘 子 在 单位 圆 lw| = 1 内 , 另 一 个 在 单位 圆 外 . 

2. Hamilton 系统 

(a) 证 明 : 沿 着 Hamilton 系统 A = 0 的 轨道 , Hamilton 函数 是 常数 . 

(b) WEAR: 由 (1.6) 所 刻画 的 摆 的 平衡 点 (y, Y) 是 Lyapunov 稳定 的 . 提示 : 系 
统 (1.6) 是 Hamilton 系统 , 在 (0, 0) 附近 , Hamilton 函数 H(p, y) = 常数 是 闭 的 等 
位 线 . 平衡 点 是 否 渐 近 稳定 ? 

3. 量子 振动 

(a) 积分 刻画 具 两 个 状态 的 最 简单 的 线性 量子 系统 (1.8), 指出 找到 系统 在 给 定 
状态 的 概率 p; = jai? 关于 时 间 t 周期 振动 . 

(b) 对 pi + po 的 性 态 又 如 何 ? 

4. 重 温 Brussel 振子 

(a) 从 浓度 [X], [Y] 的 系统 导出 Brussel 系统 (1.9). 

(b) 求 出 平衡 点 (zo,yo) 位 置 , 并 求 出 使 其 稳定 的 参数 (a,b) 变化 的 充分 条 件 . 

5. 重 温 Volterra 系统 

(a) 证 明 : 对 变量 和 时 间 进 行 线性 尺度 化 , 可 将 系统 (1.10) 化 为 只 含 一 个 参数 


y 的 系统 
T=7— TY, 
ý = -Yy + zy. 
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(b) 找 出 这 个 尺度 化 系统 的 所 有 平衡 点 . 
(c) 验证 这 尺度 化 系统 在 正 象限 {(2,y):2.y > 0} 内 的 轨道 与 Hamilton 系统 


. 1 
r=--l], 
y 
y=—2+1 
T 


的 轨道 重合 . 找 出 Hamilton 函数 . 提示 : 这 两 个 系统 的 向 量 场 只 差 因子 ple, y) = ry, 
它 在 第 一 象限 内 为 正 . 

(d) 考虑 (a)~(c), 证 明 : Volterra 系统 在 第 一 象限 内 所 有 的 非 平衡 点 轨道 都 是 
闭 的 , 因此 , 它 描 述 了 被 捕食 者 和 捕食 者 的 个 数 的 周期 振动 . 

6. 显 式 Poincaré 映射 

(a) 求证 : 对 a > 0, 平面 极 坐 标 系统 


| p= pla = p°), 


有 显 式 解 ay 
p(t) = (2 + (= = 5) pe) | ， P(t) = yo +t. 


P a 

(b) 画 出 这 个 系统 的 相 图 , 并 证 明 对 每 一 个 a > 0 它 有 唯一 极限 环 . 

(c) 计算 极限 环 的 乘 子 p: 

( 应 用 上 面 的 解 , 计算 显 式 结构 的 Poincaré 映射 p — P(p) 在 不 动 点 po = Va 
关于 p 的 导数 (Wiggins, 1990; p66-67). 

(ii) 借助 在 环 上 散 度 的 积分 , 用 公式 (1.18) 表示 m. 提示: 用 极 坐 标 , 散 度 是 
不 变 的 . 

7. Lyapunov 定理 . 用 定理 1.2 证 明定 理 1.5. 

(a) 把 平衡 点 附近 的 系统 写 为 


t = Az + F(z), 


其 中 F(x) = O(llzl2) 是 光滑 的 非 线性 函数 . 
(b) 对 发 展 算 子 yt 应 用 常数 变易 公式 


LPA E A oTr T. 
PI=e LT +f F(y" x)d 
求证 : 沿 着 轨道 的 单位 时 间 移 位 有 表达 式 


g'z = Br + O(||z||?), 
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其 中 B = eå. 
(c) 考虑 到 jv =e, 这 里 jw AA, 分 别 是 矩阵 B 和 A 的 特征 值 , 最 后 推 得 
证 明 . 


1.7 附录 A: 由 反应 扩散 方程 定义 的 无 穷 维 动力 系统 


正如 在 例 1.4 和 例 1.5 中 已 经 看 到 , 空间 分 布 系统 的 状态 是 由 函数 空间 X 中 
的 函数 来 刻画 . 这 种 空间 的 维 数 是 无 穷 的 . 函数 ve X 满足 某 些 边 界 条 件 和 光滑 
性 条 件 , 其 发 展 通常 是 由 偏 微分 方程 系统 (PDEs) 来 确定 . 在 这 个 附录 中 , 我 们 简 
短 地 讨论 如 何 用 这 类 方程 的 最 特殊 类 型 , 即 反 应 扩散 方程 来 定义 无 穷 维 动力 系统 . 

化 学 反应 器 在 时 间 t 的 状态 可 由 给 定 的 向 量 函 数 car, t) = (c (x,t), c2(z,t) >, 
en(a, t) REM, 其 中 ci 是 反应 底 物 在 反应 区 域 9 Cc R™ 内 点 zx 附近 的 浓度 . 这 
里 = 1,2.3, 它们 依赖 于 反应 器 的 几何 , 假定 O 是 有 光滑 边界 99 WAKER. 浓度 
cila, t) 满足 某 个 依赖 于 边界 条 件 的 问题 , 例如 , 所 有 试剂 的 浓度 在 边界 保持 常数 : 


c(x, t) =c, TEON. 
定义 边 值 的 偏离 s(x.t) = c(z,t) — co， 就 可 把 上 面 的 情形 化 为 Dirichlet 零 边 界 
条 件 : 
s(z,t)=0, TeED0. 
如 果 试 剂 不 能 渗透 反应 器 的 边界 , 则 可 用 零 Neuman( 零 流量 ) 条 件 : 
Oc(x,t) _ 
on 
其 中 左 端 是 在 边界 上 的 法 向 导数 , 方向 指向 边界 的 内 部 . 
化 学 系统 的 发 展 可 用 对 u(x, tu = s Kc) 写成 向 量 形式 的 反应 扩散 方程 


Ou(z, t) 
ot 


0, TER, 


= D(Au)(a,t) + f(u(z,t)) (A.1) 


来 模拟 .其 中 f : R 一 R 光滑 ，D 是 具 正 系数 的 对 角 扩 散 和 矩阵 ,人 是 熟知 的 
Laplace 算 子 i 


m 
Ou 
i=l : 


(A.1) 右 端的 第 一 项 刻画 试剂 的 扩散 , 第 二 项 是 它们 局 部 的 交互 反应 . 函数 u(x, t) 
满足 上 面 列 举 的 诸 边 界 条 件 之 一 , 例如 Dirichlet 条 件 : 


zt(ziti) 王 0，7eEO00. (A.2) 
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定义 1.12 He u= ulz, t), u: Q xR! 一 R” HAMM (A.1), (A.2) HER 
解 , 如 果 它 连续 可 微 , 关于 t+ 至少 一 次 可 微 , KF r ARTH, 且 在 其 定义 域内 满足 
(A.1) 和 (A.2). 

对 任 一 二 次 连续 可 微 的 初始 函数 u(x), 


uo(7)=0, Zz€00, (A.3) 


问题 (A.1), (A.2) 有 定义 在 z.e Q 和 te [0, 60) 上 的 唯一 古典 解 ule, t), 其 中 do 依 
PAF wo 且 满 足 w(x,0) = u(x). 此外, 这 个 古典 解 实 际 上 对 0 < t < 60 关于 (x,t) 
无 穷 多 次 可 微 . 如 果 以 Neuman 边界 条 件 代替 (A.2), 同样 性 质 也 成 立 . 

现在 引入 所 有 在 Q 内 二 次 连续 可 微 , 在 边界 OO 上 满足 Dirichlet 条 件 (A.3) 
的 向 量 函 数 所 构成 的 空间 X = C2(Q,R"). 上 面 的 结果 意味 着 反应 扩散 系统 (A.1)， 
(A.2) 定义 了 一 个 连续 -时 间 动 力 系统 (RL, X,¢'}, 其 中 发 展 算 子 为 


(p'uo)(x) = u(x,t), (A.4) 


这 里 u(x,t) 是 满足 w(x,0) = uols) 的 (A.1), (A.2) 的 古典 解 . 它 也 在 Xi = 
Cje(Q,R") 上 定义 了 动力 系统 ,Xi BAO 内 无 穷 多 次 连续 可 微 且 在 边界 OO W 
JÈ Dirichlet 条 件 的 所 有 向 量 函 数 构成 的 函数 空间 . 

因此 , 平衡 点 、 环 的 概念 可 应 用 到 反应 扩散 方程 (A.1). 显然 , 系统 的 平衡 点 是 
由 满足 

D(Au)(x) + f(u(x)) =0 (A.5) 

和 相应 边界 条 件 的 与 时 间 无 关 的 向 量 函 数 来 刻画 , 例如 , 一个 平凡 的 满足 (A.2) 的 
(A.5) 的 空间 齐 次 解 是 局 部 系统 


ú = fly) uvER" (A.6) 


的 平衡 点 . 

(A.5) 的 非 平 凡 的 空间 非 齐 次 解 通常 称 为 耗 散 结构 . 空间 齐 次 与 非 齐 次 平衡 点 
可 以 是 稳定 或 不 稳定 . 在 稳定 情形 , 平衡 解 的 所 有 (光滑 ) 小 扰动 v(z) 按时 间 衰 减 . 
环 ( 即 (A.1) 的 满足 适当 边界 条 件 的 时 间 周 期 解 ) 也 是 有 可 能 的 , 它们 可 以 是 稳定 
也 可 以 是 不 稳定 . 平面 圆周 区 域 Q 内 反应 扩散 方程 中 的 驻 波 和 旋转 波 就 是 这 种 周 
期 解 的 例子 . 

直到 现在 , 情况 看 来 还 有 点 简单 且 同 有 限 维 情形 相 平 行 . 但 是 , 当 我 们 试 着 在 
X = C3(Q,R") 中 引入 距离 时 就 会 有 某 些 困难 . 例如 , 这 个 空间 在 “积分 范 数 ” 


lul? = J D 
2 j=1,2, > yn 
lilg2 


Olluj(z) 


2 
oo | de (A.7) 
Ox} Ory ---Oxrm 
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下 是 不 完备 的 , 这 里 |i = ip + ig t+ +--+ im. 换 名 话说 ,Cauchy 序列 按 此 范 数 可 收 
敛 于 一 个 不 是 二 次 可 微 的 函数 (甚至 可 以 无 导数 ), 因此 它 就 不 属于 X. 由 于 这 一 性 
质 在 很 多 场合 很 重要 , 一 个 称 为 完备 化 的 方法 允许 我 们 对 任 一 给 定 范 数 去 构造 一 个 
完备 空间 .宽松 地 说 , 把 所 有 Cauchy 序列 的 极限 都 加 到 X. 更 精确 些 , 称 为 两 个 
Cauchy 序列 是 等 价 的 , 如 果 它 们 对 应 元 素 之 间 的 距离 趋 于 零 . Cauchy 序列 的 等 价 
类 视 为 新 空间 H 的 点 , 原来 范 数 可 扩展 到 H, 使 它 成 为 完备 的 赋 范 空间 , 这 种 空间 
称 为 Banach 空间 . 空间 X 可 以 解释 为 HTS. 如 果 所 得 空间 是 Hilbert 空间 ， 
那 也 是 有 用 的 , 就 是 说 范 数 是 由 内 积 产生 . 

因此 , 可 以 尝试 用 完备 空间 H 之 一 作为 反应 扩散 系统 的 新 状态 空间 . 但 是 , 由 
FH 中 包含 使 (A.1) 的 扩散 部 分 没有 定义 的 函数 , 额外 的 工作 是 要 做 的 . 我 们 也 
要 小 心 系统 的 反应 部 分 f(w) EH 上 定义 的 光滑 映射 , 不 再 详细 论述 , 只 指出 有 可 

证明 动力 系统 (RL, Hu} 的 存在 性 , 使 得 wiw 对 一 切 ue H A te [0,6(u)) 有 

定义 且 对 u 连续 , APF wo EX CH, WW ytu = Ptuo. 其 中 ptu 是 (A.1), (A.2) 的 
一 个 古典 解 . 

平衡 点 和 其 他 解 的 稳定 性 可 在 空间 五 中 研究 . 若 一 个 平衡 点 在 H 内 稳定 , 则 
它 在 光滑 扰动 下 也 稳定 . 我 们 可 以 由 反应 扩散 系统 (A.1) 的 线性 部 分 导出 平衡 点 在 
五 (或 X) 中 稳定 的 充分 条 件 . 例如 , 叙述 一 个 在 区 间 Q = [0,0] 上 满足 Dirichlet 边 
界 条 件 的 反应 扩散 系统 的 平凡 ( 齐 次 ) 平衡 点 的 稳定 性 充分 条 件 (类 似 于 定理 1.5). 

定理 1.7 考虑 反应 扩散 系统 

Ou O2u 


aS Dx + f(u), (A.8) 
其 中 f HA, z e [0.x], 满足 边界 条 件 
u(0) = u(x) = 0. (A.9) 


假设 ul = 0 是 齐 次 平衡 点 ，f(0) = 0, A 是 局 部 系统 对 应 平衡 点 的 Jacobi 42K, 
A= fu(0). 假定 nxn FH 
Mk = A-—k?D 

的 特征 值 对 所 有 的 天 = 0,1,2,--- 都 具有 负 实 部 . 

于 是 , uo = 0 是 动力 系统 {RH} 的 稳定 平衡 点 ， 此 系统 是 由 系统 (A8), 
(A.9) 在 按 范 数 (A.7) 对 C2([0, 1], R") 完备 化 了 的 空间 H 生成 的 . QO 

类 似 的 定理 可 对 Q C R”, m = 2,3, WL Dirichlet 边界 条 件 的 系统 进行 证 明 . 
这 只 需 用 4 代替 k 并 稍 作 修 改 即 可 , 这 里 {kx} 是 满足 

(Auwkj(z) = 一 5kOk(Z) 

的 所 有 正 数 , 内 = vele) 满足 Dirichlet 边界 条 件 . 对 Neumann 边界 条 件 的 修改 可 
直接 进行 . 
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1.8 附录 B: 文献 评注 


“动力 系统 ”这 个 名 词 原先 仅仅 指 由 古典 力学 导出 的 微分 方程 所 描述 的 力学 
系统 . 这 类 动力 系统 的 基本 结果 在 19 thee aR Lyapunov 455 Poincaré 所 得 到 . 
他 们 的 研究 被 Dulac(1923) 和 Birkhoof(1927) 以 及 其 他 人 所 继续 . Nemystskii 和 
Stepanov(1949) 包 以 及 Coddington 和 Levinson(1955) 详细 地 处 理 了 由 微分 方程 定 
义 的 动力 系统 在 那 时 所 知道 的 性 质 ， 后 来 , 这 一 概念 在 科学 的 不 同 分 支 由 ODEs, 
PDEs 和 明确 定义 的 迭代 映射 所 刻画 的 不 同 发 展 过 程 的 研究 中 明显 变 得 很 有 用 . 近 
代 动 力 系 统 的 理论 起 始 于 Kolmogorov(1957), Smale(1963, 1966, 1967) 和 Anosov 
(1967) 等 的 工作 . 动力 系统 的 现代 理论 的 一 般 介 绍 可 在 Katok 和 Hasselblatt(1995) 
中 找到 . Ait, 建议 读者 先 读 Hasselblatt 和 Katok(2003). SK, 有 关 动 力 系统 的 文 
RRE. 这 里 不 准备 作 综合 介绍 , 仅仅 给 出 各 章 的 文献 评注 . 

由 Smale (1963, 1967) 提出 的 马蹄 微分 同 胚 在 许多 书 中 得 到 了 论述 ， 例 如 ， 
Nitecki (1971), Gukenheimer 和 Holmes (1983), Wiggins (1990) 以 及 Arrowsmich 
和 Place (1990). (AE, 它 和 有 关 课题 的 最 好 叙述 仍 属于 Moser (1973). 一 个 等 价 于 
(1.4) 的 由 Hénon(1976) 引入 的 映射 是 具 奇 怪 吸 引子 的 最 简单 的 映射 、Hénon 映射 
可 能 是 研究 具 复 杂 动 力学 的 最 好 的 平面 映射 . 

常 微分 方程 及 其 有 关 的 动力 系统 的 一 般 性 质 在 引用 的 Nemytski 和 Stepanov 
的 书 中 有 有 叙述 . 值得 提 到 的 教科 书 有 Potryagin(1962), Arnold (1973) 包 和 Hirsch 和 
Smale (1974)®. 后面 三 本 书包 含 了 常 系数 和 时 变 系数 的 线性 微分 方程 广泛 的 分 析 . 
Hartman (1964) 处 理 了 Poincaré 映射 、 乘 子 和 极限 环 的 稳定 性 之 间 的 关系 . 

无 舅 维 动力 系统 的 研究 受到 流体 动力 学 、 空 气动 力学 以 及 化 学 和 核子 工程 学 的 
刺激 . 线性 无 穷 维 动力 系统 , 大 家 知道 的 如 “连续 (解析 ) 半 群 ”是 在 泛 函 分 析 中 研 
究 的 (例如 , 见 Hille 和 Phillips (1957), Balakrishnan(1976)), 或 者 Richtmyer(1978, 
1981) 的 更 偏重 物理 方面 的 教科 书 . 无 穷 维 动力 系统 也 自然 地 由 研究 时 滞 微 分 方程 
产生 ( 见 Hale(1971), Hale 和 Verduyn Lunel(1993) 以 及 Diekmann, van Gils,Verduvn 
Lunel 和 Walther(1995)). 非 线性 无 穷 维 动力 系统 是 一 个 发 展 很 快 的 领域 . 早期 的 结 
果 可 在 Marsden 和 McCracken(1976), Carr(1981) 以 及 Hery(1981) 等 的 有 关 章 节 中 
RADOR. 近代 处 理 和 进一步 文献 可 在 Temam (1997) 和 Robinson(2001) 中 找到 . 


D 本 书 的 中 译本 《微分 方程 定性 理论 》( 上 下 册 )， 王 柔 怀 , 伍 卓 群 译 . 科学 出 版 社 出 版 . 一 - 译 者 注 

© 中 译本 《 常 微分 方程 》. WKM ER. 科学 出 版 社 出 版 (1985) -一 - 译 者 注 

图 本 书 的 第 二 版 由 Hirsch, Smale 和 Devaney 所 著 , 2004 年 出 版 . 书 名 改 为 《微分 方程 、 动 力 系 统 
与 混沌 引 论 》. 内 容 比 第 一 版 有 很 大 的 更 动 , 特别， 增加 了 离散 动力 系统 和 混沌 理论 .一 …- 译 者 注 


第 2 章 动力 系统 的 拓扑 等 价 性 、 分 支 
与 结构 稳定 性 


这 一 章 引入 并 讨论 对 全 书 都 有 用 的 一 些 基本 概念 : 动力 系统 的 拓扑 等 价 性 及 
其 分 类 、 分 支 与 分 支 图 以 及 分 支 的 拓扑 规范 形 . 最 后 一 节 叙 述 结构 稳定 性 这 一 更 抽 
象 的 概念 . 本 章 只 讨论 状态 空间 X =R" 中 的 动力 系统 . 


2.1 动力 系统 的 等 价 性 


我 们 要 研究 动力 系统 性 态 的 一 般 (定性 ) 面貌 , 特别 , 研究 它们 性 态 可 能 类 型 的 
分 类 和 比较 不 同 动力 系统 的 性 态 . 任何 对 象 的 比较 都 基于 等 价 关系 由 , 应 用 等 价 关 
系 可 以 定义 对 象 的 等 价 类 , 并 研究 这 些 类 之 间 的 传递 . 因此 , 必须 说 明 什 么 时 候 定 
义 的 两 个 动力 系统 “定性 相似 ”或 者 等 价 . 这 样 的 定义 必须 适合 一 般 的 直觉 准则 . 
例如 , 自然 希望 两 个 等 价 系统 具有 相同 个 数 和 相同 稳定 性 类 型 的 平衡 点 和 环 . 这 些 
不 变 集 的 “相对 位 置 ”和 它们 的 吸引 区 域 的 形状 对 等 价 系统 也 应 该 相似 . 换 句 话说 ， 
两 个 系统 等 价 , 如 果 它 们 的 相 图 “定性 相似 ", 即 如 果 一 个 相 图 可 以 从 另 一 个 经 连续 
变换 得 到 ( 见 图 2.1). 


T th 


图 2.1 拓扑 等 价 性 


定义 2.1 动力 系统 {TR 0°} 称 为 拓扑 等 价 于 动力 系统 {TRY}, 如果 
AARE h: R” 一 R”, 把 第 一 个 系统 的 轨道 映 上 为 第 二 个 系统 的 轨道 ， 且 保持 时 


加 回忆 两 个 对 象 之 间 的 关系 (a ~ b) 称 为 等 价 , 如 果 它 是 自 反 的 (a~ a)、 对 称 的 (由 a ~b 得 b~ a) 
和 传递 的 (Ha~b Rb~cfhanc). 
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间 方 向 . 

同 胚 是 一 个 可 逆 映 射 , 使 得 映射 和 逆 映 射 都 连续 . 拓扑 等 价 性 的 定义 可 以 推广 
到 更 一 般 的 状态 空间 : 完备 的 距离 空间 , 特别 是 Banach 空间 . 当 状 态 空间 是 R" 中 
有 限 维 光滑 流 形 , 例如 , 二 维 环 面 T 或 球面 S 时 , 这 个 定义 也 有 意义 . 拓扑 等 价 系 
统 的 相 图 通常 也 称 为 拓扑 等 价 . 

上 面 的 定义 用 在 连续 -时 间 系 统 和 离散 -时 间 系 统 . 但 是 . 在 离散 -时 间 情 形 , 可 
以 在 等 价 系 统 的 对 应 映射 之 间 得 到 明显 的 关系 . 事实 上 , 设 


rr f(x), 2 ER” (2.1) 


和 
y= gly) yeR" (2.2) 


是 两 个 拓扑 等 价 的 离散 -时 间 可 逆 动 力 系统 (f = ptg = w! ERARA). 考 
虑 系统 (2.1) 从 某 一 点 z 出 发 的 轨道 : 


ee fi (xz), z, f(x), P? (£) 
和 系统 (2.2) 从 点 y 出 发 的 轨道 
ce „g~ (y), Y, f(y), Ph s 


由 拓扑 等 价 性 知 , Æ zx 和 y 由 同 胚 hy = ha) 所 联系 , 则 映射 h 把 第 一 个 系统 的 
轨道 映 上 为 第 二 个 系统 的 轨道 . 用 符号 表示 为 


x -二 f(x) 
Al hi 
y — gly) 


因此 , 对 一 切 z ER”, gly) = h(f(x)), 或 者 g(h(x)) = h(f(z)), 可 写 为 
f(x) =h7*(g(h(z)), 
这 是 因为 h TÆ. 应 用 复合 映射 符号 可 将 最 后 一 个 方程 写 为 更 紧凑 的 形式 
f=h ogoh. (2.3) 


定义 2.2 ÈRE h, HAR (2.3) 的 两 个 映射 上 和 9 ALM. 
因此 , 通常 称 拓扑 等 价 的 离散 -时 间 动 力 系 统 为 共 斩 系统 . E h A h-! 都 是 C* 
映射 , 则 称 映射 f 和 9 为 ORE. Mk > 1, Ch Hee (以 及 对 应 的 系统 ) 称 为 


. 36 . 应 用 分 支 理 论 基础 


KA HRB PB. 在 zx 和 y 的 两 个 不 同 坐标 系 下 , 当 y = h(x) 作为 光滑 的 坐 
标 变换 时 , 两 个 微分 同 胚 映 射 (2.1) 与 (2.2) 可 视 作 同一 映射 . 因此, 微分 同 胚 的 离 
散 -时 间 动 力 系统 实际 上 是 不 可 区 分 的 . 

现在 考虑 两 个 连续 -时 间 拓 扑 等 价 系统 : 


t= f(x), x ER” (2.4) 


和 
y=gty), yER”, (2.5) 
其 中 右 端 光 滑 . wp 和 wt 为 对 应 的 流 ， 在 这 种 情况 下 , / 和 9 之 间 没 有 如 公式 
(2.3) 那 种 简单 关系 . 然而 , 存在 (2.4) 和 (2.5) 之 间 拓 扑 等 价 的 两 类 特殊 情形 , 它们 
可 解析 表达 , 下 面 给 出 解释 . 
假设 y = h(x) FEAR h: R” SR, 它 和 它 的 首都 光滑 (h ERD AB) 
且 对 一 切 ze R” 满足 
f(z) = M~"(x)g(h(z)), (2.6) 
其 中 
M(x) = 
是 h(x) 在 点 z 的 Jacobi FARE. 则 系统 (2.4) 拓扑 等 价 于 系统 (2.5). 事实 上 , 系统 
(2.5) 是 系统 (2.4) 经 过 光滑 坐标 变换 y = h(x) 得 到 的 . 因此 , h 将 (2.4) 的 解 映 为 
(2.5) 的 解 
h(p'x) = v'h(z), 


且 它 起 到 定义 2.1 中 的 同 胚 作用 . 

定义 2.3 IRADE h, 称 满 足 (2.6) 的 两 个 系统 (2.4) 和 (2.5) 为 光滑 等 
价 (或 微分 同 胚 ). 

注 WARN h 的 光滑 程度 感 兴趣 , 定义 2.3 PH SA C* 等 价 或 OA AAE. 


© 

两 个 微分 同 胚 系统 实际 上 是 同样 的 , 且 可 看 成 是 不 同 坐 标 系 下 的 同一 系统 . 例 

如 , 对 应 平衡 点 的 特征 值 相同 . 设 zo 和 yo = h(zo) 是 这 样 的 平衡 点 , 设 4(zo) 和 
B(zo) 为 对 应 的 Jacobi JERE. 于 是 , 微分 (2.6) 得 


4(zo) = M~"(29)B(yo)M (zo). 


因此 , 矩阵 4(zo) 和 召 (zo) 的 特征 多 项 式 相同 . 另外 , CoP AOE A Ae I 
的 乘 子 和 周期 ( 见 练习 4)， 最 后 这 个 性 质 对 不 同 的 时 间 参 数 化 的 更 仔细 分 析 是 必 
要 的 . 
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假设 u= ula) > 0 是 一 个 光滑 的 正 纯 量 函数 , 且 对 一 切 x eR”, (2.4) 和 (2.5) 
的 右 端 以 
f(x) = w(x) 9(z) (2.7) 


相 联系 . 则 显然 系统 (2.4) 和 (2.5) 拓扑 等 价 , 因为 它们 的 轨道 是 相同 的 , 轨道 上 的 
运动 速度 不 同 (在 点 z 两 速度 之 比 恰 好 是 (x). 因此 , 定义 2.1 中 的 同 胚 h 是 恒 
同 映射 A(x) = 2. 换 名 话说, 两 个 系统 的 区 别 仅仅 在 于 沿 轨道 的 时 间 参 数 化 不 同 . 

定义 2.4 AME BSH u, 称 满足 (2.7) 的 两 个 系统 (2.4) 和 (2.5) 为 轨道 
等 价 . 

显然 , 两 个 轨道 等 价 的 系统 可 以 不 微分 同 胚 . 因为 有 这 样 的 环 : 在 相 空间 中 看 
上 去 是 相同 的 闭 曲线 , 却 具有 不 同 的 周期 . 

我 们 经 常 局 部 地 研究 动力 系统 . 例如 并 不 在 整个 状态 空间 R 而 是 在 某 个 区 域 
UCR” 内 研究 . 这 样 的 区 域 可 以 是 一 个 平衡 点 (不 动 点 ) 或 一 个 环 的 邻 域 . 上 面 的 
拓扑 等 价 、 光 滑 等 价 和 轨道 等 价 的 定义 都 可 容易 地 引入 适当 区 域 以 “局 部 化 *， 例 
如 , 在 平衡 点 附近 的 相 图 的 拓扑 分 类 中 , 下 面 对 于 定义 2.1 的 修正 是 有 用 的 . 

定义 2.5 动力 系统 {T, R" wt} 在 平衡 点 zo 附近 称 为 局 部 等 价 于 在 平衡 点 
yo 附近 的 动力 系统 {T, R", yt}, RAAB Bh: R” 一 R”, 使 得 

(1) 在 zo 的 小 邻 域 CR" 内 有 定义 . 

(2) 满足 yo = h(x). 

(3) REU 中 第 一 个 系统 的 轨道 为 了 = h(U) C Rr 中 第 二 个 系统 的 轨道, 并 
保持 时 间 方 向 . 

HU Èro 的 开 邻 域 ， 则 Zz yo 的 开 邻 域 . 注意 , 平衡 点 位 置 zo 和 yo 以 及 
KIR U 和 V 可 能 重合 . 

可 以 用 下 面 的 例子 来 比较 上 面 引入 的 等 价 性 . 

例 2.1( 结 点 -焦点 等 价 性 ) ”考虑 两 个 平面 线性 系统 


tı = 一 21)， 
es ; (2.8) 
T2 = —T2 
和 
人 人 -aa se 
T2 = Tı — T2. 


在 极 坐标 (0,0) F, 这 两 个 系统 可 分 别 写 为 


= —P, 
6=0 


ee 应 用 分 支 理论 基础 
RB gg ee eg 0 


p= —P, 
0 = 1. 


p(t) = poe", 


和 


因此 , 第 一 个 系统 的 解 为 


第 二 个 系统 的 解 为 

p(t) = poe 

A(t) = Oo +t. 
BR, 对 这 两 个 系统 , 原点 是 稳定 平衡 点 , AAH t— +o p— 0. (2.8) 的 其 他 的 
所 有 轨道 为 直线 , (2.9) 的 其 他 的 轨 线 为 螺 线 . 这 两 个 系统 的 相 图 如 图 2.2 所 示 . 第 
一 个 系统 的 平衡 点 是 结 点 (图 2.2(a)), 第 二 个 系统 的 平衡 点 是 焦点 (图 2.2(b)). 两 个 
系统 性 态 的 不 同 可 以 这 样 理解 : 第 一 种 情形 在 原点 附近 是 单调 地 扰动 衰减 , 第 二 种 
情形 是 振动 地 衰减 . 


(a) (b) 
图 2.2 结 点 -焦点 的 等 价 性 
这 两 个 系统 既 非 轨道 等 价 也 非 光滑 等 价 . 第 一 个 事实 是 显然 的 , 第 二 个 事实 可 
从 第 一 个 系统 的 特征 值 (Ai = A2 = -1) 不 同 于 第 二 个 (A1,2 = -1 +i) 看 出 . 不 过 ， 
在 以 原点 为 中 心 的 单位 闭 圆 盘 


U = {(x1, £2) : ZI + 23 < 1} = {(p,0): p S 1} 


内 系统 (2.8) 与 (2.9) 是 拓扑 等 价 的 . 

我 们 用 下 面 的 方法 构造 一 个 同 胚 h: T U 来 清晰 地 证 明 这 个 结论 (图 2.3). 
E U 内 取 极 坐标 为 (oo,go) 的 点 a A 0, 并 考虑 沿 着 系统 (2.8) 的 轨道 从 边界 上 的 
点 (1,00) 运动 到 点 z 的 时 间 r. 这 个 时 间 仅 仅 依 赖 于 po, 且 容易 计算 出 为 


T(po) = —Inpo. 
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现在 考虑 系统 (2.9) 从 边界 点 (1,00) 出 发 的 轨道 经 r(po) 时 间 单 位 后 到 达 点 y = 
(p1,91). 因此 , 将 xz = (p0, 00) 40 PRA y = (91,01) 的 映射 y = h(x) 就 找到 了 , 即 由 


h: | Pı = P0, 
6, = ĝo — ln po 
给 出 . 对 z = 0, 令 y=0, 即 有 (0) = 0. 因此, 所 构造 的 映射 把 每 一 个 圆周 po = i 
数 旋转 一 个 与 po 有 关 的 角度 , 而 将 U 映 为 它 自身 .这 个 角度 在 po = 1 AB, 4 
po 一 0 时 递减 . 显然 , 此 映射 连续 可 逆 , 它 把 (2.8) 的 轨道 映 上 为 (2.9) 的 轨道 , 且 
保持 时 间 方 向 . 因此 , 这 两 个 系统 在 U 内 拓扑 等 价 . 


图 2.3 同 胚 的 构造 


但 是 , 同 胚 h 在 U 内 是 不 可 微 的 . 确切 地 说 , 它 在 原点 以 外 光滑 , 但 在 z = 0 


不 可 微 . 为 说 明 这 一 点 , 在 (21,22) 坐标 系 中 计算 Jacobi 矩阵 了 例如 , 对 应 于 
导数 


Oy 
Ox, een 
4 zl > 0 时 , 差 商 
lnzl) 一 0 
coe? = cos(In z1) 


因此 ， 考虑 连续 时 间 系 统 模 拓扑 等 价 性 , 即 保持 不 变 集 的 个 数 、 mee aks: 
等 价 性 等 信息 , 而 放弃 有 关 有 瞬时 特性 和 依赖 于 时 间 性 态 的 信息 . 这 类 信息 在 某 些 应 
用 中 可 能 是 重要 的 , 那 时 就 需 用 更 强 的 等 价 性 (诸如 轨道 等 价 和 光滑 等 价 ). 

将 光滑 等 价 和 轨道 等 价 相 结合 , 就 给 出 一 个 在 本 书 将 经 常用 到 的 等 价 关系 . 
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定义 2.6 ”两 个 系统 (2.4) 和 (2.5) 称 为 光滑 轨道 等 价 , 如 果 (2.5) 光滑 等 价 于 
一 个 系统 , 而 这 个 系统 又 轨道 等 价 于 (2.4). 

按照 这 个 定义 , 两 个 系统 (在 R" 或 在 某 区 域 U CR" 中 ) 是 等 价 的 , 如 果 能 够 
用 一 个 光滑 可 逆 的 坐标 变换 和 一 个 正 的 光滑 坐标 函数 的 乘积 将 其 中 一 个 系统 变换 
成 另 一 个 系统 . 显然 , 两 个 光滑 轨道 等 价 的 系统 是 拓扑 等 价 的 , 但 其 逆 不 真 . 


2.2 一 般 平衡 点 与 不 动 点 的 拓扑 分 类 


这 一 节 研 究 连 续 - 时 间 和 离散 -时 间 动 力 系统 , 在 一 般 平衡 点 即 双 曲 平衡 点 附近 
相 图 的 几何 性 质 及 其 拓扑 分 类 . 
2.2.1 ”连续 -时 间 系 统 的 双 曲 平衡 点 


考虑 由 
t= f(x), rER" (2.10) 

定义 的 连续 -时 间 动 力 系统 , 其 中 f 光滑 ， 假 设 ro = 0 为 这 系统 的 平衡 点 ( 即 
f(zo) = 0), A 为 zo 处 的 Jacobi ERE SE n_,no 和 4 分 别 为 4 的 具 负 实 部 、 零 
实 部 和 正 实 部 的 特征 值 的 个 数 ( 重 次 计算 在 内 ). 

定义 2.7 平衡 点 称 为 双 曲 的 , 如 果 no = 0, 即 没有 特征 值 在 虚 轴 上 . 双 曲 平 
衡 点 称 为 双 曲 鞍点 , wR nn, #0. 

由 于 一 般 矩阵 没有 特征 值 在 虚 轴 上 (no = 0). 双 曲 性 是 一 个 典型 性 质 , 一 般 系 
统 ( 即 不 满足 某 些 特殊 条 件 ) 中 的 平衡 点 是 双 曲 的 . 我 们 并 不 打算 叙述 这 些 直观 的 
明显 性 质 , 虽然 它 也 可 以 用 测度 理论 和 横 截 性 来 说 明 . 我 们 将 详细 研究 双 曲 平衡 点 
附近 相 图 的 几何 特性 . 对 一 个 平衡 点 (不 必 是 双 曲 的 ) 引入 两 个 不 变 集 


W*(ao) = {z : pft or0,t— +00}, WY*(x0) = {x: ytz > 29,t + —oo}, 


这 里 yt 是 (2.10) 相应 的 流 . 

定义 2.8 Ws:(zo0) 称 为 ro 的 稳定 集 , W*(z0) 称 为 zo 的 不 稳定 集 . 

定理 2.1( 局 部 稳定 流 形 ) Rr 是 一 个 双 曲 平衡 点 (PP no =0,n_ +n, =n). 
则 WS(zo) #7 W" (20) 与 zo 的 充分 小 邻 域 的 交 分 别 包 含有 n- fon, 维 光滑 子 流 
形 Te(zo) 和 Wis (zo0). 

此 外 ， WE.(zo)(Wi(z0)) 在 zo 与 Ts(Tw) 相 切 ， 这 里 Te(Tw) 是 对 应 A 的 所 
有 ReA < 0(ReA > 0) 的 特征 值 并 的 广义 特征 空间 . = 

这 个 定理 的 证 明 在 此 不 再 详细 给 出 , 可 以 沿 着 下 面 (Hadamard-Perron) 的 思路 
进行 . 对 不 稳定 流 形 , 取 通 过 平衡 点 的 线性 流 形 T* 并 对 此 流 形 应 用 映射 ol, 这 里 
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的 yt 是 这 个 系统 对 应 的 流 . 在 21 作用 下 , TY 的 象 是 某 个 在 ro 切 于 T* W n, E 
( 非 线 性 ) MÆ. 注意 到 平衡 点 的 邻 域 充分 小 , 这 里 的 线性 部 分 起 着 “控制 ” 作用 . E 
复 这 个 步骤 , 可 以 证 明和 迭代 收敛 于 定义 在 这 个 zo 的 邻 域 并 在 zo 切 于 T! 的 光滑 不 
变 子 流 形 . 这 个 极限 是 局 部 不 稳定 流 形 WY (co). 局 部 稳定 流 形 Wis (z0) 可 以 用 
pt 对 Ts 作 构造 ， 

注 ” 从 大 范围 讲 , AER Ww 和 Wr 分 别 是 n_ M n, 维 浸入 流 形 , 它们 有 与 
f 相同 的 光滑 性 . 考虑 到 这 些 性 质 , 分 别称 集合 Ws 和 We 为 ro 的 稳定 和 不 稳定 
不 变 流 形 . © 

例 2.2(R3 中 的 鞍点 和 鞍 - 焦 点 ) ”图 2.4 说 明了 上 述 定 理 n = 3n = 2 和 
n+ = 1 的 情形 . 这 时 有 两 个 不 变 流 形 通过 平衡 点 , 即 由 所 有 进入 平衡 点 的 轨道 所 
组 成 的 二 维 流 形 Ws (20) 以 及 由 两 条 走出 平衡 点 的 轨道 W (co) 和 WH (20) 所 组 成 
的 一 维 流 形 W! (20). 所 有 其 他 通过 平衡 点 附近 不 属于 这 些 流 形 的 轨道 在 时 间 正 反 


n 


Tm wy, w 
(b) 
2.4 (a) 鞍点 ; (b) RR: 向 量 w 是 对 应 于 特征 值 As 的 特征 向 量 
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两 个 方向 最 终 都 离开 此 邻 域 . 

在 实 单 特征 值 (Xs < A2 < 0 < A1) 的 情形 (a), 在 Ws 上 的 轨道 形成 结 点 , 在 复 
特征 值 (Re 和 2,3 < 0 < Ni, Aa = Az) 的 情形 (b), Ws 是 一 个 焦点 . 因此 , 在 第 一 种 情 
形 , 平衡 点 称 为 鞍点 , 后 一 情形 平衡 点 称 为 款 - 焦 点 . 在 这 两 种 情况 平衡 点 是 拓扑 等 
价 . 然而 , 正如 我 们 即将 看 到 的 , 在 研究 同 宿 轨道 分 支 时 (第 6 章 ) 区 分 这 两 种 情形 
是 有 用 的 . © 

下 面 的 定理 给 出 双 曲 平衡 点 的 拓扑 分 类 . 

定理 2.2 系统 (2.10) 在 两 个 双 曲 平衡 点 zo 和 yo 附近 的 相 图 是 局 部 拓扑 等 
价 , 当 且 仅 当 这 两 个 平衡 点 分 别 具 有 相同 个 数 n_ 和 ni 个 的 ReA<0 和 Re>0 
的 特征 值 . 口 

通常 这 时 也 称 平衡 点 ro 和 yo 拓扑 等 价 ， 定 理 的 证 明基 于 两 个 概念 ， 首 
FE, 可 以 证 明 在 双 曲 平衡 点 附近 系统 局 部 等 价 于 它 的 线性 化 系 统 & = A€(Grobman- 
Hartman 定理 ). 这 个 结果 对 平衡 点 zo 附近 和 平衡 点 yo 附近 都 可 应 用 . 其 次 , 两 个 
具有 相同 个 数 Red > 0 5 Red < 0 的 特征 值 , 且 无 特征 值 在 虚 轴 上 的 线性 系统 , 它 
们 的 拓扑 等 价 性 必须 得 到 证 明 . 例 2.1 是 一 个 特殊 情形 . 然而 , 一 般 的 证 明基 于 同 
一 思想 , 见 本 章 末尾 附录 中 的 参考 文献 . 

例 2.3( 平 面 系统 的 一 般 平 衡 点 ) ”考虑 二 维系 统 


t= f(z), T = (£1, £2)" € R?, 
了 光滑. 假定 zo = 0 是 平衡 点 , f(0)=0, > 


_ df(z) 
ia dx 


z=0 


是 它 的 Jacobi 矩阵 . 矩阵 4 有 两 个 特征 值 1, Ao, 它们 是 特征 方程 
Pritsi 


的 根 , 其 中 o = tr4, A = det A. 

图 2.5 展示 了 熟知 的 古典 结果 . 平面 上 存在 三 类 双 曲 平衡 点 : 稳定 结 ( 焦 ) 点 、 
鞍点 和 不 稳定 结 ( 焦 ) 点 .正如 我 们 已 经 讨论 过 的 ， 结 点 和 焦点 (对 应 它们 的 稳定 
性 ) 是 拓扑 等 价 的 , 这 可 从 特征 值 识别 . 0 

定义 2.9。” 结 点 和 焦点 统称 为 反 鞍 点 . 

稳定 点 有 二 维稳 定 流 形 而 没 有 不 稳定 流 形 . 对 不 稳定 平衡 点 情况 刚好 相反 . 鞍 
点 有 一 维稳 定 流 形 和 一 维 不 稳定 流 形 , 有 时 称 为 分 界线 . 
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(nyn) 


图 2.5 平面 上 双 曲 平衡 点 的 拓扑 分 类 


2.2.2 ”离散 -时 间 系 统 的 双 曲 不 动 点 
现在 考虑 离散 -时 间 动 力 系统 


ze f(z), xzeR”, (2.11) 


这 里 映射 f MEA 广 : 都 光滑 (微分 同 胚 ).、 假设 zo = 0 是 系统 的 不 动 点 ( 即 
f (#0) = zo), A 为 在 zo 的 Jacobi 矩阵 SE. 4 的 特征 值 pi, mo,- tn 称 为 不 动 点 
NRF. 注意 , 由 于 f TRASH. 设 n_,no M n, DHE zo 的 位 于 单位 
{uE C: |u| =1} 内 、 上 、 外 的 乘 子 个 数 . 

定义 2.10 不 动 点 称 为 双 曲 的 , 若 no = 0, 也 就 是 说 , AA RIEM E. 
E nn} £0, 则 称 双 曲 不 动 点 为 双 曲 鞍点 ， 

注意 , 双 曲 性 也 是 离散 -时 间 系 统 的 典型 性 质 . 如 同 连续 -时 间 情 形 , 可 以 对 不 
动 点 zo( 不 必 是 双 曲 的 ) 引入 稳定 和 不 稳定 不 变 集 : 


W*(z0) = {x : f*(x) > zo, k > +00}, 
W"(zo) = {z : f*(x) > £o, k > —oo}, 
HP k 是 整数 “时 间 ?, fEl) 表示 z 经 f 的 次 迭代 . 类 似 于 定理 2.1, 我 们 有 
定理 2.3( 局 部 稳定 流 形 ) H zo 是 双 曲 不 动 点 , 即 no = 0,n_ 十 n4 =n. N 


Ws(z0) 和 W*(Zz0) 与 zo 的 充分 小 邻 域 的 交 分 别 含 有 n- 维 与 n+ 维 光滑 子 流 形 
Wioc(zo) 和 Wisc(z0). 
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sih, Welo (Wë 人 (zo)) Æ zo WH TST"), HP TT") 是 4 BA |p! < 
(jul > 1) 的 所 有 乘 子 并 的 广义 特征 空间 ， 口 

定理 的 证 明 完全 类 似 于 连续 -时 间 情 形 , 只 要 用 f 代替 yp!. 从 大 范围 讲 , 不 变 
集 Ws AW" 又 分 别 是 n_ An, 维 浸入 流 形 , 且 与 映射 f 具有 相同 的 光滑 性 . 这 
两 个 流 形 不 能 自身 相交 , 但 它们 的 大 范围 拓扑 以 后 将 看 到 可 以 是 非常 复杂 . 

双 曲 不 动 点 的 拓扑 分 类 可 由 类 似 于 连续 -时 间 系 统 平衡 点 的 定理 2.2 的 下 面 的 
定理 2.4 得 知 . 

定理 2.4 系统 (2.11) 在 双 曲 不 动 点 ro 和 yo 附近 的 相 图 局 部 拓扑 等 价 ， 当 
且 仅 当 这 两 个 不 动 点 具有 相同 n- 个 |u| < 1 的 乘 子 和 相同 n+ 个 |u| > 1 HRF, 
且 所 有 lu| <1 RF Fe ju > 1 乘 子 的 积 的 符号 对 于 这 两 个 不 动 点 也 是 相同 的 O 

如 同 连 续 情 形 , 定理 的 证 明基 于 这 样 的 事实 : 系统 在 双 曲 不 动 点 附近 局 部 等 价 
于 其 线性 化 系统 : x Ar(Grobman-Hartman 定理 的 离散 -时 间 情 形 ). 关于 乘积 的 
额外 条 件 是 基于 这 样 的 事实 : 动力 系统 在 不 动 点 附近 既 可 以 在 稳定 流 形 上 定义 定 
向 映射 , 也 可 以 在 不 稳定 流 形 上 定义 反 向 映射 . 若 det > 0, 则 R 上 微分 同 胚 保 
持 方向 , 这 里 RE Jacobi RE. RZ, 则 变 向 . 两 个 拓扑 等 价 映射 必须 具有 相 
同 的 定向 性 质 , 定理 2.4 中 的 积 正 好 是 映射 (2.11) 在 它 的 稳定 和 不 稳定 局 部 不 变 
流 形 上 限制 的 Jacobi 矩阵 的 行列 式 . 显然 , 只 需 对 实 的 乘 子 计算 这 些 符 号 , 因为 一 
对 共 斩 复 乘 子 的 积 永远 是 正 的 . 

考虑 两 个 不 动 点 的 例子 . 

B) 2.4(R! 中 的 稳定 不 动 点 ) ”假设 zo = 0 是 一 维 离散 -时 间 系 统 (n= 1) 的 
不 动 点 . 设 n_ = 1, 这 意味 着 唯一 乘 子 u 满足 |p| < 1. 在 这 种 情形 , 按照 定理 2.3, 
所 有 从 zo = 0 某 个 邻 域 出 发 的 轨道 都 收敛 于 ro 依 乘 子 的 符号 , 有 如 图 2.6 所 示 
的 两 种 可 能 性 . 如 果 0 < p< 1, 和 迭代 单调 收敛 于 zo( 图 2.6(a)). 车 -1<p<0, 则 
收敛 性 是 非 单调 , 相 点 围绕 zo “跳跃 ”地 收敛 于 zo( 图 2.6(b)). 第 一 种 情形 映射 在 
R! 中 保持 方向 , 第 二 种 情形 则 是 变 向 的 ， 显然 , 不 能 用 连续 映射 把 “跳跃 轨道 变 
换 成 单调 轨道 . 图 2.7 用 阶梯 图 说 明 两 类 不 动 点 附近 的 轨道 . > 

例 2.5(R? 中 的 鞍点 不 动 点 ) ”假设 zo = 0 是 二 维 离散 -时 间 系 统 (n = 2) 的 
不 动 点 . 假设 n= n+ = 1, 一 个 ( 实 ) RF py 在 单位 圆 外 (|u| > 1), 另 一 个 ( 实 ) 
FEF p 在 单位 圆 内 (u2 < 1). 在 这 种 情形 , 有 两 个 不 变 流 形 通 过 不 动 点 , 即 由 在 f 
迭代 下 收敛 于 zo 的 轨道 组 成 的 一 维 流 形 Ws(zo) 和 一 个 由 在 广 ! 迭代 下 趋 于 ro 
的 轨道 所 组 成 的 一 维 流 形 W*(zo). 回忆 离散 -时 间 系 统 的 轨道 是 点 列 . 通过 平衡 点 
附近 不 属于 上 述 流 形 的 轨道 在 “时 间 ” 的 两 个 方向 最 终 离开 它 的 邻 域 . 

图 2.8 展示 R? 中 两 类 鞍点 . 在 正 乘 子 情形 (a)0 < po <1<p, 从 Ws(zo) 上 
的 点 出 发 的 轨道 单调 收敛 于 oy. 因此 , 稳定 流 形 Ws(zo) 是 由 两 条 以 ro 为 分 界 点 
的 不 变 分 枝 Woro) 所 组 成 . 对 不 稳定 流 形 W*(xo), 以 了 BEARER f 就 可 作 同 样 
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(b) 


2.6 一 维系 统 的 稳定 不 动 点 : (a) 0 <p <1; (b) -l<p<0 


(a) (b) 
图 2.7 稳定 不 动 点 的 阶梯 图 


说 明 . 此 映射 在 这 两 个 流 形 上 的 限制 保持 方向 . 
如 果 乘 子 是 负 的 (情形 (b)), ja < -1 < po < 0, 这 两 个 流 形 上 的 轨道 在 以 To 
为 分 界 点 的 两 个 分 枝 Wy Z BEER”. 映射 在 两 流 形 上 保持 反方 向 . 分 枝 Wi 
关于 此 映射 的 第 二 次 迭代 f? 是 不 变 的 . 0 
注 (1) 二 维 鞍点 的 稳定 流 形 和 不 稳定 流 形 Ws.*(zo) 是 不 变 曲 线 的 例子 .车 
z 属于 此 曲线 , 则 任何 迭代 fF (a) 也 属于 此 曲线 . 不 变 曲线 不 是 轨道 . 事实 上 , 它 是 
由 无 穷 多 个 轨道 所 组 成 . 图 2.9 表示 不 变 曲线 和 壕 点 不 动 点 附近 具 正 乘 子 的 轨道 . 


. 46 . 应 用 分 支 理论 基础 


(b) 


图 2.9 不 变 曲线 和 鞍点 不 动 点 附近 的 一 条 轨道 


(2) 双 曲 不 动 点 的 稳定 和 不 稳定 流 形 W(t) 的 大 范围 性 态 可 以 是 非常 复杂 . 
所 以 定理 2.3 中 “含有 ”一 词 是 绝对 必要 的 . 

例如 , 回 到 平面 情形 , 假定 zo 是 具 正 乘 子 的 鞍点 . 首先 , 与 连续 -时 间 系 统 平衡 
点 的 稳定 集 和 不 稳定 集 不 同 , 一 般 离散 -时 间 系 统 的 流 形 Ws(z0) 与 W*(z0) 可 相 
交 于 一 非 零 角 ( 横 截 相交 ){( 见 图 2.10(a)). 
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更 进一步 , 如 果 出 现 横 截 相交 , 意味 着 有 无 穷 多 个 这 样 的 交点 .事实 上 , 假设 
2 是 一 个 交点 . 由 定义 , 它 同 属于 两 个 不 变 流 形 . 因此 , 由 这 个 点 出 发 经 了 或 广 : 
的 重复 迭代 都 要 收敛 于 鞍点 zo : f*(2°) 一 zo 当 上 大 一 +o. 这 个 轨道 上 的 每 一 点 都 
是 Ws(zo) 和 Wr(zo) 的 交点 . 这 无 穷 多 个 交点 使 得 两 个 流 形 在 zo 附近 呈 复 杂 状 
态 的 “振动 ”, 如 图 2.10(b) 所 示 . 所 得 之 “网 ” 称 为 Poincaré 同 宿 结构 . 从 点 zo 出 
发 的 轨道 称 为 zo 的 同 宿 轨 道 . 同 宿 结构 的 存在 使 得 Wo (co) 与 鞍点 zo 的 任 一 邻 
域 的 交 变 得 高 度 不 平凡 . 


图 2.10 Poincaré 同 宿 结 构 


同 宿 结 构 存在 性 的 这 个 动力 学 结论 也 是 很 生动 的 : 它 导致 在 同 宿 轨道 附近 出 
现 无 穷 多 个 具 任 意 长 周期 的 周期 点 . 这 可 由 存在 Smale 马蹄 得 知 ( 见 第 1 章 ). 图 
2.11 说 明 马 蹄 是 如 何 形成 的 . 在 稳定 流 形 Ws(zo) 附近 , 取 一 (曲线 ) 矩形 S, 并 考 
BEAR 大 5. 如 果 出 现 同 宿 结构 , 对 充分 高 的 迭代 次 数 N, fNS 看 上 去 像 图 中 
被 弯曲 并 伸张 了 的 带子 Q. 5 5 Q 的 交 构 成 了 几 个 马蹄 , 其 中 每 一 个 都 有 无 穷 多 
个 具 任意 长 周期 的 环 . > 


Q=f\S) 


VN 
ONY, 


ld Pd FE 


2.11 Smale BEFA Poincaré 同 宿 结 构 


2.2.3 ” 双 曲 极限 环 


利用 上 一 节 的 结果 和 Poincaré 映射 的 结构 ( 见 第 1 章 ), 就 可 以 定义 连续 -时 间 
系统 的 双 曲 极限 环 以 及 描述 这 种 环 附近 相 轨 道 的 拓扑 . 考虑 连续 -时 间 动 力 系统 


i= f(z) reR", (2.12) 


.48. 应 用 分 支 理 论 基础 


f 光滑 . 假设 (2.12) 存在 孤立 的 周期 轨道 (极限 环 )Zo. 如 第 1 章 , B E EAR n-i 
维 (codim X = 1) 局 部 截面 , 其 坐标 为 = (&1,… En)". 系统 (2.12) 沿 着 它 的 
轨道 局 部 定义 了 一 个 从 S 到 的 光滑 可 道 映 射 P(Poincaré 映射 ). Lo 和 LY 的 交 
点 fo 是 上 映射 P 的 不 动 点 , Plo) = £o. 

一 般 地 , 不 动 点 Eo 是 双 曲 的 , 故 分 别 存在 n- 维和 ”+ 维 不 变 流 形 


Ws(é0) = {E€ D : P(E) > £o, k > +00} 


和 
W"(o) = {E € £ : PTEE) — £o, k — +00}, 
其 中 nz Æ P E £o 的 Jacobi 矩阵 位 于 单位 圆 内 和 圆 外 的 特征 值 个 数 . 回忆 n- + 
n+ =n—1, 特征 值 称 为 环 的 乘 子 . 不 变 流 形 Wo (ho) BD 与 环 的 稳定 和 不 稳定 
流 形 
W*(Lo) = {x : ytz — Lo, t > +00}. 
W*(Lo) = {x : ptz — Lo,t > —oo} 
的 交 , 其 中 yt 是 (2.12) 对 应 的 流 . 
现在 用 离散 -时 间 动 力 系统 不 动 点 的 拓扑 分 类 的 结果 对 极限 环 进行 分 类 . 一 个 
极限 环 称 为 是 双 曲 的 , 如 果 So 是 Poincaré 映射 的 双 曲 不 动 点 . 类 似 地 , 一 个 双 曲 环 
称 为 是 鞍点 环 , 如 果 它 有 乘 子 在 单位 圆 内 ,另外 有 乘 子 在 单位 圆 外 ( 即 nny #0). 
回忆 乘 子 的 乘积 总 是 正 的 ( 见 第 1 章 ), 因此 Poincaré 映射 在 S 内 保持 方向 . 这 表 
明 在 复 平 面 内 对 乘 子 的 位 置 要 加 于 某 些 限制 , 
例 2.6( 平 面 系统 的 双 曲 环 ) ”考虑 光滑 平面 系统 


| tı = fı(z1, 12), 


T2 = fo(x1, 22), 
BW x = (x1, 22)" € R*, xo(t) 是 系统 对 应 于 极限 环 Lo 的 解 , 是 这 个 解 的 (最 小 ) 
周期 . 这 环 只 有 一 个 乘 子 m, 它 是 正 的 且 由 
To 
H1 = exp {/ wea >0 


给 出 , 这 里 div 是 向 量 场 的 散 度 : 


(div N) = O 4 SR) 


HO0<m <1, 就 有 一 个 稳定 的 双 曲 环 , 它 附近 的 所 有 轨道 指数 式 地 收敛 于 它 , 当 
Ki > 1 时 , 有 一 个 不 稳定 双 曲 环 , 它 邻 域内 的 轨道 都 指数 式 地 散 开 . 0 
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例 2.7( 三 维系 统 中 的 鞍点 环 ) Bi 2.5 提供 R3 中 存在 的 两 类 鞍点 环 {图 2.12). 
如 果 Poincaré 映射 的 乘 子 满足 


O<po<1 <n, 


则 环 的 两 个 不 变 流 形 Ws (Lo) FW" (Lo) 都 是 单 带 ( 见 图 2.12(a)). 


(a) (b) 


图 2.12 三 维系 统 中 的 鞍点 环 : (a) ERT: (b) ARTF 
当 乘 子 满足 


<—1 < peo <0 


IY, 流 形 W*(Lo) 和 W*(Lo) 是 捏 转 带 ( 称 为 Mobius 带 )( 见 图 2.12(b)). R3 中 其 他 
类 型 的 鞍点 环 是 不 可 能 有 的 ， 因为 任何 一 个 Poincaré 映射 的 乘 子 之 积 是 正 的 . 因此 
流 形 Ws (Lo) 和 WY (Lo) 必须 是 单 的 或 者 扭转 的 . 

最 后 , 注意 Ws(Lo) MW" (Lo) 可 以 沿 着 同 宿 于 环 Lo 的 轨道 相 交 . 这 给 出 在 
截面 区 上 的 Poincaré 同 宿 结 构 和 Smale 马蹄 . © 


2.3 ”分 支 与 分 支 图 
现在 考虑 依赖 于 参数 的 动力 系统 . 在 连续 -时 间 情 形 把 它 写 为 
t= f(z,a), (2.13) 


离散 -时 间 情 形 则 写 为 
re f(z,a), (2.14) 
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XE r eR" 和 a cR” 分 别 表示 相 变量 和 参数 .考虑 系统 的 相 图 四， 当 参 数 变 化 
时 相 图 也 发 生变 化 . 存在 两 种 可 能 性 : 或 者 系统 保持 与 原 系统 等 价 , 或 者 它 的 拓扑 
发 生 改变 . 

定义 2.11 在 参数 变化 时 相 图 不 拓扑 等 价 的 现象 称 为 分 支 . 

因此 , 分 支 是 当 参 数 通 过 分 支 值 (临界 值 ) 时 系统 的 拓扑 类 型 发 生 改 变 . 实际 
上 , 本 书 的 中 心 问题 就 是 对 不 同 分 支 进行 分 类 和 分 析 . 

例 2.8(Antronov-Hopf 分 支 ) 考虑 下 面 的 依赖 于 一 个 参数 的 平面 系统 


ii = ary — £2 — xı (xf 十 x), 
| t2 = T1 十 QZ2 一 x2 (x? ae 13). (2.15) 
在 极 坐标 (p,9) 下 取 形 式 
p pla = pP), 
{ 0 =], (2.16) 


它 可 明显 积分 ( 见 练习 6). 由 于 (2.16) 中 关于 p 和 6 的 方程 互相 独立 , 可 容易 地 在 
原点 的 固定 邻 域 内 画 出 相 图 . 显然 , 系统 只 有 一 个 平衡 点 ( 见 图 2.13). 对 a <0, F 
衡 点 是 稳定 焦点 , 因为 这 时 p < 0, 从 任何 初始 点 出 发 的 轨道 均 有 p(t) 一 0. 另 一 方 
E. 如 果 a > 0, 则 对 小 的 p > 0 有 p> 0( 平 衡 点 变 成 不 稳定 焦点 ), 而 对 充分 大 的 p 
有 p<0. 从 (2.16) RABE, 系统 对 任何 a > 0 有 半径 为 po = VG 的 周期 轨道 (在 
p= po Ý p= 0), 此 外 , 此 周期 轨道 是 稳定 的 , 因为 在 环 的 内 部 有 p > 0, 在 环 的 外 
部 有 p <0. 


acd all ast 


图 2.13 Hopf 分 支 


因此 , a = 0 是 一 个 分 支 值 . 事实 上 , 具 极 限 环 的 相 图 不 可 能 一 对 一 地 变换 成 只 
有 平衡 点 的 相 图 ， 极限 环 的 存在 性 是 拓扑 不 变 的 . 当 a 增加 并 穿 过 零 时 系统 (2.15) 


D 如 果 有 必要 , 可 以 考虑 参数 区 域 Ua CR" 内 的 相 图 
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有 分 支 , PA Antronov-Hopf 分 支 , 它 导致 从 平衡 点 出 现 小 振幅 的 周期 振动 . 我 们 将 
以 此 分 支 作 为 例子 , 在 本 章 后 面 以 及 在 第 3 章 和 第 5 章 中 再 详细 分 析 它 . 0 
应 该 看 清楚 , Antronov-Hopf 分 支 是 在 平衡 点 固定 的 任 一 小 邻 域 内 发 现 的 . 这 
种 分 支 称 为 局 部 分 支 . 也 可 在 不 动 点 的 任 一 小 邻 域内 定义 离散 -时 间 系 统 的 局 部 分 
支 . 我 们 将 经 常 谈 及 局 部 分 支 如 平衡 点 分 支 或 不 动 点 分 支 , 尽管 我 们 分 析 的 不 是 这 
些 点 而 是 平衡 点 附近 的 整个 相 图 . 与 Poincaré 映射 相应 的 局 部 分 支 对 应 的 极限 环 
分 支 称 为 环 的 局 部 分 支 . 
也 存在 这 样 的 分 支 , 它们 不 能 从 观察 平衡 点 (不 动 点 ) 或 环 的 小 邻 域 就 能 够 发 
现 . 这 样 的 分 支 称 为 大 范围 分 支 . 
例 2.9( 异 宿 分 支 ) ”下 面 考虑 依赖 于 一 个 参数 的 平面 系统 
| XZ1=1— r? — QTI T2, (2.17) 


t2 = 2122 + Q(1 — r?). 


对 所 有 a 值 这 个 系统 有 两 个 鞍点 ( 见 图 2.14) 


Sh 


an 0 o=t 


awed 
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T) = (—1,0), Z(2) = (1,0), 


在 a = 0, 水 平 轴 是 不 变 的 , 因此 , 两 个 鞍点 由 一 条 当 t 一 +00 时 趋 于 一 个 鞍点 , 而 
当 t 一 -00 时 趋 于 另 一 个 鞍点 的 轨道 所 连接 . 这 样 的 轨道 称 为 异 宿 的 . 类 似 地 , 一 
条 当 +t 一 +oo 和 + 一 -co 时 渐 近 于 同一 平衡 点 的 轨道 称 为 同 宿 的 . 当 a AO 时 , zi 
轴 不 再 是 不 变 , 连接 消失 . 这 显然 是 大 范围 分 支 . 要 发 现 这 种 分 支 , 必须 取 定 一 个 枚 
盖 两 个 鞍点 的 区 域 V. 第 6 章 将 研究 异 宿 分 支 和 同 宿 分 支 . > 

存在 大 范围 分 支 中 包含 有 某 些 局 部 分 支 . ATER BD SR BET ARB 
的 性 态 提 供 部 分 信息 . 下 面 的 例子 说 明 这 种 可 能 性 . 

例 2.10( 鞍 - 结 点 同 宿 分 支 ) ”分 析 下 面 的 平面 系统 


| tı = zı(1 — x? — r2) — z2(1 +a + T1), (2.18) 


t2 = z1 (1 +a + 21) + z2(1 — z? — 12), 
这 里 a 是 参数 . 在 极 坐 标 (p,9) F, 系统 写 为 形式 
ee (2.19) 


J=1+at+pcosd. 


围绕 单位 圆 {(p,9) : p = 1} 取 定 一 个 细 环 域 U. 在 a = 0, ABE (2.19) 在 环 域内 存 
在 一 个 非 双 曲 平衡 点 ( 见 图 2.15) 


zo = (po, 8o) = (1,2). 


J 


rr<U tt 一 小 a> 


图 2.15 45 AR a APS 


它 有 特征 值 Ai = 0,A2 = -2( 验 证 ). 对 小 正 值 a, 平衡 点 消失 , 对 小 负 值 a, EAR 
为 一 个 鞍点 和 一 个 结 点 (这 种 分 支 称 为 鞍 - 结 点 分 支 或 折 分 支 , 见 第 3 章 ). 这 是 一 
个 局 部 性 结果 . 但 是 , 对 a > 0, 系统 出 现 稳定 极限 环 , 它 与 单位 圆 重 合 . 这 个 环 永 
远 是 系统 的 不 变 集 , 但 对 a < 0, 它 包 含 平衡 点 . 如 果 仅 仅 观察 非 双 曲 平衡 点 附近 
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小 邻 域 , 我 们 就 会 失去 对 这 个 环 的 大 范围 发 现 . 注意 在 a = 0, 刚好 存在 一 条 同 宿 
于 非 双 曲 平衡 点 zo 的 轨道 . 第 7 章 将 讨论 这 类 分 支 . 

现在 回 到 对 依赖 于 参数 的 系统 (2.13)( 或 (2.14)) 的 分 支 的 一 般 讨 论 . 取 某 个 参 
数值 a = ao, 考虑 包含 ao 在 内 的 点 的 最 大 连接 参数 集 ( 称 为 层 (stratum)), 此 集 
合 由 这 样 的 点 所 组 成 , 对 这 些 点 , 系统 的 相 图 拓扑 等 价 于 系统 在 ao WHA. 在 参 
数 空间 R” 中 取 所 有 这 样 的 层 , 就 得 到 系统 的 参数 图 . 例如 , 具 Andronov-Hopf 分 
支 的 系统 (2.15) 的 参数 图 有 两 层 : {a < 0} 和 {a > 0}. 系统 (2.17) 有 三 层 : {a < 
0}, {a = 0} 以 及 {a > 0}. 但 是 , 注意 (2.17) 对 a < 0 的 相 图 拓扑 等 价 于 a > 0 的 
相 图 . 

参数 图 连同 它 刻画 的 相 图 一 起 构成 分 支 图 . 

定义 2.12 动力 系统 的 分 支 图 是 由 拓扑 等 价 性 所 诱导 的 参数 空间 的 层次 连同 
每 一 层 代 表 的 相 图 . 

求 得 作为 已 给 动力 系统 定性 分 析 结 果 的 分 支 图 是 我 们 所 期 望 的 . 用 非常 简洁 
的 方法 将 系统 在 参数 变化 时 的 性 态 的 所 有 可 能 形式 和 它们 (分 支 ) 之 间 的 传递 进行 
SYED 注意 , 一 般 分 支 图 依赖 于 所 考虑 相 空 间 的 区 域 . 

注 “” 如 果 一 个 动力 系统 的 相 空间 的 维 数 是 一 维 或 二 维 , 且 仅 依赖 于 一 个 参数 ， 
则 它 的 分 支 图 可 以 在 相 空 间 和 参数 空间 的 直 积 空间 R12 xR, 连同 由 一 维 或 二 维 薄 
片 (slice)a = 常数 代表 的 相 图 所 表示 . 

例如 , 考虑 数量 系统 


t=ar-— zr’, 7ERLaE 了 1. 


这 个 系统 对 所 有 的 a 都 有 平衡 点 ro = 0, 这 个 平衡 点 当 a < 0 时 稳定 , a > 0 时 不 稳 
定 (a 是 这 平衡 点 的 特征 值 ). 对 a > 0, 存在 两 条 额外 的 平衡 点 曲线 , 它们 从 原点 分 
枝 (BN 212 = 土 Va), 都 是 稳定 的 . 这 种 分 支 通 常 称 为 又 分 支 (pitchfork bifurcation). 
如 果 在 (zx, a) 空间 内 看 这 个 系统 的 分 支 图 , 这 个 概念 就 立刻 变 得 很 清楚 ( 见 图 2.16). 
系统 所 示 的 又 分 支 在 变换 r= -r 下 是 不 变 的 . 第 7 章 将 研究 这 种 对 称 系统 的 
分 支 . 0 

参数 图 最 简单 的 情形 是 由 Rm 中 有 限 个 区 域 所 组 成 .在 每 个 区 域内 部 相 图 是 
拓扑 等 价 的 . 这 些 区 域 由 分 支边 界 所 分 开 , 它们 是 R” 中 光滑 子 流 形 〈 即 曲线 、 曲 
面 ). 这 些 边界 可 以 相交 或 相 重 . 这 些 交集 又 把 边界 划分 为 子 区 域 , 等 等 . 分 支边 界 
是 由 指定 的 相对 象 (平衡 点 、 环 等 ) 以 及 确定 分 支 类 型 (Hopf, fold 等 ) 的 某 些 分 支 
条 件 定义 . 例如 , 平衡 点 的 Andronov-Hopf 分 支 是 由 一 个 分 支 条 件 , 即 由 在 这 个 平 


D 回忆 由 拓扑 等 价 性 ,与 时 间 有 关 的 系统 性 态 的 某 些 信息 将 会 失去 . 
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衡 点 的 Jacobi 矩阵 的 一 对 纯 虚 特征 值 所 表述 (参看 例 2.7): 
ReAi,2 = 0. 


当 边 界 相交 时 , 分 支 就 会 出 现 . 


图 2.16 Xit 


定义 2.13 AH (2.13) 或 (2.14) 分 支 的 余 维 是 参数 空间 的 维 数 与 对 应 分 支 
边界 的 维 数 之 差 . 

等 价 地 , RE ( 简 记 为 codim) 是 确定 分 支 的 独立 条 件 的 个 数 ， 这 是 余 维 最 实 
际 的 定义 . 很 清楚 , 某 些 分 支 的 余 维 在 所 有 依赖 于 足够 数量 参数 的 一 般 系 统 中 是 一 
样 的 . 

注 ”即使 一 个 简单 的 连续 -时 间 系 统 在 平面 有 界 区 域内 的 分 支 图 也 可 能 是 由 
无 穷 多 个 层 所 组 成 . 对 高 维 (n > 3) 连续 -时 间 系 统 , 这 种 情况 变 得 更 为 复杂 . 在 这 
样 的 系统 中 , 分 支 值 可 稠密 于 某 个 参数 区 域 . 参数 图 可 具 Cantor( 分 形 ) 结构 , 这 种 
结构 具有 某 种 越 来 越 小 直至 无 穷 小 的 重复 图 案 . 显然 , 研究 这 种 分 支 图 的 完整 工作 
实际 上 是 不 可 能 的 , 尽管 如 此 , 即使 对 系统 性 态 提供 重要 信息 的 部 分 分 支 图 知识 也 
是 要 研究 的 . > 


2.4 分 支 的 拓扑 规范 形 


幸运 的 是 , 分 支 图 并 非 整 个 “混沌 ”一 片 . 一 般 系 统 的 分 支 图 的 不 同 层 与 下 面 
某 些 规 则 彼此 互相 影响 , 这 使 得 出 现在 许多 应 用 中 的 系统 分 支 图 看 上 去 相似 . 为 研 
究 这 个 课题 , 需要 确定 两 个 系统 何 时 “定性 相似 ”或 者 分 支 图 等 价 . 考虑 两 个 (为 确 
定 起 见 就 考虑 连续 -时 间 系 统 ) 动力 系统 


t= f(z,a), cE R,a€ R™ (2.20) 
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和 
y= 9(y,8), yeR",GER™. (2.21) 


上 述 右 端 都 光滑 且 有 相同 个 数 的 变量 和 参数 . 定义 2.14 与 定义 2.1 相 平行 , 由 于 它 
依赖 于 参数 , 需要 作 必 要 的 修改 . 

定义 2.14 HARK (2.20) 称 为 拓扑 等 价 于 动力 系统 (2.21), WR 

(i) FABRE lf] 4 EE p : R™ > R™, p = pla); 

(ii) 存在 依赖 于 参数 的 相 空 间 的 同 胚 ha : R” > R”, y = jha(z), CHAR (2.20) 
在 参数 值 a 的 轨道 映 上 为 系统 (2.21) APRA B= pla) 的 轨道 , 并 保持 时 间 方 向 . 

BR, AE p 将 系统 (2.20) 的 参数 图 映 为 系统 (2.21) 的 参数 图 , AE ha 映 对 
应 的 相 图 . 由 定义 , 拓扑 等 价 的 依赖 于 参数 的 系统 有 (拓扑 ) 等 价 的 分 支 图 . 

注 ”注意 , 我 们 并 不 要 求 同 胚 ha 连续 依赖 于 a, 那样 将 导致 映射 (z,a) 一 
(ha(z),p(z)) 是 直 积 空间 R” x R” WAM. 鉴于 此 , 某 些 作者 称 上 面 定 义 的 拓扑 等 
价 为 弱 (或 纤维 ) 拓扑 等 价 . 

如 在 常数 参数 情形 , 如 果 对 比较 系统 的 局 部 性 态 有 兴趣 , 例如 , 在 状态 空间 原 
点 的 小 邻 域 , 对 小 的 参数 值 讨 论 等 价 系统 , 可 对 定义 2.14 作 些 修改 . 

定义 2.15 ”两 个 系统 (2.20) 和 (2.21) 称 为 在 原点 附近 局 部 拓扑 等 价 ， 如果 
存在 在 直 积 空间 R” x R™ 的 (x,a) = (0,0) 的 小 领域 内 定义 的 一 个 映射 (za) = 
(pa(z),P(a)) 使 得 

(i) p: R” > R” 是 定义 在 a = 0, p(0) = 0 的 小 邻 域 内 的 同 及; 

(ii) ha : R” 一 R” 是 定义 在 工 二 0,ho(0) = 0 的 小 邻 域 Ua AMBRE, 它 把 Ua 
内 系统 (2.20) 的 轨道 映 上 为 halUa) 内 (2.21) 的 轨道 , 并 保持 时 间 方 向 . 

这 个 定义 意味 着 可 以 引入 原点 的 两 个 小 邻 域 rw 和 Va, 当 a,8 在 对 应 参数 空 
间 的 原点 某 个 固定 小 邻 域 内 变化 时 , 它们 的 直径 有 界 , 关于 a, 8 一 致 地 异 于 零 . 于 
是 , 同 胚 ha 把 Ua 中 (2.20) 的 轨道 映 上 为 (2.21) 在 Vira) 中 的 轨道 , 并 保持 时 间 
方向 . 

现在 考虑 一 般 系 统 所 有 可 能 分 支 图 的 分 类 问题 , 至 少 局 部 地 ( 即 参数 空间 分 支 
边界 以 及 相 空间 内 对 应 的 临界 轨道 附近 ) 直到 并 包括 某 余 维 分 支 图 的 分 类 问题 . 这 
些 局 部 图 可 以 作为 “建筑 砖 块 ” 去 构造 任何 一 个 系统 的 “大 范围 ”分 支 图 . 这 个 问 
题 对 二 维 连续 -时 间 系 统 直到 并 包括 余 维 3 的 平衡 点 分 支 已 经 解决 ， 对 高 维 的 连 
续 - 时 间 和 离散 -时 间 系 统 平 衡 点 和 不 动 点 直到 并 包括 余 维 2 分 支 在 某 些 情况 下 也 
已 解决 , 虽然 有 关 结 果 还 不 够 完整 ( 见 第 3, 4, 8, 9 章 ). 高 维 的 局 部 分 支 和 某 些 余 维 
1 和 余 维 2 分 支 的 大 范围 分 支 也 有 杰出 的 结果 . 

上 面 所 述 的 分 类 问题 可 以 由 下 面 的 明显 但 重要 的 观察 而 得 到 简化 ， 自 由 参数 
的 最 小 个 数 要求 与 依赖 于 参数 的 系统 中 的 余 维 k 分支 的 大 刚好 相等 . 事实 上 , 为 满 
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足 单个 分 支 条 件 , 一 般 需要 “调整 ”系统 的 (单个 ) 参数 . 如 果 要 满足 两 个 条 件 , 两 
个 参数 就 必须 变化 , 等 等 . 换 句 话说 , 必须 控制 个 参数 以 到 达 一 般 系统 参数 图 中 
RHE k 分 支 的 边界 . 另 一 方面 , 在 一 般 k 参数 系统 中 研究 余 维 分支 已 足够 ,于 
是 , 分 支边 界 附 近 的 一 般 m 参数 (m > k) 图 可 由 上 大 参数 图 按 补 方向 “ 移 位 ”来 得 
到 . 例如 , Antronov-Hopf 分 支 是 余 维 1( 局 部 ) 分 支 . 因此 , 它 出 现在 依赖 于 一 个 参 
数 的 系统 中 的 一 个 孤立 参数 值 . 在 二 参数 系统 中 , 一 般 出 现在 指定 的 曲线 (一 维 流 
Æ) 上 . 如 果 以 非 零 角度 穿 过 ( 横 截 相交 ) 此 曲线 , 得 到 的 单 参数 分 支 图 (那里 的 参 
数 , 例如 是 沿 着 横 截 曲线 的 弧 长 ) 将 与 原来 的 单 参数 分 支 图 拓扑 等 价 ， 如果 穿 过 对 
应 依赖 于 三 个 参数 的 系统 的 Hopf 分 支 的 二 维 曲面 情况 同样 成 立 . 

对 平衡 点 和 不 动 点 的 局 部 分 支 , 通 有 的 分 支 图 由 拓扑 规范 形 呈 提供 . 这 是 分 支 
理论 中 的 中 心 概念 之 一 . 在 连续 -时 间 系 统 中 讨论 这 一 问题 , 虽然 它 也 用 在 离散 -时 
间 系 统 . 有 时 候 可 以 构造 一 个 简单 的 (&; 的 多 项 式 ) 系统 


E= g(£, 8:0), EER" BER o ER, (2.22) 


CE 8 = 0 有 平衡 点 E= 0, 满足 k 个 分 支 条 件 , 这 些 条 件 决定 这 个 平衡 点 的 余 维 
KAM. 这 里 o 是 (2.22) 中 多 项 式 系 数 0,,i = 1,2,---,1 的 向 量 . 在 所 有 情形 , 将 
考虑 在 系数 空间 内 对 应 于 (2.22) 拓扑 不 等 价 的 分 支 图 的 有 限 个 区 域 . 在 最 简单 的 
情形 , ci 仅 取 有 限 个 整数 值 . 例如 , 所 有 的 系数 ci = 1, 除了 一 个 op = +1. 更 复杂 
的 情形 , c 的 有 些 分 量 可 取 实 数值 ( 模 ). 

与 (2.22) 在 一 起 , 考虑 系统 


i= f(x,a), xcER",aeR*, (2.23) 


EE a = 0 有 平衡 点 x= 0. 

定义 2.16( 拓 扑 规范 形 ) ”系统 (2.22) 称 为 分 支 的 拓扑 规范 形 , 如 果 任何 一 个 
有 平衡 点 Z 一 0, 在 aw=0 满 足 相同 分 支 条 件 的 一 般 系 统 (2.23), 局 部 拓扑 等 价 于 在 
原点 附近 对 系数 oi 某 些 值 的 系统 (2.22). 

当然 , 我 们 必须 解释 一 般 系统 是 什么 意思 . 在 所 有 情形 , 考虑 的 “一 般 " 是 指 系 
统 满足 有 限 个 一 般 性 条 件 . 这 些 条 件 将 是 不 等 式 的 形式 


Nilf] 4 0, i= 1,2,---,s, 


这 里 每 个 Ni 是 f(z,Q) RF z 和 ea 在 (x,a) = (0,0) 的 某 些 偏 导数 的 一 些 ( 代 
数 ) 函数 . 因此 .“ 典 型 ”地 依赖 于 参数 的 系统 满足 这 些 条 件 . 事实 上 , o 的 值 于 是 由 
Ni,i 二 1,2,.… ,s 的 值 确定 . 

D 也 可 能 构造 一 类 某 些 大 范围 分 支 包 括 同 宿 轨道 分 支 的 规范 形 . 
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区 别 这 些 由 在 临界 参数 值 a = 0 的 系统 所 确定 的 一 般 性 条 件 是 有 用 的 . 这 些 
条 件 可 以 借助 于 f(x,0) 关于 z 在 x =0 的 偏 导数 来 表达 , 这 些 条 件 称 为 非 退 化 条 
件 . 所 有 其 他 条 件 , 其 中 含有 f(x,a) 关于 a 的 偏 导数 , 都 称 为 横 截 性 条 件 . 这 两 类 
条 件 的 作用 是 不 同 的 . 非 退化 性 条 件 保证 临界 平衡 点 (奇异 性 ) 不 是 太 退 化 ( 即 满 
足 所 给 分 支 条 件 的 一 类 典型 平衡 点 ), 横 截 性 条 件 保 证 参数 按 一 般 方 法 “ 开 折 ” 奇 
异性 . 

如 果 拓 扑 规 范 形 已 经 构造 好 , 它 的 分 支 图 显然 具有 通 有 意义 , 因为 它 内 在 地 显 
示 具 有 有 关 分 支 的 一 般 系统 的 部 分 分 支 图 . 例 2.8 中 的 系统 (2.15) 是 已 经 说 明 的 
对 应 于 o = -1 时 Antronov-Hopf 分 支 的 二 维 拓扑 规范 形 : 


| Ei = By — £2 + o£ (E2 + &), 
fo = + Blo + 06; (E? + &). 


所 指 一 般 系 统 对 这 个 分 支 的 条 件 是 


(H.1) en #0 
da a 

和 

(H.2) lı (0) £0. 


第 一 个 条 件 ( 横 截 性 ) ERAS — SRT AMAL Ala) 以 非 零 的 速度 穿 过 虚 轴 . 由 
第 二 个 条 件 ( 非 退 化 性 ) 得 知 系统 右 端的 Taylor 系数 (直到 并 包含 三 阶 系数 ) 的 某 
些 组 合 不 为 零 . 第 3 章 将 推导 11(0) 的 明显 公式 . 那里 也 证 明 上 面 的 系统 实际 上 是 
Hopf 分 支 的 拓扑 规范 形 , 也 证 明 o = sign l (0). 

注 ”与 分 支 密 切 相关 的 概念 是 分 支 的 通 有 性 形变 (或 通 有 开 折 )， 首 先 要 定义 
诱导 系统 . 

定义 2.17( 诱 导 系 统 ) ”系统 


y= g9(y,8), yeER",BER™ 


AKA 
t= f(z,a), ZE 了 Ra Ee R™ 


的 诱导 系统 , 如 果 gly, 8) = /yp(9)), RB p: R” SR” 是 连续 映射 . 

TER, 映射 p 不 必 是 同 胚 , 故 它 可 以 不 可 逆 . 

定义 2.18( 通 有 性 形变 ) ”系统 (2.22) 是 对 应 局 部 分 支 的 通 有 性 形变 , 如 果 任 
何 一 个 在 Qa = 0 满足 相同 分 支 条 件 和 非 退化 条 件 , 在 z = 0 有 平衡 点 的 系统 (2.23)， 
在 原点 附近 对 某 些 系数 值 0; 局 部 拓扑 等 价 于 由 (2.22) 诱导 的 系统 . 
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在 许多 情形 可 以 证 明 , 导出 的 拓扑 规范 形 事实 上 是 相应 分 支 的 通 有 性 形变 ( 见 
练习 7). © 


2.5 结构 稳定 性 


存在 这 样 的 动力 系统 , 它们 的 相 图 (在 某 区 域内 ) 在 所 有 充分 小 的 扰动 下 都 不 
定性 地 改变 . 
例 2.11( 双 曲 平衡 点 的 持久 性 ) ”假设 zo 是 连续 -时 间 系 统 


t= f(x) rzE€R”" (2.24) 
的 双 曲 平衡 点 , 这 里 f 光滑 , f(zo) = 0, 与 (2.24) 一 起 考虑 它 的 单 参数 扰动 
z=f(r)+eg(x), «x ER”, (2.25) 


这 里 9 光滑 , e 是 小 参数 ; $ 。 = 0, (2.25) 变 回 到 (2.24), 系统 (2.25) 对 充分 小 |e| 
有 平衡 点 z(e) 满足 z(0) = zo. 事实 上 , 确定 (2.25) 平衡 点 的 方程 可 以 写 为 


F(z,e) = f(z) + €9(x) =0, 


WAL F(zo,0) = 0. 还 有 F,(x0,0) = Ao, 这 里 ho Æ (2.24) 的 在 平衡 点 zo 的 Jacobi 
矩阵 .由 于 zo 是 双 曲 的 ，det do + 0, 隐 函 数 定理 保证 存在 光滑 函数 z = r(e), 
z(0) = zo, 对 充分 小 je| 满足 

F(az(e),€) = 0. 


(2.25) 中 z(e) 的 Jacobi 矩阵 


A, = (Se +20) 


r=z2z(e) 


光滑 依赖 于 c HE == 0 5 (2.24) 的 ho BA. 正如 已 知 的 , 光滑 依赖 于 参数 变化 
的 矩阵 , 其 特征 值 关于 这 些 参数 连续 地 变化 巴 . 因此 , 对 所 有 充分 小 jel, r(e) 没有 
特征 值 在 虚 轴 上 , 因为 当 e= 0 时 它 没 有 这 样 的 特征 值 . 换 句 话 说 , 对 足够 小 的 所 
有 lel, z(e) 是 (2.25) 的 双 曲 平衡 点 . 此 外 , A. 的 稳定 和 不 稳定 特征 值 个 数 n A 
n+ 对 这 些 < 值 是 固定 不 变 的 . 应 用 定理 2.2 知 , 系统 (2.24) 和 (2.25) 在 平衡 点 附 
近 是 拓扑 等 价 的 . 事实 上 , 对 每 一 个 小 |e|, 存在 平衡 点 ze RISB UL CR", 在 此 邻 
域内 系统 (2.25) 拓扑 等 价 于 在 Uo 中 的 系统 (2.24). 简 言 之 , 所 有 这 些 事实 可 概括 
地 说 成 “ 双 曲 平衡 点 在 光滑 扰动 下 是 结构 稳定 的 ”. 


O 特征 值 只 要 是 单 的 就 光滑 地 变化 
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类 似 地 , 讨论 对 所 有 充分 小 的 |s|, 给 出 光滑 系统 
z=G(z,e), rz ER",eeR! 


的 双 曲 平衡 点 的 持久 性 , 这 里 G(z,0) = f(z). 0 

Pl 2.11 中 的 参数 s 可 以 某 种 方式 度量 系统 (2.24) 和 它 的 扰动 (2.25) ZA 

离 . 若 s = 0 这 两 系统 重合 , 存在 两 个 光滑 动力 系统 之 间距 离 的 广义 定义 . 考虑 两 
个 连续 -时 间 系 统 

t= f(z), zeR" (2.26) 


和 
t= g(r), zr €R”", (2.27) 


f 与 9 JEM. 
定义 2.19 ”在 闭 区 域 UC R" 中 , (2.26) 与 (2.27) 之 间 的 距离 是 一 个 正 数 d, 
由 下 式 给 出 ， oi gs 
T T 
ay = sup ÍI) - g) + | AO - LON, 
若 di Se, 则 两 系统 是 < 接近 . 
这 里 外.‖| 是 R" 中 向 量 范 数 和 矩阵 范 数 , 例如 


lzl = $ zal= 
i=1,---,n 
因此 , 如 果 两 个 系统 的 右 端 和 它们 的 一 阶 偏 导数 一 起 彼此 接近 , 就 说 该 两 个 系统 接 
近 . 在 这 情形 通常 称 它们 为 C1 接近 系统 . 显然 , 系统 (2.24) 和 (2.25) 之 间 的 距离 正 
比例 于 Jel: di = Cle|, 对 某 常数 C > 0, 它 依 赖 于 在 U 中 |g 和 |g dg ?| 的 上 界 . 定 
X 2.19 可 逐 词 逐 句 地 应 用 到 离散 -时 间 系 统 . 
注 ”如 果 要 保证 接近 系统 在 平衡 点 附近 具有 相同 的 拓扑 类 型 ( 见 例 2.11), 出 
现在 距离 定义 中 的 一 阶 偏 导数 是 很 自然 的 . 容易 构造 一 个 光滑 系统 (2.27), CE Co 
距离 


do = sup{|| f(x) — g(x)||} 
rEU 


下 是 接近 于 (2.26), 而 在 (2.26) 平衡 点 的 任何 邻 域内 , 系统 有 完全 不 Reo 
衡 点 ( 见 图 2.17,  n = 1). 

现在 定义 结构 稳定 系统 , 这 意味 着 任 一 Tere S 
系统 . 下 面 的 定义 看 起 来 很 自然 . 
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图 2.17 两 个 Co 接近 的 函数 具有 不 同 个 数 的 零点 


定义 2.20( 严 格 的 结构 稳定 性 ) ”系统 (2.26) 称 为 在 区 域 UV 中 严格 结构 稳定 ， 
如 果 任 一 在 U 中 C1 充分 接近 的 系统 (2.27) 拓扑 等 价 于 在 U 中 的 (2.26). 

但 是 要 注意 , 在 U 的 边界 上 具有 双 曲 平衡 点 或 者 双 曲 环 接触 到 边界 ( 见 图 
2.18), 那样 的 系统 按 上 面 的 定义 是 结构 不 稳定 的 .因为 存在 系统 小 扰动 将 这 样 的 
平衡 点 移 到 了 U 外 , 或 者 把 这 种 (或 部 分 ) 环 推 到 U 外 . 有 两 个 方法 处 理 这 种 困难 : 
”第 一 个 方法 是 在 “整个 相 空间 内 ”考虑 动力 系统 而 把 任何 区 域 忘却 掉 . 这 一 方法 对 
定义 在 紧 光 滑 流 形 X 上 的 动力 系统 是 理想 的 . 这 时 , 定义 2.20 中 的 “区 域 U” GE 
同 距离 定义 ) 被 “ 紧 流 形 X” 所 代替 . 遗憾 的 是 , 对 R 中 的 系统 , 这 容易 导致 复杂 
化 . 例如 , 如 果 di 中 的 上 确 界 是 在 整个 R* 上 取 的 话 , 许多 看 上 去 很 平常 的 系统 之 
间 的 距离 可 以 是 无 穷 . 因此 , 第 二 个 方法 对 有 界 区 域 需要 继续 做 , 但 必须 引入 结构 
稳定 性 的 另 一 个 定义 . 


U 


图 2.18 按 定义 2.20 的 结构 不 稳定 轨道 


定义 2.21(Antronov 结构 稳定 性 ) ”定义 在 区 域 DCR” 中 的 系统 (2.26) 称 
为 在 区 域 Do CD 内 是 结构 稳定 , 如 果 对 任何 在 D 内 C1 充分 接近 的 系统 (2.27), 
存在 区 域 U,V C D, Do CU, 使 得 在 U 中 的 (2.26) 拓扑 等 价 于 V 中 的 (2.27)( 见 
图 2.19). 
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图 2.19 Antronov 的 结构 稳定 性 


对 离散 -时 间 系统 可 给 出 平行 的 定义 . 如 果 (2.26) 在 Po c D 内 结构 稳定 , 那 
么 它 在 任何 区 域 Di C Do 内 结构 稳定 . 存在 这 样 的 情况 , 定义 2.20 和 2.21 实际 是 
HAW. 

引 理 2.1 著 一 个 系统 在 区 域 Do 内 结构 稳定 , Do 的 边界 是 Bo, 且 系 统 的 所 
有 轨道 都 严格 指向 Bo 的 内 部 , MEZ U = Do 内 严格 结构 稳定 . o 

下 面 的 经 典 定理 给 出 了 平面 上 连续 -时 间 系 统 结构 稳定 的 充 要 条 件 . 

定理 2.5(Antronov-Pontryagin, 1937) ”光滑 动力 系统 


t= f(x), 2 €R? 


EER Do CR? 中 结构 稳定 , 当 且 仅 当 

(i) 系统 在 Do 内 有 有 限 多 个 平衡 点 和 极限 环 , 且 它 们 都 是 双 曲 的 ; 

(ii) 在 Do 内 不 存在 从 鞍点 回 到 鞍点 的 分 界线 , 也 不 存在 连接 两 个 鞍点 的 分 界 
线 ( 见 图 2.20). 日 


> xX 


图 2.20 平面 系统 中 结构 不 稳定 的 连接 轨道 


注 EE, 在 Antronov-Pontryagin(1937) P, 他 们 考虑 的 系统 的 右 端 在 区 域 
Do C R? 内 解析 Do 的 边界 是 ( 逐 段 ) 光滑 曲线 所 围 . 他 们 也 假设 所 有 轨道 都 严格 
指向 该 区 域 的 内 部 使 得 能 利用 定义 2.20. 后 来 引入 的 定义 2.21 中 有 关 在 边界 上 性 
态 的 限制 被 去 掉 了 . 此 外 , 他 们 证 明了 将 扰动 系统 在 Do 内 的 相 图 变换 成 原来 系统 
相 图 的 同 胚 h 可 选 为 C 接近 于 恒 同 映射 id(z) = z. 4 
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这 个 定理 对 平面 系统 的 结构 稳定 性 给 出 了 完全 的 描述 , 很 明显 , 虽然 毫 无 疑问 
地 证 明了 平面 上 典型 (一 般 ) 系统 满足 Antronov-Pontryagin 条 件 , 从 而 是 结构 稳定 . 
如 果 考 虑 依赖 于 k 个 参数 的 一 般 平 面 系统 的 分 支 图 , 这 些 是 结构 稳定 系统 , 它们 在 
参数 空间 中 占据 维 开 区 域 . 

人 们 会 问 : 类 似 的 定理 在 n 维 空间 中 是 否 存在 ? 答案 是 否定 的 . 更 确切 地 说 ， 
可 以 建立 连续 -时 间 系 统 结构 稳定 的 充分 条 件 ( 类 似 于 定理 2.5, 称 为 Morse-Smale 
条 件 ). 不 过 , 存在 这 样 的 系统 不 满足 这 些 条 件 但 是 结构 稳定 . 特别 , 结构 稳定 系统 
在 紧 区 域内 可 以 有 无 穷 多 个 周期 轨道 ， 为 理解 此 现象 , 在 R 考虑 一 个 连续 -时 间 
系统 , 假定 存在 一 个 二 维 截面 只 系统 在 它 上 面 定义 了 产生 Smale 马蹄 的 Poincaré 
映射 ( 见 第 1 ERA 2.7). FR, 系统 在 相 空间 的 某 个 区 域内 存在 无 穷 多 个 鞍点 环 . 
C1 BAT RSH D 上 定义 C1 接近 Poincaré 映射 . 马蹄 稍 有 变形 , 但 第 1 章 实现 
的 几何 结构 仍 成 立 . 因此 , 含有 无 穷 多 个 鞍点 环 的 复杂 不 变 集 在 所 有 充分 小 的 扰动 
下 得 到 保持 . 对 应 相 图 的 同 胚 变换 也 可 构造 . 

进一步 , 可 构造 一 个 系统 , 它 没有 接近 结构 稳定 系统 . 我 们 建议 读者 直接 查看 
本 章 的 附录 . 


26 练 习 
1. 确定 下 面 的 线性 系统 哪个 在 原点 有 结构 稳定 的 平衡 点 , 并 画 出 它们 的 相 图 ; 


t = z — 2y, 
(a) 4 . 
ý = —27+Yy; 


ý = 一 好 

t=r+2 
(c) T =T + 2y, 

y =-T-y. 


2. 下 面 的 偏 微分 方程 系统 是 模拟 神经 刺激 沿 着 一 条 轴线 传递 的 Hodgkin-Huxley 
方程 的 FitzHugh-Nagumo 模拟 


Ou u 
| at T ga? ` falu) -v 


(b) | LZ=27+Yy, 


Ov 
= 


这 里 u= ulz, t) 表示 膜 势 , v = v(x, t) 为 “恢复 ”变量 ， falu) = u(u—a)(u—1),1> 


a>0,b>0,-c0o< 24 < +00 Mt>0. 
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这 些 方程 的 行 波 解 是 下 面 形 式 的 解 
u(z,t)=U(E), v(z,t)=V(~E), €=x+et~ 


其 中 c 为 未 知 波 的 传播 速度 , 函数 U(E) A VE) BM. 

(a) 推导 波 廊 和 “时 间 ?”# 的 三 个 常 微 方程 . 提示 : 引入 新 变量 W =Ù. 

(b) 验证 对 一 切 c > 0, 波 廓 系统 ( 波 系统 ) 有 唯一 平衡 点 , 它 有 一 个 正 特征 值 
和 两 个 具 负 实 部 的 特征 值 . 提示 : 先 验证 特征 值 为 实 的 , 再 证 明 特 征 方程 没有 根 在 
虚 轴 上 , 最 后 利用 特征 值 关 于 参数 的 连续 依赖 性 . 

(c) 推断 平衡 点 可 以 是 鞍点 或 通 - 焦 点 , 它 具 一 维 不 稳定 和 二 维稳 定 不 变 流 形 ， 
并 求 出 定义 这 两 种 情形 之 间 的 边界 的 关于 系统 参数 的 条 件 . (ac) 平面 内 对 不 同 的 
b 值 和 对 应 鞍 _ 焦 点 指定 的 区 域 画 出 儿 条 边界 . 提示 : 在 边界 上 多 项 式 h(a) 有 二 重 
根 Ao : h(Ao) = h (ào) = 0. 

(d) 画 出 在 两 个 区 域内 可 能 的 刺激 行 波 廊 . 提示 : 刺激 对 应 于 波 系统 满足 € 一 
士 cc 时 

(U(E), V (£), W(€)) 一 (00,0) 

的 解 . 详 见 第 6 M. 

3. 证 明 : 系统 


在 原点 附近 局 部 拓扑 等 价 于 系统 


两 个 系统 微分 同 胚 吗 ? 提示 : 模仿 例 2.1 的 证 明 , 不 需要 引入 极 坐 标 . 
4. (微分 同 胚 的 极限 环 ) RUE: 微分 同 胚 的 连续 -时 间 系 统 , 它们 对 应 的 极限 环 
有 相同 的 周期 和 振幅 . 提示 : 利用 对 应 环 (考虑 为 具 额 外 环 变量 的 自治 系统 ) 的 变 
分 方程 是 微分 同 胚 的 这 个 事实 . 
5. (轨道 等 价 性 和 大 范围 流 ) (a) 证 明 纯 量 系统 
dz 一 
a7 
有 在 有 限时 间 内 趋 于 无 穷 的 解 , 因此 , 它 只 定义 局 部 流 pt : R! — R, 此 系统 轨道 等 
价 于 纯 量 系统 


Z2， xreR! 


dz x? i 
dr 1+r?' AER 


. 64- 应 用 分 文理 论 基础 
它 没有 上 述 的 解 , 因此 定义 大 范围 流 Y: R! 一 R! t 与 7 有 何 关 系 ? 

(b) 证 明 : 任何 光滑 系统 ¢ = f(z),z CR" ER 内 是 轨道 等 价 于 在 R bE 
义 大 范围 流 w 的 光滑 系统 . 提示 : 系统 


$= f(z) 


1+ || f (2) 
能 够 担任 这 个 任务 , 这 里 || .| 是 R” 内 用 标准 数量 积 定义 的 范 . 
6. ( 单 点 参数 图 ) 在 R 内 构造 一 个 依赖 于 两 个 参数 (a, 6) 的 自治 微分 方程 系 
统 , 它 对 除 (a, 8) = (0,0) 以 外 的 所 有 参数 有 拓扑 等 价 的 相 图 . 提示 : 利用 例 2.9 的 
思想 . 在 a = 9 = 0 系统 有 两 个 鞍点 , 它们 有 一 维 不 稳定 流 形 和 一 维稳 定 流 形 , 这 
两 个 流 形 有 重合 的 分 枝 ( 见 图 2.21). 


2.21 
7. (诱导 系统 ) 求证 : 纯 量 系统 
y= By- y? 
有 超 临 界 分 支 , 此 系统 拓扑 等 价 于 (事实 上 是 微分 同 胚 ) 由 系统 


z=a—2? 


BIHAR, CARA. 提示 : 见 Arrowsmith, Place(1990, p. 193). 
8. ( 引 理 2.1 的 证 明 ) (a) 证 明 : 光滑 平面 系统 二 = f(x), r € R ARK MU AM 
扑 等 价 (实际 上 是 微分 同 胚 ) 于 单位 正方 形 V = {(y1,y2) : n] < 1, lye] < 1}( 见 图 
2.22) 内 的 系统 
| yi = 1, 
yo = 0. 


上 面 光 滑 系统 在 UV 内 无 平衡 点 和 周期 轨道 . U 的 边界 是 两 条 轨道 和 两 条 与 这 轨道 
横 截 相交 的 光滑 曲线 ( 见 图 2.22). 
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图 2.22 U 中 的 相 图 与 V 中 的 相 图 等 价 


(b) 推广 这 个 结果 到 n 维系 统 并 证 明 引 理 2.1. 
(c) 利用 (a) 证 明 平面 上 两 个 双 曲 鞍点 有 局 部 等 价 的 相 图 ， 何 处 失去 可 微 性 ? 
提示 : 见 图 2.23; 提供 等 价 性 的 明显 映射 的 构造 在 第 6 章 给 出 . 


图 2.23 ”鞍点 是 拓扑 等 价 


2.7 MER: 文献 评注 


动力 系统 的 拓扑 等 价 性 概念 出 现在 Antronov 和 Pontryagin (1937) 专门 致力 于 
平面 结构 稳定 的 这 篇 文章 中 . 此 概念 和 其 他 等 价 性 被 广泛 应 用 于 奇 点 理论 , 以 及 对 
映射 和 它们 的 形变 进行 分 类 (Thom, 1972; Arnold, Varchenko, Guseyn-Zade, 1985; 
Golubitsky, Schaeffer, 1985). 

非 线性 动力 系统 局 部 拓扑 等 价 于 它 在 双 曲 平衡 点 的 线性 化 是 由 Grobman(1959) 
和 Hartman (1963) 证 明 的 . 详 见 Hartman (1964). 映射 在 双 曲 不 动 点 附近 局 部 拓 
扑 等 价 于 它 的 线性 化 是 由 Grobman 和 Hartman 作为 对 应 连续 -时 间 情 形 定理 证 明 
的 产物 (也 可 见 Nitecki(1971)). 两 个 具 no = 0 以 及 相同 个 数 n_ 和 n+ 的 线性 系 
统 的 拓扑 等 价 性 的 构造 性 证 明 可 在 Arnold (1973) 和 Hale Kocak (1991) 中 找到 . 

微分 方程 的 局 部 稳定 流 形 定理 起 源 于 Hartman (1901) 和 Perron (1930) 的 工作 . 
完全 的 证 明和 推广 是 由 Kelly (1967), Hirsch, Pugh, Shub (1977) (也 见 Irwin(1980)) 


给 出 . 映射 的 局 部 稳定 流 形 定理 实际 上 是 用 以 证 明 微 分 方程 有 关 定 理 的 主要 技术 工 
A. 因此 ， 它 的 证 明 可 在 所 述 的 文献 中 找到 ， 例如 , Hartman (1964) 或 Nitecki (1971). 
后 面 的 文献 也 包含 有 双 曲 不 动 点 的 稳定 集 和 不 稳定 集 是 在 单 射 浸入 下 R- 和 R 
的 象 的 证 明 . 关于 双 曲 不 变 集 的 许多 结果 在 Katok, Hasselblatt (1995) 中 有 证 明 . 

由 双 曲 不 动 点 的 稳定 流 形 和 不 稳定 流 形 横 截 相交 所 产生 的 复杂 结构 是 被 Poi- 
nearé (1892, 1893, 1899) 在 分 析出 现在 天 体力 学 中 保 面积 (保守 ) 映射 时 发 现 的 . 这 
种 现象 的 进一步 分 析 在 保守 情形 是 由 Birkhof (1935) 所 作 . 他 特别 强调 对 应 轨道 的 
统计 性 质 ， 非 保守 情形 是 由 Smale (1963), Neimark (1967) 和 Shilnikov(1967b) 所 
研究 . 这 一 课题 的 漂亮 说 明 是 由 Moser (1973) 给 出 . 

存在 两 种 主要 方法 去 研究 动力 系统 的 分 支 . 第 一 种 方法 起 源 于 Poincaré 的 工 
Me, 他 分 析 了 当 系 统 的 参数 变化 时 从 原 有 的 已 知 的 相对 象 出 现 (分 支 ) 某 些 类 型 ( 例 
如 平衡 点 、 环 ) 的 新 对 象 . 这 一 方法 引导 有 限 维 和 无 穷 维 非 线性 方程 平衡 点 分 支 理 论 
的 发 展 (例如 , Vamberg, Trenogin (1974); Chow, Hale(1982)). 这 一 方法 也 被 证 明 是 
研究 某 些 大 范围 分 支 的 有 力 工具 ( 见 第 6 章 文献 评注 ), 第 二 种 方法 要 回 到 Antronov 
(1933), 后 又 被 Thom (1972) 重新 引入 , 他 为 了 对 梯度 系统 全 = -grad V(z,a) 进行 
分 类 而 去 研究 在 参数 变化 时 对 整个 相 图 的 重 排 (分 支 ). 原则 上 , 分 支 分 析 应 在 更 加 
完全 的 相 图 研究 之 前 , 但 是 许多 情形 完全 的 相 图 是 办 不 到 的 , 而 研究 某 些 解 则 是 得 
到 分 支 某 些 信 息 的 仅 有 的 方法 . 

二 维 动力 系统 相 图 的 分 支 已 被 Andronov 和 他 的 合作 者 在 1930~1950 期 间 详 
细 地 研究 了 . 并 总 结 在 他 们 的 经 典 著 作 内 . 此 书 的 英 译 本 (Andronov, Leontovich, 
Gordon, Maier, 1973) 已 经 出 版 . 在 Arnold (1972) 中 , 他 第 一 个 把 可 微 映射 奇 点 理 
论 中 的 许多 思想 用 到 动力 系统 中 去 (类 似 的 方法 被 Takens (1974a) 所 发 展 ). 依赖 于 
参数 的 系统 ( 族 ) 的 拓扑 等 价 性 概念 .局 部 分 支 的 通 有 性 形变 , 以 及 许多 原始 结果 
在 Arnold 的 报告 中 首次 被 叙述 , 而 后 被 用 在 他 的 书 Arnold (1983) 中 . 注意 , 英文 
文献 中 通 有 性 形变 按 奇 点 理论 通常 称 为 通 有 开 折 .分 支 理论 的 基本 综合 包括 大 范 
围 分 支 结果 是 由 Arnold, Afraimovich, Il/yashenko 和 Shil’nikov (1994) 给 出 . 标准 的 
分 支 理 论 研 究 生 水 平 的 教科 书 有 Guckenheimer, Holmes (1983), Arrowsmith, Place 
(1990), Wiggins (1990), 以 及 更 近代 的 Shil/nikov, L. P., 和 Shil'nikov, A. L., Turaev, 
Chua (1998, 2001). 

结构 稳定 的 二 维 ODE 系统 是 由 Andronov 和 Pontryagin(1937) 在 粗 系统 名 字 
下 进行 研究 的 . 实际 上 , 它们 要 求 包含 相 图 同 胚 变换 接近 于 恒 同 映射 . Peixoto(1962) 
证 明了 二 维 流 形 上 的 典型 系统 是 结构 稳定 的 . 为 讨论 “典型 性 ”, 我 们 必须 指定 所 考 
虑 的 动力 系统 的 空间 D. 于 是 , 一 个 性 质 称 为 典型 (或 一 般 ), WR D 的 可 数 多 个 开 
稠 集 之 交 具 有 这 个 性 质 (介绍 性 的 讨论 见 Wiggins (1990)). 一 类 结构 稳定 的 高 维 动 
力 系统 (PRH Morse-Smale 系统 ) 被 Smale (1961, 1967) ME. 这 种 系统 只 有 有 限 个 
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平衡 点 和 环 , 都 是 双 曲 的 并 且 它 们 的 稳定 和 不 稳定 流 形 相交 成 非 零 角 ( 横 截 相交 ). 
存在 这 样 的 结构 稳定 系统 , 它们 并 不 满足 Morse-Smale 准则 , 特别 , 它们 具有 无 穷 
多 个 双 曲 环 (Smale, 1963). 其 次 , 结构 稳定 对 高 维 动力 系统 也 不 是 典型 性 质 . 结构 
稳定 系统 在 光滑 动力 系统 的 空间 D ALA (Smale, 1966). 有 兴趣 的 读者 可 参看 
Nitecki (1971), Arnold (1983) 以 及 Katok 和 Hasselblatt (1995), 以 便 得 到 更 多 信息 . 
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这 一 章 叙 述 确定 n 维 连续 -时 间 系 统 平衡 点 最 简单 分 支 , 即 折 (fold) 分 支 和 
Hopf 分 支 的 条 件 . 然后 尽 可 能 在 最 低 维 研究 这 些 分 支 : 纯 量 系统 的 折 分 支 和 平面 
系统 的 Hopf 分 支 . 第 5 章 介绍 如 何 把 这 些 结果 “提升 ” 到 n 维 情形 . 


3.1 最 简单 的 分 支 条 件 
考虑 依赖 于 一 个 参数 的 连续 -时 间 系 统 
é=f(z,a), reéR",a€R’, 


其 中 f 关于 z 和 a 都 光滑 . 设 z = zo 是 这 个 系统 当 a = ao 时 的 一 个 双 曲 平衡 
点 . 正如 在 第 2 章 中 看 到 的 , 在 小 参数 变化 下 , 平衡 点 稍微 有 些 移动 , 但 仍 保持 双 
曲 性 . 因此, 可 以 进一步 变化 参数 以 监控 平衡 点 . 显然, 一 般 只 有 两 个 方法 使 双 曲 
性 条 件 遭 到 破坏 . 对 参数 的 某 些 值 , 其 一 是 单个 特征 值 趋 于 零 , 这 时 有 A, = 0( 见 图 
3.1(a)), 其 二 是 一 对 单 复 特征 值 到 达 虚 轴 , 这 时 有 入 2 = tiwo, wo > 0( 见 图 3.1(b)). 
显然 (可 精确 的 阐述 ), 需要 更 多 的 参数 才能 配置 男 外 的 特征 值 在 虚 轴 上 . 注意 , 如 
果 系 统 有 某 些 特殊 性 质 , 例如 对 称 系统 , 这 也 许 是 不 成 立 的 ( 见 第 7 FE). 


(na) (b) 
31 余 维 1 临界 情形 
本 章 的 其 余部 分 基本 上 是 对 满足 上 述 两 条 件 之 一 的 非 双 曲 平衡 点 是 结构 不 稳 


定 的 证 明 , 以 及 参数 变化 时 对 局 部 相 图 对 应 分 支 的 分 析 . 在 第 2 章 中 已 经 看 到 这 种 
分 支 的 几 个 例子 . 用 下 面 两 个 定义 结束 本 节 . 
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定义 3.1 SERA =0 的 现象 相对 应 的 分 支 称 为 折 (或 切 ) PR. 

注 ”这 个 分 支 有 许多 其 他 名 字 , 包括 极限 点 分 支 、 鞍 - 结 点 分 支 , 以 及 转向 点 
分 支 . 0 

定义 3.2 与 出 现 和 1.2 = tivo, wo > 0 相对 应 的 分 支 称 为 Hopf (或 Antronov- 
Hopf) 分 支 . 

TER, 切 分 支 对 n > 1 是 有 可 能 的 , 但 对 Hopf 分 支 , 必须 n > 2. 


3.2 ” 折 分 支 规范 形 
考虑 依赖 于 一 个 参数 的 一 维 动力 系统 
全 一 wa 十 z2 = f(x,a). (3.1) 


在 a = 0, 这 个 系统 有 一 个 非 双 曲 平 衡 点 , ro = 0, 入 = f,(0,0) = 0. Ha 所 有 
的 其 他 值 , 这 个 系统 的 性 态 也 是 清楚 的 ( 见 图 3.2). 当 a < 0 时 , 系统 有 两 个 平衡 
点 : zliz{a) = +/—a, 左边 这 一 个 稳定 , 右边 那个 不 稳定 . 当 a > 0 时 , 系统 没有 平 
衡 点 . 当 a 从 负 到 正 穿 过 零 时 , 两 个 平衡 点 (稳定 的 和 不 稳定 的 )“ 相 碰 ”, E a= 0 
变 成 一 个 具 入 = 0 的 平衡 点 , 再 消失 . 这 是 一 个 折 分 支 . 术语 “ 相 碰 ”是 合适 的 ， 


为 当 a 一 0 时 平衡 点 移动 的 速度 人 FER. 


Y 


y=f(x. a) 
/ 


ond cr 一 (0 aot 


图 3.2 Hot 


存在 叙述 这 种 分 支 的 另 一 个 方法 : 在 相 空间 和 参数 空间 的 积 空间 (为 简单 起 见 ， 
取 (z,a) 平面 ) 内 作出 分 支 图 . 方程 


jz,a) =0 


定义 了 平衡 点 流 形 , 它 是 一 条 简单 的 抛物 线 a = -z2 ( 见 图 3.3). 这 种 叙述 立刻 展 


- 70 . 应 用 分 支 理 论 基 础 


示 了 分 支 图 像 . 固定 某 个 a 值 , 对 此 参数 值 可 容易 地 确定 平衡 点 的 个 数 . 平衡 点 流 
形 在 参数 轴 上 的 投影 在 点 (z,a) = (0,0) 有 折 形 奇异 性 . 


3.3” 相 -参数 空间 中 的 折 分 支 
注 ”用 同样 方法 可 考虑 系统 之 = a - z2. 分 析 揭示 当 a > 0 时 有 两 个 平衡 点 . 


© 
现在 , 对 系统 (3.1) 加 入 可 光滑 依赖 于 参数 的 高 阶 项 . 发 生 这 样 的 情况 , 这 些 项 
并 不 定性 地 改变 在 原点 z = 0 附近 当 参 数 a 接近 于 零 时 系统 的 性 态 . 事实 上 , 下 面 
的 引 理 成 立 . 
引 理 3.1 系统 
公 一 ac 十 2Z2 十 Ofz3) 
局 部 拓扑 等 价 于 原点 附近 的 系统 
t=a+r?. 
证 明 “分 两 步 进行 . 它 基 于 这 样 的 事实 , 对 纯 量 系统 , 同 胚 映 平衡 点 到 平衡 点 ， 
也 包括 它们 的 轨道 连接 . 
第 一 步 (平衡 点 分 析 ). 引入 尺度 化 变量 y, 将 第 一 个 系统 写 为 
y= Fly,a)=at+y’?+vV(y,a), (3.2) 
其 中 y = Oly?) Æ (0,0) 附近 (y, a) 的 光 清 函数 考虑 (y,a) 平面 上 (0,0) 附近 
(3.2) 的 平衡 点 流 形 
= {(y,a): F(y,a) =a+y? +y(y,a) = 0}. 
曲线 M 通过 原点 (F(0,0) = 0). 由 隐 函 数 定理 (因为 Fa(0,0)= 1), 它 可 由 y 局 部 
参数 化 : 
M = {(y,@) : a = g(y)}, 
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二 


其 中 9 对 小 |y| 光滑 并 有 定义 . 此 外 ， 
gly) = —y? + Oly?) 


(验证 )， 因 此 , 对 任何 充分 小 a < 0. (3.2) 在 原点 附近 存在 两 个 平衡 点 yla) 和 
y2(Qa), 对 相同 参数 值 它 们 接近 于 (3.1) 的 平衡 点 , 即 zi(a) = +V=a 和 tz(a) = 
一 V 一 Qa( 见 图 3.4). 


Ft{y, a) =0 


fy, nj2o 
图 3.4 扰动 系统 的 折 分 支 
第 二 步 (构造 同 胚 ). 对 小 |al, 构造 依赖 于 参数 的 映射 y = ha(z) 如 下 : Mado 
取 恒 同 映射 
ha(x) = 2. 
Xt a < 0, 取 线 性 变换 
ha(z) = ala) 二 Ma)z， 


其 中 系数 a,b 由 条 件 
ha(z;(a)) = yj(a), j=1,2 


唯一 确定 ( 找 它 们 ). 构造 的 映射 ha : R 一 R 是 同 胚 , 它 将 (3.1) 在 原点 附近 的 轨 
道 映 为 (3.2) 相应 的 轨道 且 保 持 时 间 方 向 . 第 2 章 把 这 个 性 质 指 为 依赖 于 参数 系统 
的 局 部 拓扑 等 价 性 . 

虽然 本 书 不 要 求 同 胚 hs 连续 依赖 于 a( 见 定义 2.14 后 面 的 注 ), 当 负 a 一 0 时 
这 个 性 质 仍 成 立 , 因为 这 时 h。 趋 于 恒 同 映射 . 口 
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3.3 一 般 折 分 支 


我 们 将 证 明 系 统 (3.1)(z? 项 的 符号 可 改变 ) 是 具 切 分 支 的 一 般 一 维系 统 的 拓扑 
规范 形 . 在 第 5 章 也 将 看 到 在 某 些 强 意义 下 描述 一 般 ”维系 统 的 切 分 支 . 
假设 具 光 滑 f 的 系统 


z=f(z,a), «e€R',aeR! (3.3) 


在 a = 0 有 平衡 点 x = 0, 满足 入 = f,(0,0) = 0. 将 f(z,a) Fr =0 KF r 进行 
Taylor 展开 : 
f(z,a) = fola) + fila)x + fo(a)x? + O(z3)， 


满足 两 个 条 件 : fo(0) = f(0,0) = 0( 平 衡 点 条 件 ) 和 f0) = f.(0,0) = 0( 折 分 支 条 
件 ). 

下 面 简单 计算 的 主要 思想 是 用 坐标 与 参数 的 光滑 可 逆 变 换 , 将 系统 (3.3) 变换 
成 (3.1) 直到 并 包括 二 次 项 . 然后 , 应 用 引 理 3.1, 使 得 尽 可 能 去 掉 高 阶 项 . 在 计算 
过 程 中 将 会 看 到 , 某 些 非 退 化 条 件 和 横 截 性 条 件 必 须 加 入 , 以 使 这 些 变换 成 为 可 能 . 
对 单 参数 具 折 分 支 的 系统 , 这 些 条 件 实际 上 可 考虑 是 一 般 的 . 这 个 思想 可 应 用 于 所 
有 的 局 部 分 支 问题 . 在 本 章 的 后 面 就 是 用 这 个 方法 分 析 Hopf 分 支 . 

第 一 步 (坐标 平移 ). 引入 新 变量 € 来 执行 坐标 的 平移 : 


E=2+6, (3.4) 
这 里 5 = 5(a) 暂时 是 未 知 函数 , 稍 后 将 确定 . 逆 坐 标 变换 是 

r=é€—56. 
将 (3.4) 代入 (3.3) 得 


È= # = fola) + fila) — ô) + fola)(€ — 6)? + 


因此 
€ =[fo(a) — fila)d + fo(a)d? + O(53)] 
+[fi(a) — 2fe(a)é + O(62)]5 
+[fe(a) + O(5)]€? + O(€3). 
假设 


(A.1) fa(0) = 3fzz(0,0) £0. 
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于 是 , 对 所 有 充分 小 jal, 存在 光滑 函数 5(a) 以 去 掉 上 面 方程 的 线性 项 , 这 可 
由 隐 函 数 定理 证 明 . 事实 上 , 用 某 光 滑 函 数 y, 线性 项 为 零 的 条 件 可 写 为 


F(a, 0) 三 万 (a) 2 fo(a)d + Hula, ô) = 0. 


有 


OF OF 
F(0,0) =0, =-2f2(0) 40, 2-| = fi (0), 
(0,0) 


06 (0,0) Oa 
故 使 得 5(0) = 0, A F(a, ôla)) = 0 的 光滑 函数 5 = 6(a)( 局 部 ) FEE AME, 且 也 得 


d(a) = fala + O(a’). 


现在 得 到 一 个 不 含 线性 项 的 € 方程 
E = [fo(0)a + O(a?)] + [fo(0) + O(a)]e? + OCE). (3.5) 
第 二 步 (引入 新 参数 ). 将 (3.5) 的 常数 项 (与 5 无 关 ) 视 为 新 参数 u= ula): 
u = fi(0)a + op(a), 


这 里 y 是 光滑 函数 . 有 


(a) 4(0) = 0; 
(b) py(0) = f5(0) = fo(0, 0). 
如 果 假 设 
(A.2) fa(0,0) Æ 0, 


则 由 反 函 数 定理 知 , 满足 a(0) = 0 的 光滑 函数 a = alu) 局 部 存在 且 唯 一 . FE, 方 
程 (3.5) 现在 成 为 
Ê= p + b(u)E? + O(53)， 

由 第 一 个 假设 (A.1), 这 里 b(u) 是 满足 b(0) = f2(0) 40 的 光滑 函数 . 

第 三 步 (最 后 尺度 化 ). $ = [ble UR 8 = |b(n)|u. 于 是 得 

=B+ sn? + O(n), 

这 里 , s = sign b(0) = +1. 

因此 , 下 面 的 定理 得 到 了 证 明 . 

定理 3.1 假设 具 光 滑 f 的 一 维系 统 


t= f(z,a), rzE€ Rl, aecR!, 


应 用 分 支 理 论 基础 


在 a =0 有 平衡 点 zZ=0, 设 入 = fe(0,0) = 0. 假设 条 件 (A.1) 和 (A.2) 得 到 满足 ， 


Bp 
fzz(0, 0) 天 0; 


fa(0,0) £ 0. 
则 存在 可 逆 的 坐标 和 参数 变换 把 系统 化 为 
= B+n? + O(n’). 口 
利用 引 理 3.1 可 以 去 掉 项 O(n), 最 后 得 到 下 面 的 一 般 性 结果 . 


定理 3.2( 折 分 支 的 拓扑 规范 形 ) ”任何 一 个 在 a = 0 有 平衡 点 x = 0, HA 
入 = fr(0,0) = 0 在 原点 附近 的 一 般 单 参数 纯 量 系 统 


é = za) 
局 部 拓扑 等 价 于 下 面 的 规范 形 之 一 : 
二 B 圭 人. 口 
注 ”定理 3.2 中 的 一 般 性 条 件 就 是 定理 3.1 中 的 非 退 化 条 件 (A.1) 与 模 截 性 
条 件 (A.2). © 


3.4 Hopf 分 支 规 范 形 
下 面 考虑 依赖 于 一 个 参数 的 两 个 微分 方程 的 系统 


| 2 = az, — T2 — T1 (x? + 23), 


3.6 
i2 = 21 + QT2 — T2(1? + z3). Ca 


此 系统 对 所 有 o, 有 平衡 点 zl = za = 0. 在 此 平衡 点 处 的 Jacobi 4ER 


an 
1 a 
有 特征 值 和 1,。 = a 土 i. 引入 复 变 量 z = zl + ize, Z= zl — ize, |z|? = 22 = z? + z2. 
这 个 复 变 量 满足 微分 方程 
之 一 4, + id = a(x) + ize) 二 ifzl + ize) — (zl + ize)(x? + z2), 
因此 , 可 以 将 系统 (3.6) 写 为 下 面 的 复数 形式 


ż = (a + i)z — zļ|zļ?. 


第 3 章 。 连续 -时 间 系统 平衡 点 的 单 参数 分 支 .75 


最 后 , 利用 表达 式 z = pel? 得 到 
z = pel? + pipei”, (3.7) 


或 
pe'? + ippe'? = pe? (a +i — p°), 
它 给 出 了 系统 (3.6) 的 极 坐标 形式 


| p= pla = p°), (3.8) 
pai 

用 这 个 极 坐标 方程 容易 分 析 当 a 通过 零 时 系统 相 图 的 分 支 , 因为 (3.8) 中 的 p 
与 2 的 方程 相互 独立 . 第 一 个 方程 (这 里 , 显然 只 需 考虑 p > 0) 对 所 有 a HAE 
衡 点 2 = 0. 当 a < 0 时 它 是 线性 稳定 ; a = 0 时 它 仍 稳定 但 是 非 线性 的 ( 故 解 收 
敛 于 零 的 速度 不 再 是 指数 形式 ); a > 0 时 平衡 点 变 成 线性 不 稳定 . 此 外 , a > 0 时 
存在 另外 一 个 平衡 点 pla) = Jo. 第 二 个 方程 描述 等 速 旋 转 ， 因 此 , 由 (3.8) 的 两 
个 方程 所 定义 的 运动 全 加 , 就 得 到 了 原来 的 二 维系 统 (3.6) 的 分 支 图 ( 见 图 3.5). 这 
个 系统 在 原点 永远 有 平衡 点 . 当 a < 0 时 它 是 稳定 焦点 , 当 a > 0 时 它 是 不 稳定 焦 
点 . 在 临界 参数 值 a = 0, 平衡 点 不 是 线性 稳定 但 拓扑 等 价 于 焦点 . 有 时 称 它 是 弱 
吸引 焦点 . 当 a > 0 时 , 此 平衡 点 被 一 条 孤立 闭 轨 (极限 环 ) A, 它 是 稳定 且 唯 一 
BY. 这 个 环 是 以 pola) = Va 为 半径 的 圆周 . 所 有 从 此 环 的 内 部 和 外 部 出 发 的 轨道 
除 原点 以 外 当 t +00 时 都 趋 于 此 环 . 这 是 一 个 Antronov_ Hopf 分 支 . 


aot o=) 


图 3.5 超 临 界 Hopf 分 支 


这 个 分 支 也 可 在 (z,y,a) 空间 内 叙述 (图 3.6). 出 现 的 极限 环 的 a 族 构成 了 一 
个 抛物 面 . 
非 线 性 项 具 相反 符号 的 系统 


| 2Z1 = az 一 Z2 十 Zi(Z2 + 23), 


3.9 
22 = T1 十 az2 十 Z2(Z1 + 2). (3.9) 


.76 . 应 用 分 支 理论 基础 


图 3.6 相 - 参 数 空间 中 的 超 临 界 Hopf 分 支 
可 用 同样 方法 分 析 ( 见 图 3.7 和 图 3.8). 这 个 方程 可 写 为 下 列 复数 形式 


z= (a + i)z + zļ|zļ?. 


or< 0 o=0 a0 


图 3.7 亚 临 界 Hopf 分 支 


3.8 ” 相 -参数 空间 中 的 亚 临界 Hopf 分 支 


此 系统 在 a = 0 有 Antronov-Hopf 分 支 . 与 (3.6) HAR, (3.9) 存在 一 个 不 稳定 极限 
环 , 当 a 从 负 值 到 正 值 穿 过 零 时 这 个 环 消失 . 当 a 40 时 原点 这 个 平衡 点 与 系统 
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(3.6) 的 平衡 点 有 同样 的 稳定 性 : a < 0 时 稳定 , a > 0 时 不 稳定 . 在 临界 参数 值 它 
的 稳定 性 与 (3.6) 的 相反 , 即 a = 0 时 它 ( 非 线性 ) 不 稳定 . 

i (1) 我 们 已 经 看 到 , 存在 两 种 类 型 的 Antronov-Hopf 分 支 . 系统 (3.6) 中 的 
分 支 通常 称 为 超 临 界 的 (supercrical), 因为 环 对 正 参 数值 存在 (在 分 支 “以 后 "). 系 
统 (3.9) 中 的 分 支 称 为 亚 临 界 的 (subcritical), 因为 环 在 分 支 “之 前 ”存在 . 显然 , 这 
个 术语 有 时 有 某 些 误解 , 因为 “前 ”与 “后 ”依赖 于 参数 变化 方向 的 选择 . 

(2) Æ a = 0, 当 参 数 增加 时 平衡 点 都 失去 稳定 性 . 在 第 一 种 情形 (三 次 项 前 为 
“一 ”), 稳定 平衡 点 被 稳定 的 小 振幅 极限 环 所 代替 . 因此 , 系统 “继续 ” 留 在 平衡 点 
的 邻 域内 , 而 失去 软 稳定 性 , 或 非 突变 稳定 性 . 在 第 二 种 情形 (三 次 项 前 为 +), E 
衡 点 的 吸引 区 域 为 不 稳定 极限 环 所 围 . 当 参 数 趋 于 它 的 临界 值 时 , 此 极限 环 收缩 并 
WA. 因此 , 系统 “被 推 离 ”平衡 点 邻 域 , 它 失去 的 是 硬 的 或 突变 的 稳定 性 ， 如 果 系 
统 是 失去 软 稳定 性 , 那么 还 “可 以 控制 *: 如 果 将 参数 再 向 负 方 向 变化 , 系统 回 到 有 
稳定 平衡 点 . 反之 , 如 果 系 统 失去 硬 稳 定性 , 将 参数 向 负 方向 变化 时 就 不 可 能 回 到 
有 稳定 平衡 点 , 因为 它 很 可 能 离开 了 它 的 吸引 区 域 . 注意 , Antronov-Hopf 分 支 的 类 
型 由 平衡 点 在 临界 参数 值 的 稳定 性 所 决定 . 

(3) 上 面 关 于 超 临 界 Hopf 分 支 和 亚 临界 Hopf 分 支 的 解释 要 小 心 处 理 . 如 果 把 
a 视 为 慢 变 量 而 以 第 三 个 方程 


& =E 


加 入 到 系统 (3.6) PA, s 是 小 正 数 . 所 得 时 间 序 列 (x(t), y(t), alt) 显示 “ 硬 ” 的 某 
种 程度 . 若 一 解 从 某 初 始点 (zo,yo,ao) 出 发 , 其 中 ao < 0, 则 它 收敛 于 原点 并 停留 
在 非常 接近 于 原点 的 地 方 , 即使 a 变 成 正 的 . 因此 , 这 表明 无 振动 . 仅 当 a 达到 某 
个 有 限 正 值 时 解 才 “ 硬 ”地 离开 平衡 点 并 开始 以 相对 大 的 振幅 振动 . 

(4) 最 后 , 考虑 没有 非 线 性 项 的 系统 


ż = (a + i)z. 


这 个 系统 也 有 振幅 递增 的 周期 轨道 族 , 它们 都 在 o= 0 时 出 现 . 这 时 原点 是 这 个 系 

统 的 中 心 ( 见 图 3.9). 在 这 种 情形 , 也 可 以 说 极限 环 抛物 面 “退化 " 到 (z,y,a) 空间 

的 平面 a = 0 上. 这 一 观察 使 得 非 线性 情形 出 现 小 极限 环 很 自然 0 
现在 加 某 些 高 阶 项 到 系统 (3.6) 中 去 , 并 将 它 写 为 向 量 形式 


( i ) - ( - ( Ki ) — (2? + 23) ( = ) +o (3.10) 
£2 l a T2 T2 


这 里 z = (zt za)7,||zll2 = 2? + z2 和 O(\|z||*) 诸 项 可 光滑 地 依赖 于 a. 下 面 的 引 
理 将 在 本 章 的 附录 A 中 证 明 . 
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图 3.9 线性 系统 的 “Hopf 分 支 ” 


引 理 3.2 系统 (3.10) 在 原点 附近 局 部 等 价 于 系统 (3.6). 口 
因此 , 高 阶 项 并 不 影响 系统 的 分 支 性 态 . 


3.5 一般 Hopf 分 支 


现在 证 明 任何 一 个 产生 Hopf 分 支 的 一 般 二 维系 统 都 可 变换 成 (3.10) 的 形式 ， 
有 可 能 差 三 次 项 的 符号 . l 
&=f(z,a), x= (x1,72)T ER?, ae 有 1， 
其 中 函数 f 光滑 , 在 a = 0 有 平衡 点 x = 0, 在 此 平衡 点 有 特征 值 A1,2 = iwo, wo > 
0. 由 于 A= 0 不 是 Jacobi 矩阵 的 特征 值 , 由 隐 范 数 定理 , 对 充分 小 lal, 在 原点 某 


邻 域内 , 此 系统 有 唯一 平衡 点 rola). 可 将 此 平衡 点 移 到 原点 . 不 失 一 般 性 , 对 充分 
小 jal, B z = 0 是 系统 的 平衡 点 , 因此 , 该 系统 可 写 为 


t = 4(a)z + F(z, a), (3.11) 


PF 是 光滑 向 量 函数 , 它 的 分 量 Fo XF z 的 Taylor 展开 至 少 从 二 次 项 开始 ， 
f = O(||z|?). 以 a 的 光滑 函数 为 其 元 素 的 Jacobi HM Ala) 可 写 为 


A= ala) bla) 
cla) d(a) j 
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它 的 特征 值 是 特征 方程 
AXA -crA+A=0 


的 根 , 其 中 o = ola) = ala) + dla) = tr Ala), UR A = Ala) = ala)d(a) — 
b(a)c(a) = det A(a). 所 以 


A1,2(a@) = 3 (ola) + Va2(a) 一 4A(a)) . 


由 Hopf 分 支 条 件 得 
o(0)=0, A(0) = w? > 0. 


对 小 的 Jal, 可 引入 
ula) = o(a), wa) = 3 vaala) oa). 
因此 可 得 特征 值 的 表达 式 
ala) = Ma), Az(a) = Na), 


其 中 
Ala) = ula) + iwla), np(0)=0, w(0)= wo > 0. 


引 理 3.3 ”引入 复 变 量 z, 对 充分 小 jal, 系统 (3.11) 可 写 为 单个 方程 
z= X(a)z + g(z, Z,a), (3.12) 


HP g=O(|z\?) & (z, 2,0) 的 光滑 函数 . 
证 明 g(a) c C 是 A(a) 对 应 于 特征 值 和 (a) 的 特征 向 量 


A(a)g(a) = A(a)q(a), 
设 pla) c C 是 转 置 矩 阵 4T(a) 的 特征 值 和 (a) 对 应 的 特征 向 量 . 
AT(a)p(a) = A(a)p(a). 


总 可 将 p 关于 q 标准 化 

(p(a), g(a)) = 1, 
其 中 (e) 是 C? 中 的 标准 数量 积 : (p,q) = Pig + Doge. 对 任何 小 a 和 某 复数 z 任 
何 向 量 z eR 可 唯一 表示 为 


z = zq(a) + Z Ga), (3.13) 
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只 要 特征 向 量 已 指定 . 事实 上 , 有 明确 公式 确定 z: 
z = (pla), £}. 


为 验证 此 公式 (这 可 由 对 (3.13) 两 边关 于 p 取 数 量 积 得 到 ), 必须 证 明 (pla), G(a)) = 
0. 这 是 因为 i 3 
(p,q) = (p, 542) = x (A"p, q) = 5 (P.4). 


(1 at 5) (p,q) = 0. 


但 是 , 由 于 对 充分 小 lal 有 wla) > 0, KAA A, 因此 只 可 能 有 (p,q) <0. 
复 变 量 z 显然 满足 方程 


因此 


z= A(a)z + (p(a), F(zq(a) + 24(0), a)), 
这 就 是 (3.12) 所 要 求 的 形式 , 其 中 
glz, z, a) = (pla), F(zq(a) +z qla), a)). 口 


这 里 没有 理由 要 求 g 是 z 的 解析 函数 ( 即 与 z 无 关 ). 将 9 写 为 两 个 复 变 量 (z 
与 习 的 形式 Taylor 级 数 


四 1 z 
g(z,2,a) = 5 ggs la)" z, 
ktl22 °° 


其 中 
Or+! EPs 
g(a) = garga P2), F (zala) +z ğa) a), 


z=0 
Xİ k+l22, k,l=0,1, 

注 (1) 证 明 引 理 3.3 的 方法 有 好 几 个 (等 价 的 ). 这 里 选择 的 与 第 5 章 框架 一 
BL. 那里 将 考虑 n 维系 统 的 Hopf 分 支 . 

(2) 方程 (2.13) 给 出 (21,22) 以 及 z 的 实 部 和 虚 部 之 间 的 一 个 线性 关系 . 因此 ， 
考取 2 = tive, 所 引入 的 z 可 看 成 是 变量 的 线性 可 道 变换 , y = Ttajz 正如 从 
(3.13) 可 看 出 , 分 量 (y1, yo) 是 zx 在 Ala) 的 由 {2Re q, —2Im q} 组 成 的 实 特 征 基 下 
的 坐标 . 在 此 基 下 , 矩阵 Ala) 有 实 标准 (Jordan) 型 : 


pa —w(a) ) 


w(a) (a) 


Ia) = T(a) Aa)T-"(q) = ( 


D 对 应 于 单个 特征 值 , 向 量 g(a) 和 pla) 可 以 如 Ala) 选择 为 光滑 地 依赖 于 a. 
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(3) 假设 在 a = 0, (3.11) 中 的 函数 F(z,a) 表示 为 
F(z,0) = =B(z, x) + Ce， x, £) + O(||z\I*), 


这 里 B(z,y) 和 C(z,y,u) 是 z,y, ve R? 的 对 称 多 重 线性 向 量 函数 . 其 坐标 是 


2 2m 
B,(z,y) = a a egies i=1,2 
ü 2 F(E 
Ci(a,y,u) = pa IEEE le- {may i= 1,2. 
于 是 


B(zq + 2 G,2q+2 q) = 2°B(q,q) + 222B(4,9) + PBZ), 
其 中 q = q(0), p = p(0), 故 g(z, 2,0) 中 二 次 项 的 Taylor 系数 gx 1, K+1=2 可 用 下 
面 公式 表示 
920 = (p, B(q,q)), Jiu = (p, B(q, 0)), Jo2 = (p, B(g, 9)), 
类 似 地 , 计算 C 得 
921 = (p, C(q, q, q)). 

(4) a 的 标准 化 是 无 关 紧 要 的 . 事实 上 , 假定 g 由 (g,q) = 1 标准 化 了 , 对 任何 
非 零 ye C1, 向 量 f = yg 也 是 特征 向 量 , 但 其 范 数 (4,4) = HP. W p = =P. 将 保持 
未 触及 的 有 关 标 准 化 : (5,0) = 1. 显然 , 用 gp 计算 Taylor 系数 Gy 不 同 于 原来 的 
ont. 例如 , 可 以 由 多 重 线性 表达 式 验证 


a2 
r z 二 > 了 这 
G20 一 7920， Gi = F911» ğoz 一 了 902， 入 二 有 go 


但 是 , 这 个 改变 很 容易 用 变量 的 线性 尺度 化 : z = > 来 消除 , 即 可 求 得 与 前 面相 同 


的 w 的 方程 . 
例如 , 对 已 经 是 实 标准 型 i= J(a)z, 其 中 J 是 上 面 所 给 . 对 应 于 标准 关系 


= (p, 2) = 21 + ize, = (q, 9) = 3 这 时 


OE O 
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作 非 线性 ( 复 ) 坐标 变换 来 简化 (3.12), 首先 去 掉 所 有 的 二 次 项 . 
引 理 3.4 FA 
之 一 和 z 十 a? + gz + 203? + O(|z|?)， (3.14) 
对 充分 小 |al, 可 借助 依赖 于 参数 的 复 坐标 可 逆 变 换 
z=wt ta ya + hyyww + mao, 
变 为 一 个 没有 二 次 项 的 方程 
w = Aw + O(\w)3), 


其 中 入 = Xa) = HA(a) + iw(a), u(0) = 0, w(0) = wo > 0, 以 及 Jij = gila). 
证 明 ”变量 变换 的 逆 变 换 由 表达 式 


w=z- ha ,2 — hiizz— hoz 52 + O(|z|3) 
2 2 . 
给 出 . 因此 
wÙ =% — hæzż — hy (22 + 22) — hoo? Z4+--- 
二 Az 十 (2 一 Nhzo ) z? + (911 — Abi — Ahi) zz + (= 一 Miso) Z 4... 
= Aw + 3 (920 一 M20) w? + (gir — Ahi Jw 


1 a 
a (902 — (2A — A)hoz) ©? + O(\w]). 


所 以 , 若 令 
920 gil 902 
hao = =, hay ho: me tee 
就 “消去 ”了 (3.14) 中 所 有 的 二 次 项 . 由 于 和 (0) = iwo, wo > 0, 对 所 有 充分 小 lal, 
上 面 的 分 母 不 为 零 , 故 变换 有 效 . 口 


注 (1) 所 得 的 坐标 变换 是 系数 光滑 地 依赖 于 a 的 多 项 式 . 逆 变 换 有 相同 性 
质 但 不 是 多 项 式 . 它 的 形式 可 用 待定 系数 法 得 到 . 在 原点 的 某 个 邻 域内 变换 由 于 它 
的 线性 部 分 而 接近 于 恒 同 变换 . 

(2) 注意 , 变换 改变 了 (3.14) 的 三 次 (以 及 高 次 ) 项 的 系数 . 0 

假设 已 经 移 去 了 (3.14) 中 的 所 有 二 次 项 , 我 们 尝试 消去 三 次 项 . 这 “几乎 ” 是 
可 能 的 : 仅仅 有 一 个 下 面 引 理 所 述 的 “抵触 ”项 . 

引 理 3.5 方程 


这 一 Xz 十 TF + ee + pee + ez + O(|z/*), 
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其 中 入 = Xa) = ula) +iw(a),A(0) = 0,w(0) = wo > 0, 以 及 gij = gula), 对 所 有 充 
分 小 的 jal, 经 依赖 于 参数 的 可 逆 复 坐标 变换 


加 h30 3 , har» hig sai? hos _3 
zewt Su? + ww + ww er Ta 
变 成 三 次 项 只 有 一 项 的 系统 


w = AW + ww + O(\w*), 


其 中 cl = ei (a). 


证 明 SERE 
a h30 3 hay „25 hig ag hos 3 4 
w= eee i |e? + Olle’). 
因此 
hos 
wÙ 一 之 一 Pao 223 — ÄRI (223 4 2? 之 ) 一 (22 + 222 Zz) 一 >? Ze. 
= 930 _ Ah30 3 921 = = Ahoy 25 
-Xz+ (2 > ) : +(2 Aho 5 
912 ”Ah21 go3 _ Ahos \ ,a 
+( 9 5 和 ja 2) 22 2 十 (= 全 


1 1 
二 Aw 十 6(930 — 2Aha0)w3 + 5 (21 一 (入 十 Ahar ww 
1 1 
+5 (912 一 2Ahi2)ww? + 5 (903 + (A = 3A)hog) 3 + O(jw]*). 


从 而 , 若 令 
930 = I „= 9 
DAT, SR ONY ~ 


就 可 消去 上 面 方程 中 除 wo 项 外 的 所 有 三 次 项 , 对 此 要 分 别处 理 . 由 于 对 所 有 充 
分 小 |al, 变换 中 所 有 分 母 都 不 为 零 , 故 变换 有 效 . 
也 可 形式 地 令 


h30 = 


以 消去 wo 项 . 对 小 的 a AO 这 是 可 能 的 , 但 是 在 a = 0 时 分 母 为 零 : 和 (0) 填 X(0) 

iwọ — iwọ = 0. ge aaa a 的 变换 , > ho = 0, 得 

921 

= 口 
注 ” 剩 下 的 三 次 wo 项 称 为 共振 项 . 注意 , 该 项 的 系数 与 引 理 3.5 中 原来 方 

程 的 三 次 项 z2z 的 系数 相同 . oO 


Cc) = 
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现在 , 结合 前 面 两 个 引 理 得 
引 理 3.6(Hopf 分 支 的 Poincaré 规范 形 ) ”方程 


2 ast? + O(\zI*), (3.15) 
2<k+l<3 
这 里 入 = Xa) = p(a) + iw(a), u(0) = 0,w(0) = wo > 0, 以 及 gij = 9ij(Q), 对 一 切 充 
分 小 的 lal, 利用 光滑 依赖 于 参数 的 复 坐 标 可 逆 变 换 


-2 


hao . ho: h hig _ hos _ 
z=wt+ er +hyyww + =e + au vw? + ae 


站 
可 化 为 只 含 共振 三 次 项 的 方程 
w = Aw + cawi + Owl"), (3.16) 


其 中 cy = cala). 
证 明 ”显然 , 引 理 3.4 和 3.5 中 定义 的 变换 的 合成 就 可 以 担任 这 个 任务 . 首先 ， 
用 引 理 3.4 中 定义 的 变换 


h h 
z=w+ w? +huww + z P, (3.17) 
其 中 
920 Jil 9Jo2 
h = —, h = =, h = . 
20 入 11 X 02 2X— A 


这 将 消去 方程 中 所 有 的 二 次 项 , 但 得 改变 三 次 项 的 系数 ，vw2 的 系数 现在 是 5a 
代替 Zon. 然后 , 再 作 引 理 3.5 中 定义 的 变换 以 消去 所 有 除 共 振 项 以 外 的 三 次 项 ， 


而 该 项 的 系数 为 2921， 由 于 出 现在 (3.16) 中 的 四 次 和 更 高 次 项 仅 影响 O(jwl*) 项 

它们 可 截 去 . o 
因此 , 全 部 工作 需要 计算 去 得 到 系数 co, 即 方程 (3.15) 经 二 次 变换 (3.17) 后 

wo 项 的 新 系数 T 可 以 用 引 理 3.4 和 引 理 3.5 同样 的 方法 来 计算 (3.17) W% 

映射 . 遗憾 的 是 , 现在 必须 知道 直到 并 包括 三 次 项 的 逆 映 射 @.， 不 过 , 可 避免 (3.17) 

的 逆 映 射 的 明显 表达 式 . 

O DORRE 仅仅 要 求 逆 映射 的 “共振 ”三 次 项 ， 


h20 2 ho2 _2 
2 


1 ‘ z 
w=z-— -Mizz— -Z + z huh + 2jhii|? + |hozl?)z2z+..., 


其 中 省 略 号 表示 所 有 没有 出 现 的 项 . 
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事实 上 , 有 两 种 方法 用 w 和 o 表达 一 种 方法 是 将 代 换 (3.17) 代入 原来 的 
系统 (3.15)， 另 一 种 方法 是 , 由 于 知道 了 结果 形式 (3.16) 是 由 (3.15) 变 过 来 的 , 可 
用 计算 (3.17) 的 微分 求 得 2: 


zZ=wt+ haww 十 hi1 (ww + ww) + hooww, 


再 用 (3.16) 来 代 换 o AVE RISES. 比较 所 得 2 的 表达 式 中 二 次 项 的 系数 , 得 到 上 
面 关 于 hoo, hil 和 hoo 的 公式 , 使 wlwl? 项 前 面 的 系数 相等 , 则 得 


— googir(2A+A) lgul \go2|? 921 
waea CA AN 
因为 Al 9i 是 参数 的 光滑 函数 , 这 个 公式 就 给 出 了 ci KF a 的 依赖 性 . 在 分 支 
参数 值 a = 0, 上 面 的 方程 化 为 


i 1 
cı (0) = Zw (s291: — 2\g11|? — T 一 (3.18) 


现在 将 Poincaré 规范 形变 换 成 上 一 节 研 究 过 的 规范 形 . 
引 理 3.7 考虑 方程 


党 = (u(a) + iw(a))w + c1(a)w|wl? + O(\w!*), 


这 里 , u(0) = 0, 以 及 w(0) = wo > 0. 
假设 p (0) #0 和 Re c)(0) 40, 则 借助 于 依赖 于 参数 的 坐标 线性 变换 、 时 间 重 
尺度 化 以 及 非 线 性 时 间 重 参数 化 , 将 系统 化 为 
$= (0+ + sulul? + Ou) 
这 里 以 是 新 复 坐 标 , 0,8 分 别 是 新 时 间 和 参数 , 以 及 s = sign Re c1(0) = +1. 
证 明 ”第 一 步 (时 间 线 性 尺度 化 )， 引 入 新 时 间 r= wlat, 由 于 对 充分 小 lal, 
wla) > 0, 故 保 持 时 间 方 向 . 于 是 


SY = (8 + ipw + di (B)wlwl? + O(lwl®), 


其 中 
B= bla) = pla) di(5) = cı(a(8)) 
wa) wal) 


可 视 8 为 新 参数 , 因为 


p’'(0) 
w(0) 


B0) =0, 8'(0) = Co 40, 


- 86 . 应 用 分 支 理 论 基础 


于 是 , 反 函 数 定理 保证 a 作为 8 的 函数 的 局 部 存在 性 和 光滑 性 . 注意 d 是 复数 . 
第 二 步 ( 非 线性 时 间 重 参数 化 )， 沿 着 轨道 引入 新 时 间 9 = 9(7, 8) 重 参数 化 变 
换 , 这 里 
dé = (1 + €1(8)|w|?)dr, 
其 中 e1(8) = Im di(6). 时 间 变 换 在 原点 小 邻 域内 接近 于 恒 同 变换 . 应 用 时 间 的 这 
个 新 定义 得 到 
ag = (G+ iw + b(B)wlw)? + Ollut), 
这 里 11(8) = Re di(@) - Be1(6) 是 实数 , A 
Re c1(0) 
w(0) ` 


第 三 步 (线性 坐标 尺度 化 ). 最 后 引入 新 的 复 变 量 u: 


(0) = (3.19) 


u 
= JO 
鉴于 Re c (0) #0, 这 是 可 能 的 , 因此 L (0) 40. 于 是 方程 取 所 要 求 的 形式 


du _ (8) 
ET; (8+ i)u+ RO 
其 中 s = sign l (0) = signRe c1(0). 口 
定义 3.3 RAK ni(6) 称 为 第 一 个 Lyapunov 系数 . 
由 (3.19) 得 知 , 4 8=0 时 , 第 一 个 Lyapunov 系数 可 由 公式 


ulul? + O(lul’) = (8 + i)u + sulul? 二 O(lul4)， 


1 ; 
l (0) = mz Relig20911 十 wog21) (3.20) 
wo 


计算 . 因此 , 为 了 计算 11(0)， 只 需 在 分 支点 计算 右 端 的 某 些 二 阶 和 三 阶 导数 . 回忆 
1(0) 的 值 依赖 于 特征 向 量 g 和 p 的 标准 化 , 它 的 符号 (这 是 分 支 分 析 唯 一 关心 的 ) 
在 q, p 尺度 变换 下 不 变 , 服从 有 关 的 标准 化 (p, q) = 1. 注意 , s = 一 1 的 方程 写 
成 实 形式 与 上 一 节 系统 (3.10) 一 样 . 现在 , 综合 所 得 结果 得 下 面 的 定理 . 
定理 3.3 ”假设 二 维系 统 
dz 


g7, ceR’, o€R’, (3.21) 


了 AR, 对 所 有 充分 小 lol 有 平衡 点 + = 0, 有 特征 值 


X1,2(@) = (a) + iw(a), 


其 中 w(0) =0, w(0) = wo >0. 
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设 下 面 的 条 件 满足 : 
(B.1) (0) £0, 其 中 1 是 第 一 个 Lyapunov 系数 ; 
(B.2) py(0) #0. 
则 存在 可 逆 的 坐标 与 参数 变换 和 时 间 重 参数 化 , 将 (3.21) 变 为 


人 yı 2,,2)( r x 
£(2)-(2 3 人 (sj era(zjiaam o 


应 用 引 理 3.2, 可 以 去 掉 O(llyll4) 项 , 最 后 得 到 下 面 的 一 般 结果 . 
定理 3.4(Hopf 分 支 拓 扑 规 范 形 ) ”任何 一 个 单 参数 一 般 二 维系 统 


z= f(z,a) 
在 a = 二 0 有 平衡 点 工 =0, 具 特 征 值 


A1,2(0) = +iwo, wo > 0, 


它 在 原点 附近 局 部 拓扑 等 价 于 下 列 规 范 形 之 一 : 


yy \_/8 -1 Yi 2, 2 yı 

GEren  & 

注 ”定理 3.4 中 假设 的 一 般 性 条 件 就 是 定理 3.3 中 的 非 退化 条 件 (B.1) 和 横 

截 性 条 件 (B.2). 4 

上 面 两 条 定理 和 上 一 节 的 规范 形 分 析 以 及 关于 (0) 的 公式 (3.20) 提供 了 对 一 

般 二 维系 统 Hopf 分 支 分 析 所 有 必要 的 工具 . 在 第 5 章 还 将 看 到 如 何 处 理 n 维系 
统 ， 那里 n> 2. 

例 3.1( 一 个 捕食 -被 捕食 模型 的 Hopf 分 支 ) ”考虑 下 面 两 个 微分 方程 的 系统 

| tı = rzı(l — zı) — lade 


a+r’ 
. CTIC2 
T2? = 一 GZ2 十 ——. 
a+, 


(3.22) 


这 个 系统 刻画 了 单个 捕食 -被 捕食 生态 系统 的 动力 学 (Holling, 1965). 这 里 zl 与 xp 
是 (无 量 纲 ) 种 群 数 , rcd 与 a 是 刻画 孤立 种 群 性 态 以 及 它们 相互 之 间作 用 的 参 
数 . 视 a 为 控制 参数 , 并 假设 c > d. 

为 简化 以 后 的 计算 , 考虑 多 项 式 系统 


tı 一 rzl(a 二 zi)j(1l 一 zi) 一 crl72， 
t 一 一 adza + (c — d)r1 29. 


(3.23) 
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这 个 系统 对 zl > -a 与 原来 的 系统 有 相同 的 轨道 (或 者 轨道 等 价 ， 见 第 2 
章 )( 它 是 原来 系统 的 两 边 乘 上 (a + zi), 并 用 dt = (a + zi)jdr 引入 新 的 时 间 变 量 + 
而 得 到 ). 

系统 (3.23) 有 非 平凡 平衡 点 


= (5. = hı T 1) | 
在 此 平衡 点 的 Jacobi 矩阵 为 


ard(c+d) [c-d acd 


ar(c — d(1 + d)) 


c—-d ? 
因此 
_ ola) ard(c+d) [e-d 7 
a ae Ez J 

对 

_e-d 

WE c+d’ 

有 HA(ao) = 0. 此 外 ， 

ed(c -d 

w? (œo) = ae > 0. (3.24) 


因此 , 在 a = ao 平衡 点 Eo 有 特征 值 和 Al2(ao) = iw(ao), Hopf 分 支 产 生 @. a > Qo 
时 平衡 点 稳定 , a < ao 时 不 稳定 . 注意 , a 的 临界 值 对 应 于 iz = 0 定义 的 直线 通 
Wa = 0 定义 的 曲线 的 最 大 值 ( 见 图 3.10). 因此 , 如 果 直 线 z = 0 在 最 大 值 的 右 
方 , 平衡 点 是 稳定 的 , 如 果 直 线 在 最 大 值 的 左 方 ， 平衡 点 是 不 稳定 的 . 为 了 应 用 规范 
形 定理 分 析 Hopf 分 支 , 必须 验证 定理 3.3 中 的 一 般 性 条 件 是 否 满足 . 横 截 性 条 件 
(B.2) 容易 验证 : 


j = aord(c+d) _ rd 
EOE oe = oe aN 


为 了 计算 第 一 个 Lyapunov 系数 , 固定 参数 a 在 它 的 临界 值 ao. 在 a = œ, JE 
平凡 平衡 点 Eo 的 坐标 是 


d 
(0) z(0) re 


Ti = — 


Z+d `? (ec+d2 


QD 由 于 (3.23) 仅仅 轨道 等 价 于 (3.22), 由 (3.24) 给 出 的 w(ao) 的 值 不 能 用 来 直接 计算 原来 系统 围绕 
Eo 的 小 振动 的 周期 . 
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3.10 在 Hopf 分 支 的 零 -等 倾 线 


用 变量 变换 
| Tı = a) + &1, 


0 
T2 一 Z2 + 2 


将 坐标 原点 移 到 此 平衡 点 . 此 变换 将 系统 (3.23) 变 为 


: d d 
各 =- 二 一 aft — c£ — rE = Fi (&1, £2), 
re(c — d) 


e = (e+ a)? Foe fi + (c — dté = Fo(Es€2). 


此 系统 可 表 为 
È= AE + SBE) + 3C(€,€,8), 


这 里 A = 4(ao), 以 及 多 重 线性 函数 BA C 对 平面 向 量 € = (6), n= (mm)? 
Al Ç= (61,62)7 取 值 


B(é.n) = = -2t em - e(€ine + 2m) | 
(c— d)(£1n2 + 2m) 


oeno = ( EM), 
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将 矩阵 4(ao) 写 为 形式 


0 = 人 
ae c+d 
w(x +d) 
一 一 一 一 0 
cd 


这 里 w? 由 公式 (3.24) BHO. 现在 容易 验证 , 复 向 量 
7 ( cd 7 w(c+ d) 
i 、 一 iw(c + d) a —icd 


Aq =iwq, 4Ip = —iwp. 


为 了 必要 的 标准 化 (p,q) = 1, 例如 , 可 取 


cd E 1 w(c + d) 
<= —iw(e+d) J’ aE 2wcd(c + d) —icd l 


现在 可 简单 计算 多 


为 适当 的 特征 向 量 : 


E eS. , p 
92 = (p, B(q,4)) = ee 


A = ~\\ — _ 9, 299 
c+d’ 921 = (p, C(q,4,7)) = 3re“d 》 


以 及 由 公式 (3.20) 计算 第 一 个 Lyapunov 系数 


_ red? 
gu = (p, B(q,@)) = 一 一 一 


red? 


Re(ig20911 + wg21) = — <0. 


1 
2 
显然 , 对 固定 参数 的 所 有 组 合 , 1(ao) < 0. 由 此 , 定理 3.3 中 的 非 退 化 条 件 (B.1) 成 
立 . 因此 , 由 Hopf 分 支 , 当 a < ao 时 从 平衡 点 分 支出 唯一 稳定 极限 环 ( 见 图 3.11). 


Q 


lı (ao) = 


@ 用 w 表示 Jacobi 矩阵 总 是 有 用 的 ,因为 这 可 简化 特征 向 量 的 表达 式 . 
© 计算 gzo,911 和 gar 的 另 一 个 方法 (如果 用 符号 操作 软件 可 能 比较 简单 ) 是 定义 复 值 函数 


G(z,w) = pi Fi(zqi + wq1, zq2 + wg2) + P2 F2(zq1 + wai, zq2 + wa2), 


其 中 , p,q 上 面 给 定 , 在 z = w= 0 计算 它 关 于 z,w 的 形式 偏 导数 , 得 到 g2 = Gzz, g1 = Gzw UR 
g21 = Gzzw. 用 这 个 方法 不 需要 多 重 线性 函数 . RAY 4. 
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a; 


fr OH oO Gy 


图 3.11 捕食 -被 捕食 模型 中 的 Hopf 分 支 


3.6 # J 
1. (生态 学 中 的 折 分 支 ) 考虑 下 面 的 微分 方程 
z=rz (1 去 ) —a, 


此 方程 模拟 具 常 数 收获 的 单 种 群 动力 学 , 其 中 z 为 种 群 个 数 , r AK DHA AR 
增长 率 与 种 群 容纳 量 , a 为 收获 率 , 它 是 控制 参数 . 求 参 数值 ao 使 系统 在 此 点 有 折 
分 支 , 并 检验 定理 3.1 中 的 一 般 性 条 件 . 基于 这 一 分 析 , 按 生 态 动力 学 解释 可 能 出 现 
超收 获 的 结果 . 这 例子 是 否 是 突变 分 支 ? 

2. ( 复 记 号 ) 验证 


ż = iz + (i + 1)z? + 2izz + (i-1)2” 


tı a 1 2 Ly + on 0 
za p ah =] T2 v3 T1T2 
的 复数 形式 , 只 要 特征 向 量 选 为 形式 
= =o 2 _ 3 1+i 
SVG ciety fo A ea gg dN 


如 果 选 择 另 外 满足 (p,q) = 1 的 qp, 上 述 的 复数 形式 有 何 变化 ? 
3.( 非 线性 稳定 性 ) 借助 复 坐 标 > = z 十 iy 将 系统 


是 系统 


& = —y — Ty + 2y?, 
y =z- ry 
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写 为 复数 形式 , 并 由 公式 (3.18) 计算 规范 形 系 数 c1(0). 原点 是 否 稳定 ? 
4. (Brussel 振子 的 Hopf 分 支 ) 考虑 第 1 章 中 的 系统 


tı = A — (B + 1)zı + 2x2 = Fo(2x1, 22, A, B), 
£2 = Bry, = TIT2 = Fz (Zz1, £2, A, B), 


固定 4 > 0 并 取 B 为 分 支 参 数 . 利用 有 效 的 计算 机 代数 系统 之 一 证 明 在 B = 1442 
系统 具有 超 临 界 Hopf 分 支 . 提示 : 用 下 面 的 一 序列 MAPLE 命令 解决 这 个 问题 
>with(linalg) ; 
>readlib(mtaylor) ; 
>readlib(coeftay1) ; 
上 面 第 一 个 命令 允许 我 们 使 用 MAPLE 线性 代数 软件 包 . 其 他 两 个 命令 执行 mtay- 
lor 和 coeftay1 程序 , 它们 是 从 MAPLE 库 中 分 别 计算 多 变量 截断 Taylor 级 数 和 它 
们 的 个 别 系数 . 
>F[1] :=A- (B+1)*X[1]+X[1] 人 ^2*X[2] ; 
>F[2] :=B*X[1]-X[1]^2*X[2] ; 
>J:=jacobian([F[1] ,F[2]] ,[X[1] ,xX[2]]); 
>K:=transpose(J); 
利用 这 些 命令 将 系统 的 右 端 输入 MAPLE 并 计算 Jacobi 矩阵 和 它 的 转 置 矩阵 , 
>sol:=solve({F[1]=0,F[2]=0,trace(J)=0}, {X[1] ,X[2] ,B}); 
>assign(sol); 
>assume(A>0); 
>omega:=sqrt(det(J)); 


这 些 命令 对 (21,22, B) 解 下 面 方程 组 


F (21,22, A, B) = 0, 
trF,. (21,22, A, B) = 0, 


并 在 所 求 的 解 上 验证 det F; = A? >0. Akt, Æ B = 1 + A? Brussel 振子 有 具 纯 虚 
特征 值 Ai = 土 iw,w = 4 > 0 的 平衡 点 


>ev:=eigenvects(J,’radical’); 
>q:=ev[1] [3] [1]; 
>et:=eigenvects(K,’radical’); 
>P:=et [2] [3] [1] ; 
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iA+A y /A+ 
We aan YPN aa 


是 Jacobi 矩阵 J = F, UAB Ee ERE RE R FE GE ey BO 


这 些 命令 显示 


Jq=iwq, Jp = —iwp. 


>s1:=simplify(evalc(conjugate(P[1] )*q[1]+conjugate(P[2]*q[2]))); 
>c:=simplify(evalc(1/conjugate(s1))); 
>p([1]:=simplify(evalc(c*P[1])); 
>p[2] :=simplify(evalc(c*P[2])); 
>simplify(evalc (conjugate (p[1] *q[1] *conjuate(p[2]*q[2])); 

用 上 面 的 命令 达到 标准 化 (p,q) = 1, 最 后 取 


_(_i4+4 人 _ (_i(At+ A?) 1-1)" 
-(- TFA ate r=( cary ae =) 
>F [1] :=A-(B+1) *x [1] +x [1] 42*x [2] ; 
>F [2] :=B*x [1] -x [1] 2*x [2] ; 
>x[1] :=evalc(X[1]+z*q[1]+z1*conjugate(q[1])); 
x[2] :=evalc(X[2]+z*q[2]+z1*conjugate(q[2])); 
>H:=simplify(evalc (conjugate (p[1]+*F[1]+conjugate(p(2]*F[2])))); 
用 这 些 命令 组 成 z = XX 十 zg 十 z 9, 并 计算 函数 


H(z,2)= (p, F(X + zq +Z q,A,1+ A?)) 


(在 MAPLE 命令 中 用 zl 表示 2). 
>g[2,0] :=simplify(2*evalc(coeftay1(H, [z,z1]=[0,0] , [2,0]))); 
>gl1,1]:= simplify (evalc(coeftay1(H, [z,z1]=[0,0], [1,1]))); 
>g [2,1] :=simplify(2*evalc(coeftay1(H, [z,z1]=[0,0], [2,1]))); 
上 面 的 命令 是 在 (z, 2) = (0,0) 计算 H(z, 2) 的 Taylor 展开 所 需要 ， 


A(z,Z) = iwz + J2 agin? ZF + O(|z|*) 
a<jreca 7 
给 出 
, (A — i)(A? — 1) A(3A — i) 
=A- = 一 -一 一 一 一 一 一 21 = 一 一 一 一 
920 1 911 14 A? > 921 ILAZ 


O 有些 MAPLE 工具 产生 不 同形 式 的 特征 向 量 . 
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>1[1] :=factor(1/2*omega’2) *Re (I*g [2,0] *g[1,1]+omega*g[2,1]); 
最 后 一 个 命令 计算 Lyapunov 系数 


1 ; 2+ A? 
1, (a9) = mz Re(ig20911 十 wg21) = ”24(1 十 42) < 0, 


并 人 允许 我 们 验证 它 是 负 的 . 
5. 验证 下 面 每 个 系统 在 平衡 点 对 某 个 a WA Hopf 分 支 , 并 计算 第 一 个 Lya- 
punov 系数 . 
(a) Rayleigh 方程 
£+2%° -2ax+2=0. 
提示 : 引入 y = 之 把 这 方程 写 为 两 个 微分 方程 的 系统 . 
(b) Van der Pol 振子 
ü- (a-y )jġ+y=0. 


(c) Bautin 的 一 个 例子 


L=y, 
y= =T + ay + r? + ry +y’. 
(d) 广告 扩散 模型 (Feichtinger, 1992) 


tı = afl — siz} + A(x — 1), 
re = x23 一 T2. 


6. 假设 一 个 系统 在 临界 参数 值 对 应 于 Hopf 分 支 有 形式 
1 2 1 2 
T =—wy + 了 jezz + fayry + 5 fyvy 
1 3 1 2 1 2 1 3 
+= fszt? + a Saxyt 2 十 5 fzyytY 十 = fi ANA 
6 2 2 6 
3 1 2 1 2 
y =wT + 79gzz7 十 9zyZ2 + aud 
1 3,1 2 1 2 1 3 
十 gzrz7 F gIreyT y + D9ryyTY 十 G69YY 下 


H f 5 g 计算 Re cl(0). 提示 : 见 Guckenheimer, Holmes (1983, 156). 为 应 用 所 得 
公式 , 需 将 系统 明显 地 变换 到 特征 基 上 , 如 本 章 所 描述 的 , 这 总 可 以 用 特征 向 量 和 
复数 记号 避免 . 
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3.7 附录 A: 引 理 3.2 的 证 明 


下 面 所 叙述 的 是 引 理 3.2 的 复数 形式 . 将 在 此 附录 中 给 出 它 的 证 明 . 
引 理 3.8 AK 


z= (a + i)z — z|z|? 十 Of|lzl (A.1) 
在 原点 附近 是 局 部 等 价 于 系统 
z= (a + i)z — zļzļ?. (A.2) 
证 明 ”第 一 步 ( 环 的 存在 性 和 唯一 性 ). 将 系统 (A.1) 写 为 极 坐 标 (p, ~) 形式 
| = p(a— p’) + (p, p), (A.3) 
$= 1+ V(p,9), 


其 中 ® = Olof), Y = Oll), 为 记号 简单 
起 见 . 这 些 函 数 与 a 的 依赖 性 未 标明 . (A.3) 
从 (p,p) = (po,0) 出 发 的 轨道 有 表达 式 ( 见 
图 3.12): p = p(w; po), po = p(0; po), p 满足 


方程 
dp _ pla—p)+® _ 3 m Po p 
T = p(a— p*) + R(p, p), 

(A.4) 


其 中 R = O(|pl*). HER, (A.3) 变换 到 (A.4) ”图 3.12 Hopf 分 支 的 Poincaré 映射 
FAFA p= 1 引入 新 的 时 间 参 数 化 ， 由 此 

得 知 , 从 半 轴 wp = 0, po > 0 出 发 的 所 有 轨道 回 到 这 个 半 轴 的 时 间 是 相同 的 . 因为 
p(w;0) 三 0, 可 对 p(y;p) 有 Taylor 展开 


p = ui(p)po + ua(p)po + us(p)p3 + Oipol’). (A.5) 


将 (A.5) 代入 (A.4) 并 求解 所 得 的 po 各 和 客 满 足 初始 条 件 wu1(0) = 1, u2(0) = ua(0) = 
0 的 线性 微分 方程 , 得 


1 — e209 


ui (9) =e%, ue(y) =0, u3(y) = e°? 


注意 , 这 些 表 达 式 关于 项 Ro, p) 无 关 . 因此 , 回复 映射 p pi = pln, po), 对 所 有 
R=O(p*) 有 形式 


pr = ezrapo -ezre[2r+O(ajlpg + Oloh). (A.6) 
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映射 (A.6) 对 充分 小 po 与 lal 容易 被 分 析 . 存在 原点 的 邻 域 , 在 此 邻 域内 ,对 小 
a < 0, 此 映射 只 有 平凡 不 动 点 . 对 小 a > 0, 此 系统 有 另外 的 不 动 点 pO = yat- 
(WA 3.13). 由 (A.6) 容易 得 知 不 动 点 的 稳定 性 . 考虑 到 映射 的 正平 衡 点 对 应 于 系 
统 的 极限 环 , 得 知 具 任何 O(|zl4) 项 的 系统 (A.3)( 或 (A.1)) 如 同系 统 (A.2) 当 a > 0 
时 从 原点 分 支出 唯一 (稳定 ) 极限 环 . 换言之 , 在 > = 0 的 某 邻 域内 对 充分 小 |al, 高 
阶 项 并 不 影响 极限 环 分 支 . 


A 


ph le) 


图 3.13 回复 映射 的 不 动 点 


第 二 步 ( 同 胚 的 构造 ). 对 所 有 应 用 来 说 , 建立 极限 环 的 存在 性 和 唯一 性 就 足够 
T, 尽管 如 此 , 额外 证 明 相 图 的 拓扑 等 价 性 工作 还 是 必须 去 做 . 

固定 小 而 正 的 a. 系统 (A.1) 和 (A.2) 在 原点 某 个 邻 域内 都 有 极限 环 . 假设 系 
统 (A.1) 中 时 间 重 参数 化 已 经 做 好 , 常数 回归 时 间 为 2x( 见 上 - - 步 ). 利用 (A.1) 中 
的 坐标 的 线性 尺度 化 使 得 环 与 水 平 半 轴 的 交点 为 zi = Va. 

按 下 面 的 构造 定义 映射 Zr Žž. 取 点 z = Tı 十 j7o2 并 求 值 (po; To), 这 里 ， To 是 
系统 (A.2) 从 水 平 半 轴 上 p = po 的 点 出 发 的 轨道 到 达 点 z 的 最 短 时 间 . 现在 , 在 此 
轴 上 取 p = po 的 点 并 构造 系统 (A.1) 从 这 点 出 发 在 时 间 区 间 0, ro) 上 的 轨道 , 以 
2=%+if2 记 所 得 的 点 ( 见 图 3.14). 对 z= 二 0, 令 z=0. 


3.14 Hopf 分 支 附近 同 胚 的 构造 
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所 构造 的 这 个 映射 就 是 同 胚 , 对 a > 0, 它 在 原点 的 某 邻 域内 映 系统 (A.2) 的 
轨道 为 (A.1) 的 轨道 , 且 保 持 时 间 方 向 . a < 0 的 情况 可 用 同样 方法 考虑 , 而 无 需 对 
坐标 进行 扩 度 化 . 口 


3.8 附录 B: Poincaré 规范 形 


虽然 Hopf 分 支 分 析 其 实 只 要 求 规范 形 理论 中 的 一 小 部 分 . 在 这 个 附录 里 还 是 
提供 这 个 理论 较 一 般 情 形 的 基本 介绍 . 
假设 Hy 是 分 量 是 次 齐 次 多 项 式 的 线性 向 量 函数 空间 .考虑 光滑 的 ODEs 
系统 
t= Ax + fO (x) 十 3)(z) 十 … ， 2 ER", (B.1) 


Xf”) e Hy, k > 2. 引 入 新 变量 ye Rn， 
e=yth™(y), (B.2) 


这 里 ht™) © Hm, 对 某 个 固定 的 m > 2. 现在 , h(™ 是 Hn PERS Ht. W 
(B.2) 在 原点 附近 可 逆 , 且 逆 变换 
y =z — h” (x) + O((|a|/"*") (B.3) 


光滑 . 因此 
y= ż he" (2)é + Olle” +) 
= [Un ~ h£” (z)) + O(llzllm)j ( +》 f(x) + outs) 
k=2 


m—1 


= Ay + J FW)+ [f° (y) - (AGW) Ay - AK (y))] + Olly"). 


k=2 


由 此 , 新 变量 y 满足 方程 


?2 一】 
y= Ayt DO FOl) + [£5 ) — Lah) y)] + Oly"), (B4) 
k=2 


这 里 线性 算 子 La 由 公式 
(Lah)(y) = hy(y)Ay — Ah(y) (B.5) 


定义 . 
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引 理 3.9 # he Hm, 则 对 一 切 凤 二 2, F Lahe Hm. 口 
注意 , 方程 (B.4) 中 所 有 次 数 小 于 m 的 项 与 方程 (B.1) 中 的 相同 , 而 m 次 项 
有 变化 , 与 fm(y) 相差 —(Lah(™)(y). 现在 , 在 Hm 中 引入 齐 次 方程 


Lahh™ = f™, (B.6) 


车 f(m 属于 La 的 值 域 LA(Hm), W (B.6) 有 解 h09, 这 意味 着 存在 变换 (B.2)， 
使 得 方程 (B.1) 中 所 有 m 次 齐 次 项 消去 ， 但是, 一般 S = g™ +r, 这 里 
g™ € LA(Hm), 而 r(m) 属于 La(Hm) Æ Hm 中 的 补 空间 Am. 因此 , 由 变换 (B.2) 
只 能 消去 (B.1) 中 f 的 gm 那 部 分 . 剩余 部 分 r(™) 项 称 为 m 次 共振 项 . 由 于 
万 ,不 是 唯一 确定 的 , 对 共振 项 也 一 样 成 立 . 

对 m = 2,3,4,--- 递归 地 应 用 叙述 的 消去 程序 , 就 证 明了 下 面 的 定理 . 

定理 3.5(Poincaré, 1879) “存在 多 项 式 坐 标 变换 


z =y +h (y) +A (y)+---+ Ay), AM € Hp, 


i= Ar + f(z), ceER", HP f(x) =O((|lx||’) 
EA 
ý = Ay + r® (y) + r® (y) +- +r (y) + Ollut), (B.7) 
这 里 , 每 一 个 7 6A k 次 共振 项 , BPa} k = 2,3,4,---,m, r™ e Ay. o 


系统 (B.7) 称 为 (B.1) 的 Poincaré 规范 形 . 

还 有 一 个 实际 问题 : 如 何 选择 补 空间 A, C Hk? 

对 A, C Hi 的 一 个 自然 选择 是 La(Hi) 在 A, 中 的 正 交 补 空间 .为 说 明 这 
一 点 , 用 Fredholm 交替 定理 . 设 (六 BA, 中 的 数量 积 , Ly 是 He 中 对 一 切 
u,v € Ay 满足 


(u, Lave = (Lau, v) 
的 线性 算 子 . 于 是 Ls, 的 零 - 空 间 
Ng = {u € Hy : Liu = 0} (B.8) 


是 LAH) 的 正 交 补 空间 ， 在 实践 中 , 可 以 将 齐 次 向 量 多 项 式 的 所 有 分 量 的 所 有 
单项 式 前 的 系数 作为 A, 中 的 坐标 来 处 理 . 对 每 个 kW, SHED RNO, 以 及 
Lalas 与 N(k) x N(k) 矩阵 MSY 分 别 等 同 . 由 这 些 等 同 , 可 以 在 RN 中 用 标准 
数量 积 (u,v) = urTu, 使 得 L% 用 转 置 矩阵 [MY]? 表示 . 于 是 , 子 空间 NG 是 由 
[MET 的 零 特征 值 所 对 应 的 所 有 特征 向 量 所 张 成 . 
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但 是 , 如 果 Ls( 或 者 等 价 地 ，M*) 的 零 特 征 值 没 有 广义 特征 向 量 与 它 相对 应 ， 
La 的 零 - 空 间 
Nk = {v € Hp : Lav = 0} (B.9) 
和 它 的 值 域 Ca4(Ex) 一 起 张 成 整个 He. 因此 , 在 这 种 情形 , 可 以 如 A, 用 NM, 将 上 
面 所 述 的 A, 与 RN(*) 的 等 同 , 零 空间 AM 是 由 MA 对 应 零 特征 值 的 所 有 特征 向 量 
所 张 成 . 
Bi B.1( 在 Hopf 分 支 的 Poincaré 规范 形 ) ”考虑 系统 (B.1),n = 2 H 


a= p TI wo > 0. 
Wo 0 


这 个 系统 有 平衡 点 x = 0, 有 一 对 纯 虚 特征 值 Ai2= iwo, wo > 0. 注意 , 任何 一 
个 具有 这 样 两 个 特征 值 的 2 x 2 ERAF A. BL, 有 形式 


(Lah)(y) = wohy(y) ( i ) idy ( aw) (B.10) 
yı hi(y) 


首先 考虑 空间 Hy. 任 一 向 量 多 项 式 {2 cm 可 以 写 为 


fy) = aiy? + a2yiy2 + a3Y2 
asy? + asyry2 + aey? 


故 (a1, a2,a3,a4,a5,a6) 可 考虑 为 Ho 中 的 坐标 . 用 (B.10) 容易 验证 


(a1 + a4)y? + (—2a; + 2a3 + as)yry2 + (—a2 + ac)y? 


(Laf))(y) = wo 
(一 al + as)y? 十 (一 aa — 2a4 + 2a6)y1y2 + (—a3 — as)y2 


WEE ac R? 上 的 作用 如 用 和 矩阵 

0 1 0 1 00 
-2 0 2 0 10 

-1 1 

MD wl ° 0 0 0 

-1 0 0 0 10 
0 -1 0-2 02 
0 0 -1 0 -1 0 
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KHR. 由 于 det(MP) = 9w6 40, La(H2) = Ho, 因此 , 所 有 二 次 项 可 由 坐标 变换 


z = y + h (y) 


KBE, 这 里 hO 由 [MP] la 表示 . VER, 这 个 变换 改变 上 > 3 次 项 . 
现在 , 假设 所 有 二 次 项 已 经 消去 , 故 (B.1) 可 以 写 为 


ý = Ay + f(y) + O(|lyil*), 


其 中 


f(y) = biy? + baytye + bayiy + bays E H 
bsyj + beyiy2 + bry1y3 + bsy} 


可 以 看 到 dim Hy = 8, 而 (b1, b2,- ,bs) 是 Hz 中 的 坐标 . 可 以 验证 La Æ Hs 上 的 
作用 可 以 用 矩阵 


0 1 0 0 1 0 00 

-3 0 2 0 0 1 00 

0-2 0 3 0 0 10 

M® = wo 0-1 0 0 0 01 
-1 0 0 0 0 1 00 

0-1 0 0-3 0 20 

0 0-1 0 0 -2 03 

0 0 0-1 0 0-10 


表示 . 正如 我 们 所 期 望 的 , 这 个 矩阵 是 奇异 的 : det MP = 0. 转 置 矩 阵 (MO)? 有 
二 维 零 -空间 Ni, 它 是 由 向 量 


V* = (3,0,1,0,0,1,0,3)7, W* = (0,—-1,0,—3,3,0,1,0)? 
所 张 成 (验证 ). 因此 , 可 选择 As 为 
Hs = span{V*, W*}. 


对 这 个 补 空间 Ay 的 选择 , Hs 中 的 共振 项 对 某 a, 8 e R! 有 形式 


3 2 | 2A 3 
Aaa ( "i FUM ya EP 02 | 
Yi1Y2 + 3y2 Syr + Y1Y2 
但 是 ,Ma 的 零 -空间 M 是 由 两 个 向 量 


V = (1,0,1,0,0,1,0,1)7, W= (0,—1,0,—1,1,0,1,0)7 
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所 张 成 , 而 没有 与 零 特征 值 相应 的 广义 特征 向 量 (验证 ). 因此 , 另 一 个 选择 是 
Hs = span{V, W}. 


按 这 个 选择 , WHE a, 8 e R', Hs 中 的 共振 项 是 


„O af tne ) ipl n- \ _ ( (om ~ ya)(y +y) 
yfy2 + y3 yi + nye (Byı + ay2)(y? + y2) 


现在 , 由 定理 3.5 得 知 光滑 平面 系统 在 Hopf 分 支 可 以 变换 成 规范 形 


nm | ùf 0 -wo yı 2, n | ay — Bye 3 
(2 (2 ) & ) sates (on 7o ) +ou ). 
引入 复 变 量 z = y + iyo, 得 到 熟悉 的 方程 


ż = iwoz 十 clz|z|2 + O(|z|*), z ECl， 


这 里 cl = at if. oO 
当 (B.1) 中 的 矩阵 A 是 对 角形 
à 0 0 
0 A2 0 
A= . 
0 0 Am 


时 , 可 容易 计算 La 在 Hm 上 限制 的 特征 值 . 考虑 向 量 单项 式 
hj(y) = yy yg"? Yn” ej, (B.11) 


其 中 mi > 0 是 满足 m + mz 十 … 十 mn = m 的 整数 , e; e R" 是 沿 着 y; 轴 的 单位 
向 量 . EH, hE Hm, 利用 (B.5) 可 知 


n 
(Lah;)(y) = (x: AkMk 一 3 YL yy? "ey. 
k=1 


因此 
Lah; = ((A,m) — Aj)hj, (B.12) 
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这 里 
à = (à1, À2, An m = (m1, m2, Mn)” 


以 及 用 了 R" 中 通常 的 数量 积 (. -) 使 记号 简单 . 方程 (B.12) 意味 着 由 (B.11) 确定 
的 向 量 - 单 项 式 h; 是 La 对 应 于 特征 值 


Hj = (A, m) Àj 


的 特征 向 量 . 因此 , L4 的 零 -空间 在 这 种 情形 是 由 向 量 -单项 式 h; 所 张 成 , 相应 的 
特征 值 Hj = 0, Bp 
dj = A,m). (B.13) 


这 种 单项 式 称 为 m 次 共振 单项 式 , 而 这 些 是 出 现在 r 中 仅 有 的 单项 式 . 对 固定 
的 m 和 每 个 ; = 1,2,.… ,n, (B13) 得 的 关于 A 的 特征 值 的 条 件 称 为 共振 条 件 或 
共振 . 
如 果 不 存在 m 次 共振 , 由 定理 B.1 得 知 , (B.1) 中 所 有 m 次 项 都 可 由 多 项 式 变 
换 消 去 . 出 现 共振 情况 , 满足 (B.13) 的 共振 单项 式 不 能 由 所 有 这 些 变换 从 (B.1) Æ 
端的 7 分 量 中 移 去 . 这 允许 我 们 在 某 些 情形 不 用 任何 计算 来 预报 Poincaré 规范 形 . 
例 B.2( 共 振 结 点 的 Poincaré 规范 形 ) ”考虑 系统 (B.1),n = 2 和 


(53) 


原点 x = 0 是 不 稳定 结 点 , 特征 值 = 1, A= 2 共振 : 
Az = 2 和 1 


这 是 一 个 2 次 共振 (m1 = 0, m = 2), 显然 没有 其 他 任何 次 共振 . 因此 , 只 存在 一 
个 共振 单项 式 -向 量 


以 及 (B.1) 局 部 光滑 等 价 于 系统 


yı yı 
， |= + O(|[y||’"), 
(2) ae) | 


其 中 ae R!, 以 及 m > 3 可 取 任 意 大 , 只 要 (B.1) 是 Cee 系统 . © 
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在 给 出 另外 例子 之 前 , 我 们 指出 , 上 面 对 于 z € R™ 考虑 的 (B.1), 以 及 所 得 的 
所 有 公式 对 z e C" 都 可 逐 字 逐 句 地 成 立 . 
例 B.3( 重 温 Hopf 情形 的 规范 形 ) ”再 次 考虑 系统 


(全 wh (2 ) +e. o= (7 Jew (B.14) 
i2 wo 0 T2 T2 
其 中 wo > 0. 若 引 入 复 变量 z = zl + ize, 则 (B.14) 可 写 为 复方 程 
Z=iwozt+gi(z,z), z ECl， 
其 中 g 是 z 的 光滑 函数 , z = zl — izz( 参 看 引 理 3.3). 由 于 z HERRIN 
Z = —iwoZ + go(z,zZ), ZEC!, 


这 里 gz(z, 习 = gi(z, Zz), 可 以 形式 地 在 C 中 引入 系统 


OE DEEE) e 
Zo 0 —iwo z2 92(21, 22) 

若 作 代 换 zi = z, 和 z = z, 则 第 一 个 方程 等 价 于 (B.14). 系统 (B15) HH (B.14) 
的 复 化 系统 . 注意 , (B.15) 有 对 角 的 线性 部 分 ,Xi = iwo 与 Az = -ico. 这 两 个 特征 


值 之 和 为 零 
Ai + A2 = 0,7 


对 任何 整数 > 1, 这 导致 两 个 2k + 1 次 共振 条 件 


Al = 和 Al 十 大 (和 Al 十 A2) = (k+ 1)A1 + kà2, 
A2 = Ag+ k(àı + 和 2) = kà + (k + 1) 和 X2. 


因此 , 共振 单项 式 为 
(GG)* Al ( 0 ) 
0 C2(C1C2)* 


这 里 (Q, C2)7 e C?. 因此 , 所 得 Poincaré 规范 形 的 第 一 个 方程 是 
G1 = iwoC + c1C?C2 + caC3C2 +..., 


或 者 
C=iwoC + cr€|¢|? +cacl + OCI), CEC, 
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其 中 cl E C, 第 二 个 方程 是 第 一 个 方程 的 复 共 罗 . 这 给 出 了 在 Hopf 分 支 直 到 第 
六 阶 规范 形 . > 

应 该 强调 , 在 这 个 附录 里 仅仅 确定 了 规范 形 一 般 结 构 的 一 个 概要 , 而 没有 给 出 
它们 的 系数 借助 于 原来 系统 的 表达 式 . 这 些 表达 式 可 用 待定 系数 法 得 到 ( 见 本 章 和 
第 8 章 ). 存在 映射 规范 形 理论 的 一 种 形式 ( 见 第 4, 9 章 ). 在 所 有 这 些 计 算 中 , 符号 
操作 系统 软件 是 很 有 用 的 . 


3.9 附录 C: 文献 评注 


平衡 点 的 折 分 支 本 质 上 已 经 知道 有 100 年 了 . 由 于 任何 一 个 数量 系统 都 可 以 
BA t= -V,(2,a), V 为 某 个 函数 , 而 一 般 依 赖 于 参数 的 梯度 系统 的 分 类 跟 突 变 
理论 (或 奇 点 理论 ) FAK. 因此 , 折 分 支 的 拓扑 规范 形 出 现在 Thom(1972) 的 七 个 
基本 突变 名 单 中 . 如 在 突变 理论 中 , 折 分 支 规范 形 可 用 Malgrange 预备 定理 导出 
(Arrowsmith, Place, 1990; Murdock, 2003). 采用 初等 方法 讨论 对 本 书 更 合适 . 

其 实 , 动力 系统 的 分 支 理论 与 光滑 函数 的 奇 点 理论 有 着 许多 内 在 联系 . Poston 
和 Stewart(1978) 及 Arnold (1984) 介绍 了 后 面 这 一 课题 . 但 是 应 该 指出 , 奇 点 理论 
的 大 部 分 结果 直接 应 用 于 平衡 点 分 析 但 没有 用 到 对 相 图 的 分 析 . 

规范 化 技巧 用 在 平衡 点 分 支 分 析 是 由 Poincaré (1879) 发 展 的 ， 附 录 B 给 出 
的 仅仅 是 规范 形 理论 最 简单 变 式 的 简短 阐述 . 这 个 附录 接近 于 Guckenheimer 和 
Holmes(1983, 3.3 节 )， 规 范 形 的 介绍 也 可 在 Arnold (1983) 和 Vanderbauwhede 
(1989) 中 找到 , 那里 解释 如 何 用 这 个 理论 到 局 部 分 支 问题 . 现代 综合 性 的 阐述 见 
Belitskii(2002) 和 Murdock (2003). 定理 3.4 是 由 Arnold (1972, 1983) 用 Poincaré 
规范 形 给 出 叙述 和 简短 证 明 . 

平面 上 在 具 一 对 纯 虚 特征 值 的 平衡 点 附近 一 般 单 参数 系统 的 相 图 分 支 首先 是 
由 Antronov 和 Leontovich (1939) 研究 . 他 们 用 原 属于 Lyapunov (1892) 的 后 继 函 
数 (回复 映射 ) 技巧 而 没有 受益 于 规范 化 . 用 一 般 平 面 系统 的 Taylor 系数 来 表达 第 
一 个 Lyapunov 系数 的 明显 表达 式 是 由 Bautin (1949) 得 到 的 . Andronov 和 他 的 合 
作者 们 对 这 个 分 支 的 结果 的 解释 可 以 在 Antronov 等 (1973) 中 找到 . 

Hopf (1942) 对 平衡 点 具有 一 对 纯 虚 特征 值 的 n 维系 统 , 在 某 些 临 界 参数 值 , 证 
明 出 现 振幅 递增 的 周期 解 族 . 他 没有 考虑 整个 相 图 的 分 支 . Hopf 文章 的 英文 译文 
包含 在 Marsden, McCracken (1976) 中 . 这 是 一 本 很 有 用 的 书 ， 其 中 还 包含 有 第 一 
个 Lyapunov 系数 的 推导 以 及 根据 隐 函 数 定理 对 Hopf 结果 的 证 明 . 

Hassard , Kazarinoff, Wan (1981) 用 Poincaré 规范 形 的 复数 形式 对 Lyapunov 
系数 (实际 上 是 ci) 给 出 了 更 简单 的 推导 . 本 书 实际 上 用 了 他 们 的 技巧 , 虽然 没有 
预先 假定 Poincark 规范 形 是 已 知 的 . 不 用 系统 的 中 间 变 换 到 它 的 特征 基 上 来 计算 
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复方 程 的 Taylor 系数 的 公式 也 可 以 从 他 们 的 书 中 找到 (用 中 心 流 形 简化 技巧 到 平 
凡 的 平面 情形 , 见 第 5 章 ). 我 们 也 广泛 地 运用 时 间 重 参数 化 去 得 到 更 简单 的 规范 
形 , 然后 用 它 来 证 明 环 的 存在 性 和 唯一 性 , 以 及 对 整个 相 图 分 支 的 分 析 ( 见 附录 A). 

证 明 在 Hopf 条 件 下 产生 周期 解 还 有 其 他 的 途径 .一 个 优美 的 方法 是 将 问题 
形式 地 化 为 在 周期 函数 的 泛 函 空间 中 求 一 个 抽象 方程 的 解 族 ， 并 应 用 Lyapunov- 
Schmidt 简化 ， 这 个 方法 允许 推广 到 无 穷 维 动力 系统 ,这 超出 本 书 的 范围 (Chow, 
Hale, 1982; Kielhofer, 2004). 
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这 一 章 的 结构 很 像 第 3 章 , 本 章 叙 述 n 维 离散 时 间 动 力 系统 不 动 点 的 最 简单 
分 支 的 分 支 条 件 : 折 分 支 、 翻转 分 支 和 Neimark-Sacker 分 支 . 然后 在 可 能 出 现 这 些 
分 支 的 最 低 可 能 的 维 数 下 研究 这 些 分 支 : 数量 系统 的 折 分 支 和 翻转 分 支 以 及 平面 
系统 的 Neimark-Sacker 分 支 . 第 5 章 将 说 明 如 何 将 这 些 结果 应 用 到 n 维系 统 中 去 ， 
那里 的 n 分 别 大 于 1 和 2. 


4.1 最 简单 的 分 支 条 件 
考虑 依赖 于 参数 的 离散 -时 间 动 力 系统 
cH flza)，zeRn，aeRR1L， 
这 里 映射 f 关于 z 和 a 都 光滑 . 有 时 将 这 个 系统 写 为 
#=f(2,a), 2,£¢€R", a€R’, 


这 里 表示 r 在 这 个 映射 作用 下 的 象 . 设 z = zo 是 这 个 系统 在 a = ao 时 的 双 
HAA. 当 参 数 变化 时 监控 这 个 不 动 点 以 及 它 的 乘 子 . 显然 , 在 一 般 情况 下 , 只 
有 三 种 方法 才能 破坏 双 曲 性 条 件 : 对 某 个 参数 值 , 要 么 单个 正 乘 子 趋 于 单位 圆 , 有 
m = 1( 见 图 4.1(a)), 要 么 单个 负 乘 子 趋 于 单位 圆 , 这 时 有 a = 一 1( 见 图 4.1(b)), 还 
有 就 是 一 对 单 复 乘 子 到 达 单位 圆 , 这 时 有 jy,2 = etito,0 < 90 < x ( 见 图 4.1(c)). 显 
然 , 需要 更 多 参数 才能 分 配额 外 的 乘 子 在 单位 圆 上 . 


(a) {b} 
图 4.1 RHE 1 临界 情形 
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这 一 章 其 余部 分 是 证 明 满 足 上 面条 件 之 一 的 非 双 曲 不 动 点 是 结构 不 稳定 的 ,以 
及 在 参数 变化 时 局 部 相 图 对 应 的 分 支 分 析 . 用 下 面 的 定义 结束 这 一 节 , 其 理由 后 面 


定义 4.1 对 应 于 1 =1 HP RMA (AW) PR. 
注 ”这 个 分 支 除 了 别 的 名 字 以 外 , 也 称 为 极限 点 分 支 、 鞍 - 结 点 分 支 ， 以 及 转 
向 点 分 支 . 9 


定义 4.2 ”对 应 于 m = 一 1 的 分 支 称 为 翻转 (或 倍 周期 ) 分 支 . 

定义 4.3 MMF m2 = e+, 0 < bo < 的 分 支 称 为 Neimark-Sacker( 或 环 
面 ) 分 支 . mE 

注意 , 折 分 支 和 翻转 分 支 只 当 n > 1 时 才 有 可 能 , 而 对 Neimark-Sacker 分 支 ， 
则 需要 n > 2. 

例 4.1(Hénon 映射 的 不 动 点 分 支 ) ”考虑 例 1.9 介绍 的 Hénon 映射 


AON: (4.1) 


E (8,a) 平面 上 求 对 应 于 上 面 定义 的 临界 情形 的 曲线 . 更 确切 地 说 , 求 参数 值 , 使 
得 对 这 些 参数 值 (4.1) 有 不 动 点 , 其 乘 子 满足 图 4.1 中 直观 的 分 支 条 件 之 一 . 
(4.1) 的 不 动 点 可 以 由 方程 组 


r=y, 
y =a- ßpr-y? 
求 得 . 由 此 得 知 , 所 有 不 动 点 在 直线 y = E, 它们 的 y 坐标 满足 方程 
y +(1+8)y-a=0. (4.2) 


因此 , (4.1) 的 不 动 点 不 多 于 两 个 . 
引入 (4.1) 的 Jacobi aR 


A(z, y, a, 8) = ( ka ) č 


折 分 支 条 件 导致 
det(A(x, y, a, 3) — In) = 0, 


这 里 (x,y) 是 不 动 点 的 坐标 , In 是 2 x 2 单位 矩阵 . 这 个 条 件 等 价 于 


1+8+2y=0. (4.3) 
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因此 , (a, 6) 平面 内 的 折 分 支 曲线 可 以 从 不 动 点 方程 (4.2) 和 折 分 支 条 件 (4.3) 组 成 
的 代数 方程 组 求 得 , 即 由 


y? +(1+8)y—-a=0, 
1+8+2=0 


消去 y 得 到 


t) 一 T a= a HÉ 


沿 着 这 曲线 , 映射 (4.1) ARTA m = 1 的 不 动 点 . 
类 似 地 , 翻转 分 支 条 件 可 以 写 为 
det(A(x, y,a, 8) + Iz) =0 
或 者 
14+ 6+2y=0. (4.4) 

结合 不 动 点 方程 (4.2) 和 翻转 分 支 条 件 (4.4), 得 方程 组 

y?’ +(1+8)y-a=0, 

1+8-2y=0. 
从 这 个 方程 组 消去 y, 当 它 的 参数 属于 曲线 

1) = TO [a= wt 


时 , 映射 (4.1) ART wo = -1 的 不 动 点 . 
最 后 , 考虑 Neimark-Sacker 临界 情形 . 注意 两 个 临界 乘 子 m2 = et? 的 乘积 
是 1: 
Hik2 一 1. 


由 于 相同 的 乘积 等 于 A(x, y, a, 8) 的 行列 式 , 由 Neimark-Sacker 条 件 得 
det A(z, y, a, 8) —1=0. 
由 此 , 对 (4.1) 的 两 个 乘 子 在 单位 圆 上 的 不 动 点 , 有 
1-6=0. (4.5) 


但 是 存在 两 个 复杂 因素 . 首先 , 当 映 射 (4.1) 有 不 动 点 时 仅 需 考虑 分 支 条 件 (4.5), 即 
考虑 (8,a) 平面 内 曲线 tO 上 方 的 参数 值 . 这 就 需 加 限制 a > -1. 其 次 , (4.5) 对 
于 两 个 实 乘 子 

HI 三 个， m=, ?| > 1 
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的 不 动 点 也 应 成 立 . 这 里 乘 子 jy 在 单位 圆 外 , FEF jw2 在 单位 圆 内 . 因此 , AA 
不 动 点 , 它 没 有 分 支 . 为 了 排除 这 种 可 能 性 , 必须 假定 a < 3( 验 证 )， 由 此 , (4.1) 沿 
着 曲线 tO Af 之 间 的 线段 


h) ={(8,0):8=1,-1<a<3} 
有 具 乘 子 p12 = etito,0 < bo <n 的 不 动 点 ( 见 图 4.2). © 


—2 
—3 2 —l 0 l 2 3 
3 


4.2 Hénon 映射 (4.1) 的 分 支 曲线 


4.2” 折 分 文 规范 形 
考虑 下 面 的 依赖 于 一 个 参数 的 一 维 动力 系统 


T a+r +T’ = falz, a) = fals). (4.6) 


映射 fo 对 小 Jal ERABEREAN. 系统 (4.6) 在 a = 0 AART u= f,(0,0)=1 
的 非 双 曲 不 动 点 zo = 0. 这 个 系统 在 x = 0 附近 对 小 的 |a| 的 性 态 如 图 4.3 所 示 . 对 


ce 二 人 a=0 a> O 


图 4.3” 折 分 支 
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a < 0, 系统 有 两 个 不 动 点 : rila) = Va, 左边 一 个 稳定 , 右边 一 个 不 稳定 . 
a > 0 时 , 这 个 系统 没有 不 动 点 . 当 a 从 负 值 到 正 值 穿 过 零 时 , 两 个 不 动 点 (稳定 的 
和 不 稳定 的 )“ 相 碰 ”, 在 a = 0 形成 一 个 /= 1 的 不 动 点 , 然后 就 消失 . 这 是 一 个 离 


散 - 时 间 动 力 系统 的 折 ( 切 ) 分 支 . 
at= | 通常 , 还 有 另外 的 方法 叙述 这 种 分 支 : 在 相 


空间 和 参数 空间 的 积 空间 ， 即 在 (2,0) 平面 内 
画 出 分 支 图 不 动 点 流 形 z- f(z,a) = 0 是 
一 条 简单 的 抛物 线 a = -zx?( 见 图 4.4). AE 
某 个 a, 容易 确定 这 个 系统 在 这 个 参数 值 的 不 动 
， 点 个 数 . 映射 将 不 动 点 流 形 投影 到 a 轴 上 时 在 
(z, a) = (0,0) 有 折 形 奇异 性 . 

注 “ 对 系统 z 王 a+z 一 z2 可 用 同样 方法 
考虑 . 分 析 揭 示 对 a > 0 系统 出 现 两 个 不 动 点 .4 
wage 现在 , 在 (4.6) 中 加 入 高 阶 项 , 即 考虑 系统 


图 4.4 不 动 点 流 形 T= a+r +r? + ryle, a) = Fa (x), (4.7) 


其 中 v = y(r, a) 光滑 依赖 于 (z, a). 容易 验证 , 在 x = 0 的 充分 小 的 邻 域内 , 只 要 
la| 足够 小 , 在 对 应 的 参数 值 , 系统 (4.7) 的 不 动 点 个 数 与 稳定 性 与 系统 (4.6) 的 是 
相同 的 . 进一步 , 对 每 一 个 小 |al, 原点 邻 域内 映 (4.6) 的 轨道 为 (4.7) 对 应 轨道 的 同 
FB ha 可 以 构造 出 . 这 个 性 质 在 第 2 章 称 为 依赖 于 参数 系统 的 局 部 拓扑 等 价 性 .应 
该 指出 , ha 的 构造 没有 连续 -时 间 情 形 (参看 引 理 3.1) 那么 简单 . 在 现在 的 情形 , 同 
HERR (4.6) 的 不 动 点 为 (4.7) 对 应 的 不 动 点 , 而 不 必 将 (4.6) 的 其 他 轨道 映 为 (4.7) 
的 轨道 . 尽管 如 此 , 对 在 (0,0) 的 邻 域内 所 有 (z, a) 满足 条 件 


falz) = ha? (Fa(ha(x))) 
的 同 胚 是 存在 的 (参看 第 2 章 ). 由 此 , 下 面 的 引 理 成 立 . 


引 理 4.1 系统 
r= a+r +r? + Olr?) 
在 原点 附近 局 部 拓扑 等 价 于 系统 
rea+r4+2?. 0 
4.3 ”一般 折 分 支 


我 们 将 证 明 系 统 (4.6)( 有 可 能 z? 项 的 符号 有 变化 ) 是 具 折 分 支 的 一 般 一 维 离 
散 - 时 间 系 统 的 拓扑 规范 形 . 在 第 5 章 也 将 看 到 , 在 某 些 强 意义 下 它 刻画 了 一 般 n 
维系 统 的 折 分 支 . 
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定理 4.1 假设 一 维 光 滑 系 统 
x> f(z,a), rER,aER! (4.8) 
fa =0 FRA S zo0 =0, & w= fe(0,0) = 1. 假定 条 件 (A.1) 和 (A.2) HA, Bp 
fzz(0,0) # 0; 
fa(0, 0) #0. 
则 存在 光滑 可 逆 的 坐标 与 参数 变换 将 系统 化 为 系统 
n= B+n+7? + O(n?) 
证 明 将 f(z,a) HE x = 0 KF x 进行 Taylor 展开 
f(z,a) = fola) + fi(a)z + fo(a)a* + O(z*). 


满足 两 个 条 件 : fo(0) = f(0,0) = 0 (不 动 点 条 件 ) 以 及 方 (0) = f.(0,0) = 1 ( 折 分 支 
条 件 ). 由 于 fi(0) = 1, 可 以 写 为 


f(x, a) = fola) + [1 + g(a)]z + fo(a)z? + O(a), 


其 中 g(a) 光滑 且 9(0) = 0. 
如 同 定理 3.1 的 证 明 , 引入 新 变量 &, 作 坐 标 平移 : 


€=2+6, (4.9) 
这 里 6 = 5(a) 将 适当 定义 . 由 (4.9) 得 


€=2£+6= f(rz,a)+6= f(E-—d,a) +6. 


因此 
Ë =[fo(a) ~ 9(a)6 + 户 (a)52 + O(63)] 
+E + [9(a) — 2fo(a)d + O(8 JE + [fo(a) + O(6)]é? + O(E?). 
假定 
(A. 1) f2(0) = 5 Fes (0,0) #0 


成 立 , 于 是 存在 光滑 函数 5(a), 使 得 对 所 有 充分 小 的 ijal, 上 面 映射 中 依赖 于 参数 的 
线性 项 被 消去 . 事实 上 , 使 得 这 项 消失 的 条 件 可 以 写 为 


F(a, ô) =g(a) 一 2f2(a6+0p(a,5) = 0, 
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对 某 个 光滑 函数 y. 有 


OF OF 


F(00)=0， 一 | =-2j(0) 守 0， 一 (0). 
6 (0,0) a ða (0,0) # g (0) 


由 此 得 知 满足 5(0) = 0 和 F(a, 6(a)) = 0 的 光滑 函数 5 = 5(a) 的 存在 性 (局 部 ) 和 


唯一 性 . 得 到 


sla) = GO a + Ola?) 
借助 &, 这 个 映射 可 写 为 
E = [fo(0)a + apla) + € + [fo(0) + O(a)]E? + OE), 


其 中 y 为 某 光 滑 函 数 . 
把 (4.10) 中 常数 项 (与 无 关 ) 考虑 为 新 参数 u= ula): 


u = fo(0)a + a? ya). 


有 

(a) A(0) = 0; 

(b) '(0) = f9(0) = fa(0, 0). 
如 果 假 定 


fa(0,0) #0 


成 立 , 则 由 反 函 数 定理 , 满足 (0) = 0 的 光滑 反 函 数 a = a(n) 存在 且 唯 一 


方程 (4.10) 现在 化 为 
E= u +E + d(uje? + O(E3), 

由 第 一 个 假定 (A. 1), 这 里 MA) 是 满足 6(0) = fo(0) 40 的 光滑 函数 . 

S n= |b(w|E Al 8 = | 则 得 到 

7 = B+n+ sn? + O(n’), 

其 中 s = sign b(0) = +1. 

应 用 引 理 4.1 可 以 消去 项 Oln), 最 后 得 到 下 面 的 一 般 结果 . 

定理 4.2( 折 分 支 的 拓扑 规范 形 ) ”任何 一 个 一 般 的 单 参数 纯 量 系统 


x= f(x,a), 


(4.10) 


. 由 此 ， 


假设 它 在 a = 0 有 不 动 点 zo = 0 BR u= f,(0,0) =1, 则 它 在 原点 附近 局 部 拓扑 


等 价 于 下 面 的 规范 形 
n= B+R’. 


o 


第 4 章 ”离散 -时 间 系统 不 动 点 的 单 参数 分 支 -113- 


注 ”定理 4.2 的 一 般 性 条 件 就 是 定理 4.1 的 非 退 化 条 件 (A. 1) 和 横 截 性 条 件 
(A. 2). 


44 翻转 分 支 的 规范 形 
下 面 考虑 依赖 于 一 个 参数 的 一 维 动力 系统 


r —(1 +a)r +z? = f(r,a) = falz). (4.11) 


映射 fa 对 小 的 |al 在 原点 的 邻 域 内 可 逆 . 系统 (4.11) 对 所 有 a 有 不 动 点 ro = 0, 
KF p= -(1+ a). 这 个 不 动 点 对 小 a < 0 是 线性 稳定 , 对 a > 0 是 线性 不 稳定 . 
在 a = 0, 它 不 是 双 曲 的 , RART u= 广 (0,0) = -1, 不 过 它 是 ( 非 线性 ) 稳定 的 . 
对 小 的 lal, 这 个 系统 在 原点 附近 没有 其 他 的 不 动 点 . 
现在 考虑 映射 (4.11) 的 二 次 迭代 f2(z). S y= falx), W 
fa(7)=fa(y) = -(1 + a)y + y? 
=—(1+a)[-(14+ a)r + 23] + [-(1 + ajz + 2z3] 
=(1+a)?x — [(1+a)(2 + 2a + a?)]z? + O(2°). 


显然 , 映射 f2 有 平凡 不 动 点 zo = 0. 对 小 的 a > 0, 它 还 有 两 个 非 平凡 不 动 点 : 
T1,2 二 fèlle), 
其 中 z1,2 = 土 Va( 见 图 4.5). 这 两 个 点 是 稳定 的 , 且 构 成 原来 映射 fa 的 周期 2 环 . 
这 意味 着 
T? = fa(21), Ti = falza), 


这 里 z1 Ary. 图 4.6 显示 在 阶梯 图 的 帮助 下 系统 (4.11) 的 完全 分 支 图 . 当 a 从 上 
面 趋 于 零 时 周期 2 环 “ 收 缩 * 并 消失 . 这 是 一 个 翻转 分 支 . 


于 pa 


Mr< 0 a=0 asd 


45 ”翻转 分 支 附近 的 二 次 迭代 
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or 0 a=0 


46 翻转 分 支 


另外 , 叙述 这 个 分 支 的 方法 是 用 (t, a) 
平面 ( 见 图 4.7). 在 这 个 图 中 , 水 平 轴 对 应 
(4.11) 的 不 动 点 (a < 0 时 稳定 , aq > 0 时 
MRE), “抛物 线 ” 代 表 a > 0 时 存在 稳 
定 的 周期 2 环 {21,22}. 

如 通常 , 考虑 高 阶 项 对 系统 (4.11) 的 
影响 . 

引 理 4.2 系统 


4.7 ”对 应 于 二 次 迁 代 叉 分 支 的 翻转 tre -(1 +a)z +z? + O(2") 


在 原点 附近 局 部 拓扑 等 价 于 系统 
2Z 号 一 (1 十 alz 十 z3. 口 


不 动 点 以 及 周期 2 环 的 分 析 是 一 个 简单 的 练习 . 证 明 的 剩余 部 分 并 不 容易 , 这 
ERE. 
情形 
rr —(l+a)2—-2° (4.12) 


可 用 同样 方法 处 理 . 对 a A0, 不 动 点 co = 0 有 如 (4.11) 一 样 的 稳定 性 . 在 临界 参 
数值 a = 0 不 动 点 不 稳定 . (4.12) 的 二 次 迭代 的 分 析 揭 示 它 在 a < 0 时 有 一 个 不 稳 
定 的 周期 2 环 , 此 环 在 a = 0 处 消失 . 高 阶 项 并 不 影响 分 支 图 . 

注 ”类似 于 Antronov-Hopf 分 支 , 系统 (4.11) 中 的 翻转 分 支 称 为 超 临 界 或 者 
“HR” 的, 系统 (4.12) 中 的 翻转 分 支 称 之 为 亚 临 界 或 者 “ 硬 ” 的 . 分 支 类 型 由 不 动 点 
在 临界 参数 值 的 稳定 性 确定 . © 
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4.5 一般 翻 转 分 文 
定理 4.3 考虑 一 维系 统 


rte f(z,a), rEeR!, aeR, 


光滑 函数 f 对 所 有 a 和 zo = 0 满足 f(z0,Q) = to, € u = f,(0,0) = 一 1. 假设 下 
面 的 非 退 化 条 件 满足 : 
(B. 1) 5(fzz(0,0))? + 5 feza (0,0,0) #0: 


(B. 2) fra(0,0) £ 0. 
则 存在 光滑 的 坐标 与 参数 的 可 逆 变 换 将 系统 变 为 


n= —(1+ 8)n +n? + O(n'). 
证 明 ”映射 f 可 以 写 为 . 
jza) = filaz + fola)a? + fala)? + O(2"), (4.13) 
其 中 fila) = —[1+ g(a)], 9 为 某 个 光滑 函数 , 因为 9(0) = 0, 且 按 照 假 设 (B. 2), 
9 (0) = fea (0,0) # 0, 


函数 9 局 部 可 逆 , 且 可 用 作 引 入 的 新 参数 


映射 (4.13) 现在 取 形 式 
= = p(f)x + a(B)r? 二 DB)z3 + O(z4)， 
这 里 (8) = -1(1+ 8), 函数 a(8) 和 MB) 光滑 . 有 
a(0) = 户 (0) = 5 fz=(0,0), (0) = Ž fars(0.0). 


执行 光滑 坐标 变换 
z= y+ dy’, (4.14) 
其 中 56= 5(6) 是 待定 的 光滑 函数 . 变换 (4.14) ERARE, EAT 
以 用 待定 系数 法 求 得 
y = 2 — bx? + 26°23 十 O(z4). (4.15) 
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利用 (4.14) 和 (4.15) 得 到 
ğ = uy + (a + ôu ou)y + (b + 26a — 2őulőu + a) + 2623)y? + Oly’). 


由 此 , 对 所 有 充分 小 | 中 , > 


= a({3) 
42(B) — p(B)’ 


就 可 以 “去 除 掉 ” 二 次 项 . 由 于 12(0) — (0) = 2 £0, 这 是 可 以 办 到 的 . 这 就 给 出 


6(8) 


2a? 


ğ = py + ( a -) y? + O(y*) = —(1 + B)y + e(B)y* + Oly’), 


其 中 某 个 光滑 函数 c), 满足 


c(0) = a? (0) + b(0) = (fea(0,0))? + fea(0, 0). (4.16) 
YER, 由 假设 (B. 1) 知 c(0) £0. 
应 用 重 尺度 化 
y= TENN 
|c(3)| 


在 新 的 坐标 7 F, 系统 取 所 期 望 的 形式 
jr —(1 + B)n + sm + O(n’), 


其 中 s = sign c(0) = +1. 口 
应 用 引 理 4.2, 得 到 下 面 的 一 般 性 结果 . 
定理 4.4( 翻 转 分 支 的 拓扑 规范 形 ) ”任何 一 个 一 般 的 单 参数 纯 量 系 统 


Ie f(z, a), 


BREE A= 0 有 不 动 点 to, RF w= fs(0,0) = -1 则 该 系统 在 原点 附近 拓扑 等 
价 于 下 面 规范 形 之 一 : 


n= —(1+8)n£7°. 口 
注 ”当然 , 定理 4.4 中 的 一 般 性 条 件 就 是 定理 4.2 中 的 非 退化 条 件 (B. 1) 和 
横 截 性 条 件 (B. 2). 0 


例 4.2(Ricker 方程 ) 下 面 考虑 一 个 单 种 群 模型 (Ricker, 1954): 


ae -I 
Tk+1 = arpe F, 
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其 中 zk EARE k 年 的 密度 , a > 0 是 种 群 增长 率 . 右 端 函数 顾及 到 在 高 密度 种 
群 内 部 竞争 的 负 作用 . 上 面 的 递 推 关系 对 应 于 离散 -时 间 动 力 系统 


TH are 7 三 za). (4.17) 


系统 (4.17) 对 所 有 的 参数 值 a 有 平凡 的 不 动 点 zo = 0. 但 是 , 在 ao = 1, 出现 非 平 
凡 正 不 动 点 


Zl(a) = Ina. 


这 个 不 动 点 的 乘 子 由 表达 式 
Ha 一 1 一 na 


给 出 . 因此 , 1 < a < al 时 ，zl 稳定 , a > aa 时 ，zl 不 稳定 . 这 里 a, = e2 = 
7.38907.…. 在 这 个 临界 参数 值 a = a1, 不 动 点 有 乘 子 ular) = --1. 因此 翻转 分 支 
产生 . 为 应 用 定理 4.4, 需要 验证 对 应 的 非 退化 条 件 , 其 中 所 有 的 导数 都 必须 在 不 动 
点 z(a) = 2 和 在 临界 参数 值 a 处 计算 . 

可 以 验证 


1 1 


因此 , 当 a > aa 时 , 从 zi 产生 唯一 且 稳 定 的 周期 2 环 分 支 . 

这 个 周期 2 环 的 命运 可 以 进一步 跟踪 .可 以 数值 证 实 ( 见 练习 4), 这 个 环 在 
az = 12.50925--- 由 于 翻转 分 支 而 失去 稳定 性 ， 导致 产生 一 个 稳定 的 周期 4 环 . 它 
又 在 a, = 14.24425.… 产生 一 个 稳定 的 周期 8 环 , 而 它 又 在 as = 14.65267.… K 
去 稳定 性 . 接 下 来 的 倍 周期 发 生 在 arg = 14.74212.. (E 4.8 给 出 了 几 个 倍 周期 ). 


0 ! EA 
0 o 4 ag 1202 oG 


cr 


图 4.8 Ricker 方程 中 的 倍 - 周 期 (翻转 ) 分 支 的 瀑布 (级 联 ) 
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很 自然 , 假设 存在 一 个 分 支 值 的 无 穷 序 列 : muy, m(k) = 2*,k = 1,2,---(m(k) 
Æ k 倍 前 一 个 环 的 周期 ). 进一步 可 以 验证 , 至 少 这 个 序列 前 面 几 个 元 素 接近 于 等 
比 级 数 . 事实 上 , 当 增加 时 , 商 


Qm(k) 一 Qm(k—1) 
QAm(k+1) 一 Am(k) 


IAF ur = 4.6692---. 这 个 现象 称 为 倍 周期 的 Feigenbaum AK, 常数 pr 就 称 为 

Feigenbaum 常数 . 最 奇怪 的 事实 是 许多 具有 翻转 分 支 级 联 的 不 同系 统 的 这 个 常数 

是 相同 的 . 这 个 普 适 性 有 其 深刻 意义 , 这 一 章 的 附录 A 中 再 讨论 . © 
4.6 Neimark-Sacker 分 支 的 “规范 形 ” 


考虑 下 面 的 依赖 于 一 个 参数 的 二 维 离散 -时 间 系 统 
é ) ato ( o pe Gee 
Lo sin0 cos 22 
2 2 cos —sin@ d —b Tı 
TI + sin? cosb )( b d )( T2 ) me 


其 中 a 是 参数 ; 0 = 0(a),b = b(a) M d = d(a) 是 光滑 函数 ; 0 < 6(0) < x,d(0) £0. 
这 个 系统 对 所 有 a 有 不 动 点 zi = za = 0, 其 Jacobi 矩阵 


二 cos@ —sin@ l 
sin@ cosð 


这 个 矩阵 有 特征 值 jv1,2 = (1+ a)e*?, 使 得 对 所 有 小 |al, 在 原点 附近 映射 (4.18) 可 
逆 . 如 所 看 到 的 , 由 于 这 对 复 特征 值 在 单位 圆 上 , 当 a = 0 时 这 个 在 原点 的 不 动 点 
是 非 双 曲 的 , 为 了 分 析 对 应 的 分 支 , 引入 复 变量 


z=a2,+izea, Z=2,—ize, |z|? = 22 = TI 
并 令 di = d+ ib. 于是, 这 个 方程 化 为 对 z 的 方程 
zm e? z(1 +a + di|z|?) = uz 十 ciz|z|2， 


EP u = ula) = (1+ ae, 以 及 cl = ala) = da) 是 参数 a 的 复 函 数 . 
应 用 表达 式 z = pel”, 得 到 关于 p = |z| 的 映射 


pr pil+a+di(a)p’]. 
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由 于 


2d(a) i 2 1/2 
bern en (r Me ee 


=1 +Q + dla)p? + O(t), 
得 到 系统 (4.8) 的 下 面 的 极 坐 标 形 式 


l p= p(1 +a + d(a)p?) + p*Ra(p), (4.19) 


p = p +0(a) + p?Qa(p), 
RAI Q È (p,a) 的 光滑 函数 . 当 a 穿 过 零 时 , 系统 相 图 的 分 支 用 后 面 这 个 形式 的 
方程 容易 被 分 析 , 因为 映射 p 关于 y 是 独立 的 . (4.19) 的 第 一 个 方程 定义 了 一 个 一 
维 动力 系统 , 对 所 有 a, 它 有 不 动 点 p = 0. 当 a < 0 时 , 它 是 线性 稳定 , 当 aw > 0 
时 , 它 变 成 线性 不 稳定 . 这 个 点 在 a = 0 时 的 稳定 性 由 系数 d(0) 的 符号 所 决定 . 假 
设 d(0) < 0, 则 原点 当 a = 0 时 ( 非 线 性 ) 稳定 . 此 外 , (4.19) 中 的 p 映射 还 有 另外 
的 a > 0 时 的 稳定 不 动 点 


po(a) = ~ Fay + O(a). 


(4.19) 中 的 o 映射 刻画 一 个 依赖 于 p 与 a 的 旋转 角度 , 它 近 似 等 于 9(a). 因此 , 由 
(4.19) 定义 的 两 个 映射 的 用 加 , 就 得 到 原来 的 二 维系 统 (4.18) 的 分 支 图 ( 见 图 4.9). 


acd a=0 ‘~ 


图 4.9 超 临 界 Neimark-Sacker 分 支 


这 个 系统 永远 有 在 原点 的 不 动 点 . a < 0 时 稳定 , a > 0 时 不 稳定 . 系统 在 原点 
附近 的 不 变 曲线 , 当 a < 0 时 看 上 去 像 连续 -时 间 系 统 稳定 焦点 附近 的 轨道 , a > 0 
时 像 不 稳定 焦点 附近 的 轨道 . 在 临界 参数 值 a = 0 这 个 点 非 线性 稳定 . 当 a > 0 时 
这 点 被 一 条 唯一 且 稳定 的 孤立 闭 不 变 曲线 所 围绕 . 这 条 曲线 是 半径 为 pola) HA 
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周 . 所 有 其 他 从 这 闭 不 变 曲线 的 内 外 出 发 的 轨道 除 原 点 以 外 在 (4.19) 的 迭代 下 都 
趋 于 这 条 曲线 . 这 是 Neimark-Sacker 分 支 . 

这 种 分 支 也 可 以 在 (zi,zz,a) 空间 中 叙述 . 所 出 现 的 由 a 参数 化 的 闭 不 变 曲 
线 族 构成 一 个 抛物 面 . 

d(0) > 0 的 情形 可 以 用 同样 方法 分 析 . 这 个 系统 在 a = 0 产生 Neimark-Sacker 
分 支 . 与 上 面 考虑 的 情形 相反 , 存在 一 条 不 稳定 闭 不 变 曲 线 , 当 a 从 负 到 正 穿 过 零 
时 消失 (图 4.10). 


acl a=) a0 


4.10 亚 临 界 Neimark-Sacker 分 支 


È (1) 如 同 Andronov-Hopf 分 支 和 翻转 分 支 , 这 两 种 情形 通常 称 为 超 临 界 和 
亚 临 界 (或 者 , 好 一 点 ,“ 软 ”和 “ 硬 ”") Neimark-Sacker 分 支 , 通常 ,分 支 的 类 型 由 不 
动 点 在 分 支 参 数值 的 稳定 性 所 确定 . 

(2) (4.19) 在 不 变 圆周 上 的 轨道 结构 依赖 于 旋转 角 Ap = bla) + p?Qa(p) 和 27 
之 比 在 圆周 上 是 有 理 数 还 是 无 理 数 . 若是 有 理 数 , 则 所 有 在 这 曲线 上 的 轨道 是 周期 
的 . 更 精确 地 说 , 若 


a a 

2mr qg 
p 和 9 是 整数 , 则 曲线 上 的 所 有 点 是 映射 p 次 迭代 的 周期 为 g 的 环 . 若 这 个 比 是 无 
理 数 , 则 没有 周期 轨道 且 所 有 轨道 在 这 个 圆周 上 稠密 . 0 


现在 , 在 系统 (4.18) 中 加 入 高 阶 项 , 例如 , 考虑 系统 


Ly ais cos@ —sin@ Tı 
T2 sing cos T2 


'0S0 —sinĝ d —b £ 
+ (x? + 22 oe 1 O sa ae gb, 
(i e 8 Sho a JU ag Jole: (4:20) 
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这 里 , 项 O(||zl|) 可 光滑 依赖 于 a. 遗憾 的 是 , 不 能 够 说 系统 (4.20) 局 部 拓扑 等 价 
于 系统 (4.18). 在 此 情形 , 高 阶 项 影响 系统 的 分 支 性 态 . 如 果 把 (4.20) 写 为 极 坐标 
形式 , 现在 关于 p 的 映射 依赖 于 p. 这 个 系统 可 以 表示 为 类 似 于 (4.19), 1 R 5 Q 
是 2r 周期 函数 . 尽管 如 此 , 系统 (4.18) 和 (4.20) 的 相 图 具有 某 些 重要 的 共同 特性 . 
也 就 是 说 , 下 面 的 引 理 成 立 . 

引 理 4.3 ”项 O(||zl|*) 并 不 影响 (4.20) 中 的 闭 不 变 曲线 分 支 也 就 是 说 ， 从 
原点 分 支出 的 局 部 唯一 的 不 变 曲 线 , 与 系统 (4.18) 的 有 相同 的 方向 以 及 相同 的 稳 
定性 . qo 

这 个 引 理 的 证 明 有 点 困难 , 我 们 在 附录 A 给 出 . 证 明 的 几何 思想 是 简单 的 . 我 
们 期 望 映射 (4.20) 在 映射 (4.18) 的 不 变 圆周 附近 有 不 变 曲 线 . 固定 a 并 考虑 圆周 


a=-{en:o= 注 而 } 


它 位 于 没有 项 Olle) 的 “未 被 扰动 ”映射 的 不 变 圆 周 附近 . 可 以 证 明 , 逐次 迭代 
FFSo,k =1,2,---, 其 中 , F FE (4.20) 定义 的 映射 , 收敛 于 闭 不 变 曲线 


Soo = {(0,9) : p = U(y)}, 


它 不 是 圆周 但 接近 于 So 这 里 的 V 是 在 极 坐标 下 刻画 So 的 y 的 2x 周期 函数 . 
为 建立 收敛 性 , 必须 在 围绕 So 的 带子 ( 它 的 直径 和 宽度 随 a 一 0 都 “收缩 ”) 内 
引入 “ 径 向 ”变量 u, 并 证 明 映 射 F 在 Qn 周期 函数 u = u(y) 适当 的 函数 空间 
内 定义 了 一 个 压缩 映射 于 是 , 由 压缩 映射 原理 ( 见 第 1 章 ), 存在 F 的 不 动 点 
ul): F(ul)) = ul). 对 固定 a, 周期 函数 ul) (yp) 代表 的 闭 不 变 曲线 So 就 是 
我 们 要 找 的 . AE, So 在 带 内 的 唯一 性 与 稳定 性 由 压缩 性 得 知 . 可 以 验证 在 带 
外 不 存在 (4.20) 的 非 平 凡 不 变 集 . 

注 “ 当 参数 改变 时 (1) 系统 (4.18) 和 (4.20) 在 闭 不 变 曲 线 上 的 轨道 结构 以 及 
这 个 结构 的 变化 一 般 是 不 相同 的 . 第 7 章 将 回 到 对 不 变 曲线 上 的 分 支 分 析 . 在 这 里 
仅仅 指出 , 一 般 地 , 在 闭 不 变 曲线 上 只 存在 有 限 个 周期 轨道 ， 设 a(0) < 0, 则 映射 
(4.20) 的 某 个 p 次 迭代 可 以 有 两 类 gq 周期 轨道 : 全 稳定 q 周期 的 “ 结 点 * 环 和 q 周 
期 的 鞍点 环 ( 见 图 4.11). 通过 折 分 支 时 , 环 存在 于 某 “ 参 数 窗口 ", 而 消失 于 它 的 边 
R. 对 应 不 同窗 口 , 一 般 系统 具有 无 穷 多 个 这 样 的 分 支 . 

(2) 在 (4.20) 中 分 支出 的 不 变 闭 曲线 有 有 限 次 光滑 性 : 函数 (yp) 在 极 坐标 下 
关于 y 一 般 只 有 有 限 次 连续 导数 , 即使 映射 (4.20) 无 穷 多 次 可 微 . 光滑 性 次 数 随 着 
lo] 一 0 而 增加 . 当 鞍 点 的 不 稳定 (稳定 ) 流 形 遇 到 “ 结 点 ”时 出 现 不 光滑 性 ， 4 
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4.11 在 不 变 圆 周 上 的 蒂 点 {zlyz2， £6} 和 稳定 的 周期 6 轨道 {y, y2, o , ye} 


4.7 一 般 Neimark-Saker 分 支 


现在 证 明 , 任何 一 个 具有 Neimark-Sacker 分 支 的 一 般 二 维系 统 都 可 变换 成 (4.20) 
的 形式 . 
考虑 系统 


zr f(z,a), x= (zlz2)T € R?, Qa E 及 1， 


函数 f 光滑 , 在 a = 0 有 不 动 点 且 具 单 特征 值 jia = et, 0< Oy) <n. BF p= 
不 是 Jacobi 矩阵 的 特征 值 中 , 对 所 有 充分 小 jal, HM RACER, 在 原点 的 某 邻 域内 
系统 存在 唯一 不 动 点 sola). 可 以 作 依赖 于 参数 的 坐标 平移 , 将 这 个 不 动 点 移 到 原 
点 . 因此 , 不 失 一 般 性 , 可 以 假设 对 充分 小 lal, z = 0 是 这 个 系统 的 不 动 点 . 由 此 ， 
系统 可 以 写 为 

rt A(a)x + F(z, a), (4.21) 


这 里 F 是 光滑 向 量 函数 , 其 分 量 Fo KF z 有 至 少 从 二 次 项 开始 的 Taylor 展开 ， 
对 所 有 充分 小 Jal, F(0, Qa) = 0. Jacobi 矩阵 Ala) 有 两 个 乘 子 


HAl2(a) = r(a)e*¥() | 


这 里 7(0) = 1, yp(0) = 00. 因此 , 对 某 光滑 函数 6(a),5(0) = 0, 有 r(a) = 1+6(a). 候 
定 2'(0) 40, FÆ, 可 用 6 作为 新 参数 , 并 借助 于 5 RRIF: m (8) = (8), u2(8) = 
E(B), 其 中 

M(B) = (1 + Bye), 
函数 9(8) 光滑 且 满 足 9(0) = bo. 


DHF u = 0 不 是 特征 值 , 系统 对 充分 小 |a| 在 原点 某 个 邻 域内 可 逆 . 
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引 理 4.4 利用 引入 复 变 量 和 新 参数 , 对 所 有 充分 小 的 |al, 系统 (4.16) TE 
成 为 形式 
z> p(B)z + g(z, 2,8), (4.22) 
这 里 BE€ Rl,z€ Ci u(B)=(1+ Be, 以 及 g 是 z,z 和 [的 复 值 光滑 函数 , 它 
KF (z,z) 的 Taylor 展开 中 包含 二 次 项 与 高 阶 项 
9(z,2,8)= >> ryan (B)2ta, k,l=0,1,.…. 口 
k+l>2 °° 


引 理 的 证 明 完 全 类 似 于 第 3 章 的 Andronov-Hopf 分 支 分 析 , 留 作 练习 . 

如 同 Andronov-Hopf 情形 , 我 们 从 作 非 线性 ( 复 ) 坐标 变换 开始 简化 映射 (4.22). 
首先 移 去 所 有 的 二 次 项 . 

引 理 4.5 “利用 依赖 于 参数 的 可 逆 复 坐标 变换 


h 
z=wt > + hyww + toa ga, 


对 所 有 充分 小 Bl, 将 映射 


Zee uz 十 Do3 + gz + oF 2? + Olle") (4.23) 


化 为 没有 二 次 项 的 映射 
w= pw + O(\wl?), 
只 要 
eot] 和 eo], 


HP py = KB) = (1+ Be, gi; = gi;(8). 
证 了 明 MRA FE 


h I 
w= z — 2? — hee — -aga + O(|z]%). 


因此 , 在 新 坐标 w F, 映射 (4.23) 取 形 式 


X 1 P 
Ù = puw + 5 (920 + (u — 1?) hoo)w? + (gir + (u — |u|? hi ww 


+5 (902 + (H — A?)ho2)0? + O(|w)%). 


由 此 , 若 令 
920 hay 911 _ _ 902 
pp |u|? — u ji? — pu 


h20 = 


. 124 . 应 用 分 支 理论 基础 


就 “去掉” 了 (4.23) 中 的 所 有 二 次 项 . 车 对 所 有 充分 小 的 |3| 包括 8 = 0, 所 有 分 母 
都 不 为 零 , 则 这 些 变换 生效 . 事实 上 , 由 于 对 b 的 限制 , 有 


p? (0) — u(0) = (el — 1) #0, 
|4(0)}? — w(0) = 1—e* #0, 
A(0)? — u(0) = e'%(e- 9% — 1) £0. g 
注 (1) 设 jo = (0). 则 引 理 中 关于 bo 的 条 件 可 以 写 为 
Ho 天 1， MÉL 


注意 , 由 于 对 % 的 最 初 假设 , 上 面 第 一 个 条 件 自 动 成 立 . 
(2) 所 得 的 变换 是 多 项 式 变换 , 多 项 式 的 系数 光滑 依赖 于 9. 在 原点 的 某 个 邻 
域内 变换 接近 恒 同 . 
(3) 注意 , 变换 改变 了 (4.23) 中 三 次 项 的 系数 . 0 
假定 已 经 移 去 了 所 有 二 次 项 , 再 尝试 去 除 三 次 项 . 
引 理 4.6 ”利用 一 个 可 逆 的 依赖 于 参数 的 坐标 变换 


本 h30 3 , har 2 hz 2 , hos _ 3 
z=wt 6 + go eer z VU + qo 
对 所 有 充分 小 |B), 将 映射 
z+ Os) (4.24) 
6 2 2 6 
变 成 为 三 次 项 只 有 一 项 的 映射 
wre pw + cw + O(\w*), 


只 要 
e2ibo Æl 和 ed4igo Æ L: 


XE p= u(8) = (1 + Bel), gij = gi;(8). 
证 明 SFREE 
—,_ o,a _ hare, ha2 -2 hos,s 1 14 
w= z- -7 2 2-22 6 Z + Ollal 外 
因此 
1 1 
Ü =Aw + z (930 + (u — H°)ha0)w® + 5 (921 + (u — ulul? )har we 


1 R aei 7 _ 
+5(912 + (u — Alul? )hiz)ww? + 5 (903 + (u — H*)hos )w* + O(\w)*). 
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由 此 , 若 令 
930 i 912 _ 903 
Bp pp 
就 可 以 在 所 得 映射 中 消去 除了 wo 项 以 外 的 所 有 三 次 项 , 那个 三 次 项 必须 分 别处 
E. 由 于 对 % 的 假设 , 对 充分 小 |8|, 所 有 分 母 都 不 为 零 , 故 变 换 有 效 . 
下 面 也 可 以 尝试 形式 地 令 


h30 = 


1 


Bh 


921 
or = be 
来 消去 项 w?w. 这 对 小 6A 0 是 可 能 的 , 但 是 对 所 有 b 分 母 在 8 = 0 WE. FH, 
没有 bo 的 额外 条 件 可 以 帮忙 . 为 得 到 光滑 依赖 于 8 的 变换 , + ha =0, 得 


a=, 口 


注 (1) 引 理 中 加 在 % 的 条 件 意味 着 
We #1, wg #l, 


因此 , 特别 , po A —1 以 及 po Ai. 由 对 b 的 原始 假设 , 第 一 个 条 件 自动 满足 
(2) 剩 下 的 三 次 项 wo 称 为 共振 项 . 这 一 项 的 系数 与 原来 映射 (4.24) 中 的 三 
次 项 z2z 的 系数 是 相同 的 . 人 
结合 上 面 两 个 引 理 得 
引 理 4.7 (Neimark-Sacker 分 支 的 规范 形 ) ”映射 


ze jz 十 =e + 922+ er + = i Szaz $ 3 + Sizs + O(}z|*), 


ÈE u= (8) = (14+ Ae), gij = gij(B) UR Oy = 9(0), 使 得 ito £ 1,k = 1,2,3,4, 
TARANTE h a TA A E 


h h h h ON 
z=wt su + huw + ae +: we m we? hs NE 


对 所 有 充分 小 |8|, 将 原来 的 映射 变 成 三 次 项 只 含 共振 项 的 映射 
wr pw + cw + O(\w/*), 


其 中 cl = cl(9). il. 
上 面 两 个 引 理 中 定义 的 变换 的 截断 复合 给 出 所 要 求 的 坐标 变换 . 首先 , 消去 所 


有 的 二 次 项 . 这 也 改变 三 次 项 的 系数 , w2 的 系数 是 sian, 以 代替 592 然后 消去 


- 126 . 应 用 分 支 理论 基础 


除了 共振 项 以 外 的 所 有 三 次 项 . 这 一 项 的 系数 仍 是 2921. 因此 , 所 有 所 需要 的 是 借 
助 于 所 给 的 方程 计算 o 的 系数 , 它 是 经 过 二 次 变换 后 wo 项 的 新 系数 351， 对 
ci(a) 计算 结果 得 下 面 的 表达 式 


_ g20giu(@—-3+2u) |g}? |goz|? 921 
ĉi kaa 2 p= p: 2 = (4.25) 
202 -WR-1) 1-p 2Au?-p) 2 


由 此 给 出 ci 的 临界 值 


_ g20(0)g11(0)(1 — 240) | [gui (0)|? |go2(0)|? | gz21(0) 
an 2(u6 — Ho) I=p aR 2° — 
这 里 jo = i, 
现在 将 所 得 的 结果 总 结 成 下 面 的 定理 . 


定理 4.5 ”假设 二 维 离散 -时 间 系 统 
r+ f(z,a), rz €R?, acRt, 
f 光滑 ,对 所 有 充分 小 jal, 它 有 平衡 点 z 二 0, ARF 
H1,2(@) = r(a)et et， 


其 中 r(0) = 1, (0) = bo. 
设 下 面 的 条 件 满足 ; 
(C.1) 7’(0) # 0; 
(C.2) eko £1, 对 k= 1,2,3,4. 
则 存在 光滑 可 逆 的 坐标 与 参数 变换 将 上 述 系 统 变 成 


n ) -at+gl cos (8) — sin (8) )( y ) 

y2 sinĝ(8) cos8(8) y2 
cosĝ(8) 一 sinb(9) 

sinp(O) cos0(B) 


_{ 48) —2(8) yı 3 
( b(B) a(B) )( Ya ) + O(llyll"), (4.27) 


其 中 8(0) = bo, 和 d(0) = Re(e-i90c1(0)), 这 里 , c1(0) 由 公式 (4.26) 给 出 . 
证 明 ” 剩 下 的 只 需 验证 关于 d(0) WAR. 事实 上 , 由 引 理 4.4~ 引 理 4.7, 系 
统 可 以 变 成 复 Poincaré 规范 形 


+R +e 


w= u(B)w + cr(8)w|w|? + O(|w]*), 
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其 中 p(B) = (14 Be. 这 个 映射 可 以 写 为 
wr e'()(1 + 8 + di(B)|w|?)w + O(\w!*), 


这 里 d1(8) = d(B) +ib(3), MHS AM a(8),5(8). 回 到 实 坐 标 (y1, y2),w = y1 +iy2, 
给 出 系统 (4.27). 最 后 ， 


d(6) = Redi1(8) = Re(e~!#)¢()). 


由 此 
d(0) = Re(e~'e,(0)). 口 


利用 引 理 4.3, 可 以 叙述 为 下 面 的 一 般 结果 . 
定理 4.6 (一 般 Neimark-Saker 分 支 ) ”任何 一 个 一 般 的 单 参数 二 维系 统 


rr f(r, 0), 


假设 它 在 a = 0 有 不 动 点 zo = 0, 具 复 来 子 m= cet, MA ro 的 邻 域 , 在 此 
邻 域内 , Fa 穿 过 零 时 , 从 ro 分 支出 唯一 闭 不 变 曲 线 . 口 

注 ”定理 中 假设 的 一 般 性 条 件 是 定理 4.5 中 的 横 截 性 条 件 (C.1) 和 非 退化 条 
件 (C.2), 以 及 额外 的 非 退 化 条 件 

(C.3) d(0) £0. 

应 该 强调 的 是 条 件 eike 41, Mk = 1,2,3,4 不 仅仅 是 技术 方面 的 . MR EN 
不 满足 , 闭 不 变 曲 线 甚至 可 以 不 出 现 , 或 者 可 能 从 不 动 点 分 支出 几 条 不 变 曲线 ( 见 
第 9 章 ) > 

系数 d(0) 确定 具有 Neimark-Sacker 分 支 的 一 般 系 统 出 现 不 变 曲线 的 方向 . 它 
可 以 从 下 面 的 公式 计算 

—iðo _ Daio a iO 
d(0) = Re (=) 一 Re (Ge goga) = lon A 了 lg (4.28) 

在 第 5 章 将 看 到 如 何 处 理 ” 维 离散 -时 间 动 力 系统 , n > 2, 以 及 如 何 应 用 这 些 结果 
到 连续 -时 间 系 统 中 的 极限 环 分 支 . 

il 4.3( 时 滞 逻 辑 方程 中 的 Neimark-Sacker 分 支 ) ”考虑 下 面 的 递归 方程 


Uk+1 = Tug(1 — uk—1). 


这 是 一 个 单 种 群 动力 学 模型 , 其 中 ww 表示 种 群 在 时 间 时 的 密度 r 是 增长 率 假 
定 增 长 率 不 仅 由 流动 种 群 密度 , 而 且 也 由 种 群 过 去 的 密度 所 确定 
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如 果 引 入 vi = uri, 则 方程 可 写 为 


Uk+1 = TUk(l — ve), 
Uk+1 = Uk, 


它们 依次 定义 了 一 个 二 维 离散 时 间 动 力 系统 


Tı )- ( rzı(l — z2) ) 三 ( Fi(z,r) ) (4.29) 
T2 zı Fo(x,r) 


这 里 z = (z1,z2)T. 映射 (4.29) 对 所 有 r 值 , 有 不 动 点 (0,0). 对 > 1, 出 现 非 平 


凡 不 动 点 z0, 其 坐标 为 
a(r) = a¥(r) =1— E. 


映射 (2.29) 在 这 个 非 平凡 不 动 点 的 Jacobi 矩阵 为 
1 1i—r 
a a ( 1 0 i 
plr) = ; 土 V3 一 了. 


如 果 r > 2， 则 特征 值 是 复 的 , E [ur ol? = pape =r —1. 因此 , E r= ro = 2 非 平 
凡 不 动 点 失去 稳定 性 , A Neimark-Sacker 分 支 : 临界 乘 子 是 


它 有 特征 值 


; x 
mi2 =e, bo = z = 60° 


显然 , 条 件 (C.1) 和 (C.2) 满足 . 
为 验证 非 退 化 条 件 (C.3), 必须 计算 a(0). 临界 Jacobi 矩阵 Ao = A(ro) 有 特征 

向 量 

ibog, ATp = e™® 


Aoq R P, 


T T 
1 .V3 1 .V3 
a~ (3a) ; ~) A 


为 了 达到 标准 化 (p,q) = 1, 例如 , 取 


其 中 
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现在 构造 z = 2° + zg 十 zg, 并 计算 函数 
H(z, Z) = (p, F(x° + zq + Z 9,70) — 2°). 
计算 它 在 (z, 习 = (0,0) 的 Taylor 展开 : 


1 
H(z,2z)=0%2z+ $O =g kzz" + O(|z\*), 
: j!k! 
2<j+k S3 


给 出 
2V3 


920 = 一 2 + iz gu = Sa 9o2 = 2+ aa 921 = 9, 
于 是 可 以 求 得 临界 实 部 
e-igo _ Digo\、 一 2igo 
d(0) = Re (=) 一 Re (Sy) 一 lanl? = T lgo}? =-2<0. 
因此 , 5 r > 2 时 , 从 非 平 凡 不 动 点 分 支出 唯一 稳定 的 闭 不 变 曲线 ( 见 图 4.12). 4 
1.0 
0.8 
0.6 


0.4 


0.2 


0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 
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48 & 习 


1. 证 明 : 映射 (4.1) 和 (4.13) 在 z = 0 的 小 邻 域内 , 不 动 点 和 周期 轨道 的 个 数 
和 稳定 性 与 高 阶 项 无 关 , 只 要 |a| 充分 小 . 提示 : 应 用 渐 近 稳定 性 论述 , 证 明 不 存在 
长 周期 环 . 

2. 证 明 : 翻转 分 支 规范 形 (4.16) 中 的 系数 c 可 以 借助 映射 的 二 次 迭代 来 计算 : 


(z,œ)=(0,0) l 
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这 里 falz) = f(z,a). HAR: 考虑 到 广 (0,0) = -1. 
3. (逻辑 映射 ) 考虑 下 面 依赖 于 一 个 参数 a 的 映射 (May, 1974): 


falz) = az(1 — zx). 


(a) 求证 : 当 ai = 3 时 , 此 映射 有 翻转 分 支 , 即 fa 的 稳定 不 动 点 变 成 不 稳定 ， 
当 a > 3 时 , 一 个 稳定 的 周期 2 环 从 此 点 分 支出 . 提示 : 用 练习 2 的 公式 . 

(b) 证 明 : 在 ao = 14+ V8, 这 个 逻辑 映射 有 折 分 支 , 当 a 增加 时 它 产生 一 个 稳 
定 和 一 个 不 稳定 周期 3 环 . 

4. (Ricker 模型 中 第 二 个 倍 周期 ) 验证 Ricker 映射 (4.17) 第 二 个 倍 周期 发 生 
在 as = 12.50925---. 提示 : 引入 y = aret, 并 把 系统 写 为 三 个 未 知 量 (z,y,a) 的 
三 个 方程 , 它 确定 了 一 个 周期 2 环 {x,y}, RHF u= -1. 利用 标准 常规 工具 之 一 
Newton 法 ( 见 第 10 $), 从 某 个 适当 的 初始 值 开始 数值 求解 这 个 系统 . 

5. ( 重 温 Hénon BRAT) 证明: 由 Henon(1976) 引入 的 原来 映射 


EN (1+Y-ax? 
Cr) Ce) 
Fy DA FR AB py A BH ie ER PRE RT (4.1). 
6. 推导 Neimark-Sacker 分 支 的 c1(0) 的 公式 (4.26). 
7. (离散 时 间 捕 食 - 被 捕食 模型 ) 考虑 下 面 的 离散 -时 间 系 统 (Maynard Smith, 
1968): 
| Troi = QTE(l — Tk) — Tey, 


Yk+1 = FZTkYk. 
8 


这 是 Voltera 模型 的 离散 -时 间 形 式 . 这 里 zk My 分 别 是 被 捕食 者 与 捕食 者 在 k 
年 ( 代 ) 的 数目 . 并 假定 没有 被 捕食 者 的 情况 下 捕食 者 绝 灭 于 一 代 . 

(a) 求证 此 映射 的 非 平 凡 不 动 点 在 (a, 3) 平面 内 的 一 条 曲线 上 产生 Neimark- 
Sacker 分 支 , 并 计算 闭 不 变 曲线 的 分 支 方向 . 

(b) 猜测 当 参 数值 不 在 分 支 曲 线 上 时 闭 不 变 曲线 会 发 生 什 么 情况 . 


4.9 附录 A: Feigenbaum 普 适 性 
正如 前 面 指出 的 , 许多 一 维 的 依赖 于 参数 的 动力 系统 


re falz) 2ER' (A.1) 


具有 无 穷 多 个 倍 周期 级 联 ， 此 外 , 对 应 的 翻转 分 支 参 数值 ol, ao,… ,ai，… 构成 
( 渐 近 地 ) 一 个 几何 数列 : 
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Qi 一 Qi-l 
一 -一 1r， 当 ;1 一 co 时， 
Qitl T Qi 


这 里 pup = 4.6692.… 是 一 个 与 系统 无 关 ( 普 适 ) 的 常数 . 序列 {ai} 有 极限 ae. 在 
ao 系统 动力 学 变 成 “混沌 "， 因为 它 的 轨道 变 得 是 不 规则 . 非 周期 的 序列 . 
这 个 现象 第 一 次 解释 是 对 特殊 的 不 可 逆 动 力 系 统 (A. 1), 对 所 有 参数 值 这 个 系 
统 属于 某 个 类 V, 就 是 说 , 这 个 类 的 系统 
rH f(z) (A.2) 


满足 下 列 条 件 : 
(1) f(z) 是 光滑 偶 函 数 , f :[-1,1] 一 [-1,1]; 
(2) 7"(0) = 0, z =0 是 唯一 的 极 大 点 , f(0) = 1; 
(3) f(1) = —a < 0; 
(4) b= f(a) > ai 
(5) f(b) = f?(a) <a, 
这 里 a Alb 是 正 数 ( 见 图 4.13). 函数 falt) =1- ar? 对 a > 1 是 属于 这 个 类 的 . 


a 


图 4.13 满足 条 件 (1)~(5) 的 映射 以 及 它 的 二 次 迭代 


考虑 满足 条 件 (1)~(5) 的 映射 的 二 次 选 代 f2. EEDE ABCD 内 ( 见 图 
4.13), 有 2 的 图 经 举 标 扩大 和 改变 符号 , 看 上 去 类 似 于 fa 在 单位 正方 形 ABCD 内 
的 图 . 例如 , AF falz) = 1 - az2, 则 有 2(z) = (1-0) + 2a2z2 + ,… . 这 个 观察 导致 
我 们 在 y 中 引入 一 个 定义 在 函数 上 的 映射 

| (THE) = -=f(s(-a2)), (A.3) 


其 中 a = —f(1). 注意 , a 是 依赖 于 f 的 . 
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定义 4.4 映射 了 称 为 二 重 算 子 . 

可 以 验证 , 映射 (A. 3) 将 函数 f eV 映 为 某 个 函数 Tf Ey. 因此 , 可 以 考虑 
Raa ARIZ, V, TE 这 是 一 个 以 函数 空间 》 为 状态 空间 的 无 穷 维 动力 
系统 . 此 外 , 这 个 二 重 算 子 一 般 是 不 可 逆 的 . 由 此 , 必须 仅 考虑 T 的 正和 迭代 . 

下 面 将 叙述 几 个 不 给 证 明 的 定理 . 借助 计算 机 和 精细 的 误差 估计 的 帮助 , 这 些 
定理 已 被 证 明 . 

定理 4.7( 不 动 点 存在 性 ) ”由 (A. 3) 定义 的 映射 工 :了 >V, AFAR GE): 
Ty = %. 口 

已 经 找到 


p(x) = 1 — 1.52763 - - -x° + 0.104815 - - -z4 + 0.0267057-- -zê +... 


第 10 章 的 练习 1 将 讨论 如 何 得 到 p(x) 的 某 些 近似 . 

定理 4.8( 不 动 点 的 鞍点 性 质 ) ”二 重 算 子 T 在 它 的 不 动 点 p 处 的 线性 部 分 
L 只 有 一 个 特征 值 ur = 4.6692---, 满足 lur > 1. 工 的 剩余 谱 严 格 地 位 于 单位 
圆 内 . 口 

L 的 “线性 部 分 ”和 “ 谱 ?” 等 的 术语 是 Jacobi 矩阵 和 特征 值 在 无 穷 维 情形 中 的 
推广 . 有 兴趣 的 读者 可 以 在 标准 的 泛 函 分 析 教 科 书 中 找到 严格 的 定义 . 

定理 4.7 和 定理 4.8 表明 系统 {Z1 V, T) 有 鞍点 不 动 点 . 这 个 不 动 点 p( 这 是 
个 函数 , 二 重 算 子 将 它 映 为 它 自身 ) 有 余 维 一 稳定 不 变 流 形 Wo) 和 一 维 不 稳定 
不 变 流 形 W*(wp). 稳定 流 形 是 由 函数 fe VAM, ET 的 迭代 下 它 变 得 越 来 越 像 
2. 不 稳定 流 形 是 由 那些 在 T 作用 下 它们 所 有 的 前 象 保持 接近 于 yp 的 函数 所 构成 . 
这 是 函数 空间 Y 中 的 一 条 曲线 (图 4.14 描绘 了 这 个 流 形 的 结构 ). 


图 4.14 不 动 点 % 的 稳定 和 不 稳定 流 形 


注意 , 映射 TF 与 f? 是 拓扑 等 价 的 (有关 的 同 胚 是 简单 的 伸缩 , 见 (A. 3)). 因 
此 , Tf 有 周期 N 的 周期 轨道 , 则 e 有 相同 周期 的 周期 轨道 , 从 而 上 有 2N A 
期 的 周期 轨道 . 这 一 简单 的 观察 在 下 面 起 着 中 心 作 用 . 考虑 y 中 所 有 映射 , 它们 的 
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RAR ARF u= -1. 这 些 映射 构成 了 一 个 余 维 一 流 形 S CY. 借助 计算 机 的 帮 
助 , 也 得 到 下 面 的 结果 . 
定理 4.9( 流 形 相 交 性 ) AW S HRB EAB W* (yp) RRAZ. 口 
与 有 限 维 鞍 点 类 似 , 显然 前 象 TRS 当 上 大 一 co 时 凝聚 在 Ws(w) 上 ( 见 图 
4.15). 考虑 到 前 面 的 观察 可 以 得 知 , TOS 是 由 具 乘 子 -1 的 周期 2 环 的 映射 所 组 
mM, TPS 是 由 具 乘 子 -1 的 周期 4 环 所 组 成 , 等 等 . 任何 一 个 从 所 考虑 类 中 的 一 般 
单 参数 动力 系统 fa 对 应 于 V 中 的 曲线 A. 如 果 这 条 曲线 充分 接近 于 W*(w), 它 将 
与 所 有 的 前 象 TORS 相交 . 交点 定义 了 一 个 对 应 于 倍 周期 瀑布 的 分 支 参数 值 序列 
aaz e. 这 个 序列 的 渐 近 性 显然 由 不 稳定 特征 值 wz 所 确定 . 事实 上 , BEER 
W*(y) 的 坐标 , & 表示 W*(y) 与 TES 的 交点 坐标 . 二 重 算 子 在 不 稳定 流 形 上 的 
限制 有 形式 
E+ ur + O(€?), 
CEAR, 其 逆 为 i 
Er —E + O(€?). 
HF 
由 于 


>t + O(€), 
如 同 在 曲线 A 上 分 支 参 数值 的 序列 一 样 , 有 


Sk — Ek-1 由 
aH R Secs 


4.15 曲面 S 的 前 象 与 不 稳定 流 形 Wo) 相交 


4.10 附录 B: 引 理 4.3 的 证 明 
在 这 个 附录 中 证 明 下 面 的 引 理 , 它 是 引 理 4.3 的 复 模拟 . 
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引 理 4.8 ”映射 
Z = 8% 2(1 + a + di (a)|z|?) + 9(z, 2, a) (B.1) 


对 充分 小 a> 0 有 稳定 的 闭 不 变 曲线 , 其 中 dla) = d(a) + ib(a);b(a),d(a) UR 
O(a) 是 光滑 实 值 函数 ; d(0) < 0,0 < 9(0) < x, g = O(|z|*) 是 z,z,Qa 的 光滑 复 值 
Ak. 
证 明 ”第 一 步 ( 重 尺度 化 和 平移 ). 首先 , 由 公式 


| a ip 
z= EO (1 + s), (B.2) 
引入 新 变量 (s,p). 将 (B.2) 代入 (B.1) 得 


eiP(1 + 3) = ell 9(0))(1 + s)[1 — a(2s + 8?) + iav(a)(1 + 8)?] + aih(s, p,a), 


其 中 


h 是 (s,y,07) 的 光滑 复 值 函数 . 因此 , 映射 (B. 1) 在 (S,~) 坐标 下 为 


{ 5 = (1 — 2a)s — a(3s? + 83) + aip(s, p,a), (B.3) 
= p + 0(a) + av(a)(l +s)? + a3 q(s. p,a), 
这 里 的 p,q 是 (s,e, 072) 的 光滑 实 值 函 数 . 现在 , 应 用 尺度 化 

s = Vaé, (B.4) 
经 尺度 化 (B. 4) 后 , 映射 (B. 3) 取 形 式 


Ê = (1 — 2a)é — a? (36? + at?) + ap (E, p, a), (B.5) 
=p + [b(a) + av(a)] + a2 v(a) (2E + a2€?) + atq (E, p,a), l 
其 中 
P(E, pa) = pla? p,a), P(E, p,a) = qla?E, p,a) 
是 (Ey, a3) 的 光滑 函数 . id wla) = 0(a) + avla), 并 注意 pO 可 以 写 为 


P(E, p,a) =r (p,a) + oir (E, p,a). 
现在 (B. 5) 可 以 写 为 


| E = (1 — 2a)é + ar (p,a) + aèr (E, p,a), 


$= p + wla) +a? qO (E, p,a), (B.6) 
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其 中 
r(2) (E, p,a) = 一 (362 + a2€3) + rM(E, p,a), 


qP (E, p,a) = v(a)(2€ + a3?) + g(E, p,a). 
PR ro 和 gq? 有 与 pO 和 gq 相同 的 光滑 性 . 最 后 , 平移 坐标 以 消去 (B.6) 中 第 
一 个 方程 中 的 项 ar (yp, a): 
E=u+ ZrO (g, a). (B.7) 


这 给 出 了 映射 F, 从 现在 起 将 对 它 工 作 : 


1 — 2a)u + a? Ha(u, y), 


á (B.8) 
+w(a) +a? Kalu, p), 


hry 
ew 
Gi gk 
tol 
6 _—~ 


其 中 wa) 光滑 且 
Haluy) <1 (u + dr(p,a), pa) | 
Kalu) =a (ut Fr op,0),v, a) 


是 (u,y,07) 的 光滑 函数 , 是 y 的 On 周期 函数 . 
注意 , WM {(u,y) : jul < 1,¢ € [0,2n]} MMF (B. 1) 中 以 O(a) 为 宽度 围绕 


圆周 

Sola) = f : |z|2 = -而 } 
的 带 域 . 此 圆周 在 原 坐 标 z 中 的 半径 为 O(a3). 为 下 面 方便 , 引入 一 个 数 
3Ha Be OH,| |3Ka 
Ou | | Ou eI Op 


[Hal, |Kal, 


\ . (B9) 


sup { 
|u| <1, pe [0,2x] 


这 样 定义 的 和 依赖 于 a, 但 当 a 一 0 时 保持 有 界 . 

第 二 步 (函数 空间 的 定义 ). 将 用 函数 空间 U 中 的 元 素描 述 闭 曲线 . 由 定义 ， 
u EU 是 满足 下 面 两 个 条 件 的 2r 周期 函数 u = u(y): 

(U.1) 对 一 切 y,lv(p)| < 1; 

(U.2) 对 一 切 pi,p2, 有 lu(p1) - ulp2)| < |p1 — vel. 

第 一 个 性 质 表 明 u(y) 绝 对 有 界 , 上 界 为 1, 第 二 个 性 质 表 示 u(y) 是 Lipschitz 
连续 , Lipschitz 常数 是 1. 空间 U 关于 范 数 


|u|] = sup lu(y)| 
pE[0, 2x] 
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是 完备 的 距离 空间 

由 第 1 章 , 映射 F: U UCR RR u(y) e U 映 为 男 一 个 函数 (ww) = (Fu)(y) € 
U) 称 为 压缩 的 , 如 果 存 在 ,0 <e < 1, 使 得 对 一 切 wy se U, 有 

||F(u1) — F(u2)|| < ellui — u2ll. 
压缩 映射 在 完备 的 距离 空间 中 有 唯一 的 不 动 点 vee) CU: 
大 (utee)) = ul), 
此 外 , 不 动 点 ul) 是 无 穷 维 动力 系统 {U, F) 的 大 范围 稳定 平衡 点 , 即 对 一 切 ve U, 
A (ILA 4.16) 
im IFE (u) — ui] = 0. 

上 面 两 个 事实 通常 就 是 指 压缩 映射 原理 . 

第 三 步 (映射 F 的 压缩 性 ). 考虑 由 F 在 U 上 的 诱导 映射 F. 这 意味 着 , 若 u 
表示 一 条 闭 曲 线 , 则 = F(u) 表示 在 由 (B. 8) 定义 的 映射 FEA PER. 

假设 U 中 的 函数 w= uly) BA. 为 了 构造 映射 F, 必须 对 每 一 个 给 定 的 vw HK 
定 一 个 方法 , 求 得 对 应 的 ilp) = (Fuly). 但 是 , F 对 y 几乎 旋转 了 角度 wa). A 
此 , 在 所 得 的 曲线 中 点 (Gly) wp) 是 在 原 曲线 具 不 同 角 坐标 $ 的 点 (ul), p) 的 象 
( 见 图 4.17). 


(u(y) 4) 


4.16 凝聚 闭 曲 线 图 4.17 映射 的 定义 
为 了 证 明 $ 是 唯一 确定 的 , 必须 证 明 对 任何 给 定 的 ue U, 方程 
p = + wla) +a? Ky(u(¥), $) (B.10) 


有 唯一 解 p= ple). 由 于 (B. 10) 的 右 端 是 2 的 严格 增 函数 , 这 一 事实 成 立 . 事实 
E, 设 pz > gi, 于 是 由 (B.8) 得 


G2 — Pi = G2 — Y1 +a? [Ka(u(ye), v2) — Kalule), 91)| 


> p2 — Pı — a? [Ka(u(y2), p2) — Ka(u(yr), p1): 
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考虑 到 K 是 光滑 函数 以 及 (B. 9) Al (U.2), 得 


|Ka(u(y2), p2) — Ka(u(yr), 91)| <Allu(ye) — uP) + l2 — pil 
<2A|y2 — vil = 2A(p2 — 1). 


最 后 一 个 估计 也 可 以 写成 
—|Ka(u(y2), p2) — Ka(u(yr), p1)| > —2My2 — 91), 


由 此 得 
Go — ğı > (1 — 2Aa®) (yo — 1). 


因此 , 只 要 a 足够 小 ,(B.10) 的 右 端 是 严格 增 函数 , 它 的 解 是 唯一 确定 的 @. 由 上 面 
的 估计 得 知 , 由 (B. 10) 给 出 的 反 函数 olo) 是 Lipschitz 连续 的 : 


lly) — Bly2)| < (1 — 2a?) p — pal. (B.11) 
现在 , 可 以 由 公式 
tlp) = (1 一 2a)u(2) + a? Halulĝ), ĝ) (B.12) 


定义 映射 立 = F(u), 这 里 $ 是 (B.10) 的 解 . 当然， 仅仅 定义 还 不 够 的 , 还 必须 验证 
H u cU BY F(u) € U, 就 是 说 , 对立 = F(u) 验证 (U.1) 和 (U.2). 
RF ü HARE (U1), 可 以 从 


li(p)| < (1 — 2a)|u(G)| + a? |Ha(u(ĝ), B)| < 1— 2a + Aa? 


得 到 , 这 里 对 w 用 了 (U1) 以 及 和 的 定义 (B. 9). 因此 , 车 a 足够 小 且 是 正 的 , 则 
la] <1. 对 入 的 条 件 (U.2) 由 一 系列 的 估计 得 到 


li(p1) — ü(p2)| <(1 — 2a)|u( Gr) ~ u(Go)| + a? |Ha(u(P1), $1) = Ha(u(da), ĝ2)l 
<(1 — 2a)|u(G1) — u(P2)| + a? Allu(1) — u(Go)| + l1 — Gal] 
<(1 — 2a + 2ra?)!p1 — Gol, 


最 后 一 个 不 等 式 的 成 立 是 由 于 w 的 Lipschitz 连续 性 . 插入 估计 (B.11), 得 到 
(pr) ~ ülp2)| < (1 — 2a + 2a? )(1 — 2Aa3) -lp ~ go). 


由 此 , 对 所 有 充分 小 正 的 a,(U.2) 对 a ERE. 因此 , 映射 à= F(u) 定义 好 了 . 
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第 四 步 (压缩 性 质 的 验证 ). 现在 假设 给 定 两 个 函数 uu: cU. 需要 用 |u- 
u2|| 来 估计 ji 一 io. H ù= F(u) 的 定义 (B. 12), 有 


lp1) — U(y2)| <(1 — 2a)|ui(Gi) — vu2(P2)| 
+ a3 |Hq(ui(?1), 1) — Ha(ue($2), $2)| 
<(1 — 2a)|u1(G1) — u2(Ga)| 


+ aĉ Allur ($1) ~ ua(Ge)| + l1 — gal], (B.13) 
这 里 , 5; 和 pz 分 别 是 
p = ĝi +w(a) +a? Kalu ($1); ĝi) (B.14) 
和 
p = Po + w(a) + a? Kaluz(ĝ2), $2) (B.15) 


的 唯一 解 . 估计 (B. 13) 还 没有 解决 问题 , 因为 必须 对 右 端 仅仅 用 |lwi - ull. 首先 ， 
用 lu — uall 和 |1 — Go| 表达 Jur (G1) — w2(82)|: 


|wa (P1) — u2(ĝ2)| =lu1 (21) — u2($1) + ua(P1) — u2(ĝ2)| 
<|ui ($1) — ua(Gi)| + |u2(Gr) — u2(2)l 
<|lur — wall 十 | — Gal. (B.16) 


最 后 不 等 式 的 得 到 是 用 了 范 数 定义 和 uz 的 Lipschitz 连续 性 . 为 完成 估计 , 还 需要 
用 |lu -wzl| 表达 |G. — Go|. H (B. 14) RE (B. 15), 移 项 , 取 绝 对 值得 


(81 — Go| <a?|Ka(ur(G1), G1) — Ka(u2(2), ĝ2)l 
3 a Š a k 
<a? Aflu (G1) — ua (PB2)| 十 |21 — Gel]. 


将 (B. 16) 插入 这 个 不 等 式 , 且 合并 所 有 项 包括 2i- 22| 于 左 端 , 得 
| — Ga] < (1 — 222A) Tta? Allur — ual]. (B.17) 
利用 估计 (B. 16) 和 (B. 17), 对 (B. 13) 最 后 得 到 
| 全 — ŭ2| < eļļuı — val， 
这 里 


e= (1—- 2a) [2 十 ae Al 一 2a3A)-!| 十 有 入 [2 +202 X(1 — 204d)-*] ; 
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由 于 
E 一 1 一 2a 十 O(a?), 


映射 下 对 小 的 正 数 a Œ U 中 是 压缩 的 . 因此 , 它 有 唯一 稳定 不 动 点 ut%) € U. 

第 五 步 (不 变 曲 线 的 稳定 性 ). 现在 , 在 带 域 {(u,): |ul < 1,w € [0,2r]} ARA 
(uo, Po). 如 果 这 个 点 属于 由 u 给 出 的 曲线 , CE F 的 迭代 下 留 在 此 曲线 上 , A 
为 映射 F 映 此 曲线 为 它 自身 .如果 这 个 点 不 在 这 条 不 变 曲 线 上 , 取 某 条 通过 它 的 
闭 曲线 (不 是 不 变 的 ), 记 为 uO eU. 这 样 的 曲线 总 是 存在 的 . 应 用 由 (B. 8) 定义 
的 映射 对 这 一 点 进行 迭代 . 得 一 点 列 


{ (ux, Pk)} Ro. 


显然 , 这 个 序列 的 每 一 点 属于 在 映射 天 作用 下 对 应 于 曲线 uO 的 和 迭代 . 我 们 刚刚 
说 明 曲 线 的 迭代 收敛 于 不 变 曲线 uc), 因此 , 点 列 必须 也 收敛 于 这 曲线 . 如 同 对 映 
射 的 不 变 集 的 一 样 , 这 就 证 明了 闭 不 变 曲线 的 稳定 性 , 证 明 完 毕 . 口 


4.11 附录 C: 文献 评注 


由 一 维 映射 产生 的 动力 系统 是 古典 数学 的 课题 , 已 经 有 详细 的 研究 ( 见 Whit- 
ley(1983) 以 及 van Strien(1991) 的 评述 ). 不 动 点 以 及 周期 2 环 的 性 质 , 包括 折 分 
支 和 翻转 分 支 很 早 以 前 就 知道 了 ， 这 些 分 支 的 拓扑 规范 形 定理 的 明确 的 阐述 属于 
Arnold (1983). 规范 形 中 截断 高 阶 项 以 得 到 局 部 拓扑 等 价 系 统 的 完全 证 明 发 生 了 意 
想不到 的 困难 (Newhose,Palis,Takens,1983: Arnold et al, 1994). 

当 一 对 复 乘 子 穿 过 单位 圆 时 , 围绕 不 动 点 出 现 闭 不 变 曲 线 的 事实 是 由 Andronov 
得 到 并 由 Neimark(1959) 研究 的 (所 有 的 一 般 性 条 件 他 没有 明确 叙述 ). Sacker(1965) 
给 出 了 完全 的 证 明 , 他 独立 地 发 现 了 分 支 . 在 Ruelle 和 Takens (1971) 以 及 Mars- 
den 和 McCracken (1976) 以 后 如 “映射 的 Hopf 分 支 ” 一样 变 得 大 家 都 知道 了 ， 关 
于 平面 映射 的 Neimark-Sacker 分 支 的 近代 叙述 可 以 在 Iooss(1979) 中 找到 , 那里 计 
算 了 规范 形 系数 d(0)( 也 可 参看 Wan (1978b)). 在 附录 B 中 给 出 的 基本 上 是 根据 
Marsden 和 McCraken (1976) 提供 的 证 明 . 

映射 的 规范 形 理论 是 由 Arnold (1983) 阐述 的 . 在 本 书 中 对 不 动 点 余 维 1 分 支 
的 分 析 时 仅仅 需要 这 个 理论 的 一 小 部 分 , 对 这 一 小 部 分 也 作 了 “即时 ”的 发 展 . 

二 次 映射 z 2? -入 中 的 倍 -周期 分 支 瀑布 是 被 Myrberg(1962) 发 现 并 研究 的 . 
数学 生态 学 家 在 研究 一 维 离散 -时 间 种 群 模型 时 独立 地 观察 到 这 一 现象 ; Shapiro 
(1974) 分 析 了 Ricker(1954) 提供 的 模型 ， May(1974) 用 了 逻辑 映射 . Feigenbaum 
(1978) 以 及 Coullet 和 Eckmann (1980) 在 这 类 瀑布 中 发 现 了 普 适 性 , 并 在 二 重 算 子 
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性 质 的 基础 上 对 它 的 结构 作 了 解释 . 有 关 的 定理 是 被 Lanford (1980,1984) 借助 于 
计算 机 以 及 精 误差 估计 证 明 (也 可 见 Babenko 和 Petrovich(1983,1984) 及 Petrovich 
(1990)). 解析 证 明 在 比较 后 才 给 出 (评述 见 Lyubich(2000)). Feigenbaum 类 型 的 普 
适 性 也 在 某 类 高 维 离散 -时 间 动 力 系 统 中 得 到 证 明 . 

时 滞 逻 辑 模 型 与 离散 -时 间 捕 食 -被 捕食 模型 源 于 Maynard Smith (1968). 对 时 
we RAT, 当 参 数 从 Neimark-Sacker 分 支 “ 移 开 ” 时, 其 闭 不 变 曲 线 的 命运 的 分 
析 是 由 Aronson,Chory,Hall 和 McGehee(1982) 给 出 的 . 
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与 周期 轨道 分 支 


上 面 两 章 在 相 空 间 的 维 数 尽 可 能 最 低 的 情况 下 , 研究 了 一 般 单 参数 动力 系统 的 
平衡 点 分 支 和 不 动 点 分 支 . 这 些 已 分 析 的 系统 不 是 一 维 就 是 二 维 . 本 章 将 指出 这 些 
分 支 “ 本 质 上 ”以 同样 方式 出 现在 一 般 的 n 维系 统 . 正如 我 们 将 看 到 的 , 存在 某 些 
依赖 于 参数 的 一 维 或 二 维 不 变 流 形 , 系统 在 它 上 面具 有 对 应 的 分 支 . 而 离开 这 个 流 
形 , 其 性 态 显 得 有 些 “ 平 凡 ”, 例如 , 流 形 可 以 是 指数 式 吸 引 . 此 外 , 对 许多 耗 散 的 无 
穷 维 动力 系统 , 也 存在 这 样 的 流 形 ( 称 为 中 心 流 形 ). 下 面 在 分 支 参 数值 上 推导 有 限 
维系 统 中 心 流 形 的 二 次 近似 以 及 限制 在 中 心 流 形 上 的 系统 . 利用 这 些 结果 推导 在 平 
衡 点 和 不 动 点 的 所 有 已 经 被 研究 过 的 余 维 1 分 支 临界 规范 形 系 数 的 明确 不 变 公式 . 
在 附录 A 考虑 了 一 个 在 区 间 上 的 反应 扩散 系统 , 以 说 明 在 处 理 无 穷 维 系统 时 要 作 
必要 的 技术 修改 . 


51 中心 流 形 定 理 


我 们 不 加 证 明 地 给 出 下 面 的 主要 定理 , 这 个 定理 允许 我 们 在 局 部 分 支 附 近 对 所 
给 系统 的 维 数 给 予 缩减 . 从 临界 情形 开始 , 这 一 节 假 定 系统 的 参数 是 固定 在 它 的 分 
支 值 , 对 这 个 值 , 系统 有 非 双 曲 平衡 点 (不 动 点 ). 以 下 分 开 处 理 连 续 - 时 间 系 统 和 离 
散 -时 间 系 统 . 


5.1.1 连续 -时 间 系 统 的 中 心 流 形 


考虑 由 
t= f(z), zeERn (5.1) 


定义 的 连续 -时 间 动 力 系统 , 其 中 f 充分 光滑 ，f(0) = 0， 设 在 平衡 点 zo = 0 的 
Jacobi 和 矩阵 的 特征 值 为 入 ,和 2,… , 和. 假设 平衡 点 不 是 双 曲 的 , 则 存在 具 零 实 部 的 
特征 值 . RA ny 个 特征 值 (计算 重 次 )Re A > 0, no 个 特征 值 Re 入 = 0 UR n 个 
特征 值 Re A < 0( 见 图 5.1). $ Te 表示 4 对 应 于 虚 轴 上 no 个 特征 值 并 的 线性 ( 广 
X) 特征 空间 . 满足 Red = 0 的 特征 值 如 同 空间 Te 称 为 是 临界 的 . 设 pt 表示 对 应 
于 (5.1) 的 流 . 在 这 些 假设 下 , 下 面 定理 成 立 . 
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lu À 


5.1 平衡 点 的 临界 特征 值 

定理 5.1( 中 心 流 形 定理 ) (5.1) 存在 局 部 定义 的 光滑 no 维 不 变 流 形 WE,(0), 
#r=0 hF T". 

此 外 , 存在 zo = 0 的 领域 U, RABM—-Mt>o(t <0), A ytre U, MS 
t — +00 (t = 一 co) 时 , 有 ptr 一 Wi.(0). 口 

定义 5.1 AB WE 称 为 中 心 流 形 . 

这 里 不 给 出 定理 的 证 明 . 如 果 no=0, 流 形 Wi 可 以 作为 在 pl 作用 下 Te HAR 
的 局 部 极限 来 构造 . 为 了 简化 记号 , 从 现在 起 省 略 足 标 “loc". 图 5.2 和 图 5.3 显示 
定理 对 平面 上 的 折 分 支 (n = 2,no = 1,n_ =1) 和 RR3 中 的 Hopf 分 支 (n = 3, no = 
2, n- = 1). 在 第 一 种 情形 , 中 心 流 形 We 切 于 对 应 于 à = 0 的 特征 向 量 , 在 第 二 
种 情形 , 它 切 于 由 对 应 于 A = iwo, wo > 0 的 复 特征 向 量 的 实 部 和 虚 部 所 张 成 的 
平面 . 


图 5.2 在 折 分 支 的 一 维 中 心 流 形 图 5.3 在 Hopf 分 支 的 二 维 中 心 流 形 


O (1) 定理 的 第 二 部 分 说 明 , 当 t > 0 或 t+< 0 时, 停留 在 平衡 点 附近 的 轨道 
按 对 应 的 时 间 方 向 趋 于 W。. 车 还 知道 从 U 出 发 的 所 有 轨道 将 永远 停留 在 此 邻 域 
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都 趋 于 W (0). 在 这 情形 流 形 是 “吸引 ”的 . 
(2) W° 不 需 是 唯一 的 . 系统 
| = 72, 
ý = -y 


有 平衡 点 (x,y) = (0,0), 在 此 点 Ai = 0,42 = 一 1( 折 分 支 情 形 ). 它 有 一 维 中 心 流 形 
族 
W3(0) = {(z,y) : y = va(z)}, 


1 à 
wm-1| Bexp G) 42<0, 
0, 4220 


其 中 


GOLA 5.4(a)). 系统 
t= 一 一 r(x? +: y*), 
ý = z — y(z? +), 


之 一 一 Zz 
有 平衡 点 (x,y,z) = (0,0,0), 特征 值 Xi。 = ti, As = -1 (Hopf Æ). 系统 存在 一 
族 由 下 面 式 子 给 出 的 二 维 中 心 流 形 ， 
W5(0) = {(2,y,2) : 2 = valt.y)}, 
其 中 


1 
Bex ( -5) 当 z2 +y? > 0， 
pplz, y) = | > 2(x? + y?) . 
0, 4x2=y=0 


( 见 图 5.4(b)). 如 我 们 将 看 到 的 , 对 应 用 这 种 不 唯一 性 实际 上 没有 什么 关系 . 


y Vj 
0 od 0 p 


(a) (b) 
5.4 中 心 流 形 的 不 唯一 性 : (a) 折 分 支 ; (b) Hopf 分 支 
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(3) 在 zo 的 某 邻 域 U 内 ,中心 流 形 we 与 上 有 相同 的 有 限 次 光滑 性 (E f € C*， 
k 有 限 , 则 we 是 C* 流 形 ). 但 是 , 4 k — ce 时 邻 域 U 可 能 收缩 以 至 于 对 某 Ce 
系统 Ch 流 形 We 不 存在 ( 见 练习 1). © 

为 了 更 明确 地 刻画 在 非 双 曲 平衡 点 zo = 0 附近 的 动力 学 , 在 由 4 的 所 有 ( 广 
义 ) 特征 向 量 (或 者 它们 的 线性 组 合 , 如 果 对 应 的 特征 值 是 复数 ) 构成 的 特征 基 上 
改写 (5.1). 合并 临界 和 非 临界 分 量 , 可 以 将 系统 (5.1) 重 写 为 


| ù = Bu + g(u,v), 


i (5.2) 
ù = Cv + h(u, v), 


v 这 里 u e R™,v € R+- B 是 一 
个 no X No FERE, 它 所 有 no 个 特征 
W= {r= V(u)} 值 在 虚 轴 上 , C 是 一 个 (n+ +n_) x 
(n+ 十 n-) 矩阵 , 它 没有 特征 值 在 虚 
HH ©. 函数 9 和 hh 有 人 至少 从 二 次 
项 开始 的 Taylor 展开 .系统 (5.2) 
T={w=0} 的 中 心 流 形 可 局 部 地 表示 为 光滑 函 

tu 数 
图 5.5 ”作为 函数 v= Y(u) 的 图 像 的 中 心 流 形 


WS = {(u,v): v = V(u)} 


的 图 像 ( 见 图 5.5). 这 里 V: R SR, Ae We 的 相 切 性 , V(u) = O(|[ul|?). 
定理 5.2( 约 化 原理 ) ”在 原点 附近 系统 (5.2) 局 部 拓扑 等 价 于 系统 
ù = Bu+g(u,V(u)), 
| ù = Cv. 


如 果 存 在 多 于 一 个 中 心 流 形 , 则 对 不 同 的 了, 所 有 系统 (5.3) 都 是 局 部 光滑 等 价 . O 

我 们 指出 , (5.3) 关于 ww 的 方程 是 互相 独立 的 . 第 一 个 方程 是 (5.2) 在 它 的 中 
心 流 形 上 的 限制 . 因此 , 结构 不 稳定 系统 (5.2) 的 动力 学 本 质 上 由 这 个 限制 所 决定 ， 
因为 (5.3) 的 第 二 个 方程 是 线性 的 , 它 有 指数 式 衰减 /增长 的 解 . 例如 , Hu=0 是 
限制 的 渐 近 稳定 平衡 点 , 而 C 的 所 有 特征 值 都 有 负 实 部 , 则 (u,v) = (0,0) 是 (5.2) 
的 渐 近 稳定 平衡 点 . 显然 , 中 心 流 形 上 的 动力 学 不 仅 由 (5.2) 的 线性 项 而 且 也 由 它 
的 非 线性 项 所 确定 . 

例 5.1 ( 切 近似 的 失败 ) ”考虑 平面 系统 


{ t = ry + T°, 7 


(5.3) 


.4 
ý = -y 一 272. Ga 


D 实际 上 , 在 非 临界 特征 空间 上 的 任何 基 是 允许 的 ， 换 名 话说 , 矩阵 C 可 以 没有 实 标准 (Jordan) 型 . 
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它 有 平衡 点 (x,y) = (0,0). 它 是 稳定 还 是 不 稳定 ? Jacobi 和 矩阵 


lac) 


有 特征 值 Xi = 0,\2 = —1. 因此 , 系统 (5.4) 写 为 形式 (5.2), 它 有 由 下 面 的 纯 量 函 
数 所 表示 的 一 维 中 心 流 形 We: 
y=V(z). 


求 这 个 函数 Taylor 展开 的 二 次 项 
V(x) = sua? trees 


未 知 系数 w AH y 的 表达 式 来 寻找 : 


-~  3OV i 
j= tT Wett suytu ew (Sw 41) ot tenn, 


或 者 , 另外 表示 为 
Tee (Mesa) Pe. 


因此 , w+4=0, 


w= 一 4. 
由 此 , 中 心 流 形 有 下 面 的 二 次 近似 
V(z) = —22? + O(23), 
而 (5.4) 在 这 个 流 形 上 的 限制 是 
i = £V (x) + z? = —223 + z? + O(x*) = -r° 十 O(z4)， 


因而 , 原点 是 稳定 的 . 系统 在 平衡 点 附近 的 相 图 如 图 5.6 所 示 . (5.4) 在 它 的 临界 特 
征 空间 y = 0 上 的 限制 为 
z= 2°. 
原点 是 这 个 方程 的 不 稳定 点 , 但 这 给 出 稳定 问题 的 错误 答案 . 图 5.7 对 在 We 和 Te 
上 的 两 个 限制 方程 进行 比较 . 
(5.3) 的 第 二 个 方程 可 以 用 标准 的 鞍点 方程 


eng pa 
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代替 , (vu) < R"- x R"+. 因此 , 约 化 原理 可 以 用 下 面 的 方法 简洁 地 表示 为 : 非 双 曲 
平衡 点 附近 的 系统 局 部 拓扑 等 价 于 标准 鞍点 在 中 心 流 形 上 的 限制 的 捏 扩 (suspesion). 


y 


图 5.6 (5.4) 的 相 图 : 原点 是 稳定 的 


(a) (b) 
5.7 限制 方程 : (a) 在 中 心 流 形 W 上 ; (b) 在 切线 Te 上 


5.1.2 ”离散 -时 间 系 统 的 中 心 流 形 


现在 考虑 由 
re f(z), rz ER" (5.6) 


定义 的 离散 -时 间 动 力 系统 , 这 里 f 充分 光滑 ，f(0) = 0. BE Jacobi ARE 4 在 不 动 
点 zo = 0 的 特征 值 为 ,yz,… ,yw, 称 为 乘 子 . 假设 平衡 点 不 是 双 曲 的 , 因此 有 乘 
子 在 单位 圆 上 (绝对 值 为 1). 假定 有 n+ 个 乘 子 在 单位 圆 外 , no 个 乘 子 在 单位 圆 上 , 
以 及 n- 个 乘 子 在 单位 圆 内 ( 见 图 5.8). 设 Te 表示 4 对 应 于 单位 圆 上 的 n AHR 
子 并 的 线性 不 变 (广义 ) 特征 空间 . 如 果 仅 考虑 整数 值 时 间 并 令 ok = f*, f 的 上 次 
JEN, 于 是 定理 5.1 对 系统 (5.6) 可 完全 一 样 成 立 . 利用 4 的 特征 基 和 以 前 相同 的 
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(lela) (5.7) 
v Cu + h(u, v) 

但 是 , 现在 B 有 特征 值 在 单位 圆 上 , 而 C 所 有 的 特征 值 在 圆 内 或 圆 外 . 中 心 流 形 
具有 局 部 表示 v= V(u), 约 化 原理 仍 成 立 . 


记号 , 可 将 系统 重 写 为 


图 5.8 不 动 点 的 临界 乘 子 


定理 5.3 系统 (5.7) 在 原点 附近 拓扑 等 价 于 系统 


wv ),, Bu + g(u, V(u)) (5.8) 
v Cv l 


若 存在 多 个 中 心 流 形 , 则 具有 不 同 V(u) 的 所 有 映射 (5.8) REAREA OF 

标准 的 鞍点 结构 对 离散 -时 间 更 加 复杂 , 因为 必须 考虑 到 映射 在 膨胀 方向 和 压 
缩 方向 的 定向 性 质 . 首先 , 为 简单 起 见 , 假设 没有 乘 子 在 单位 圆 外 ( 即 n, = 0). 于 
是 , 若 detC > 0, 则 (5.8) 中 的 映射 ob Co 可 以 用 


Ve =y 
2 


代替 , 这 是 标准 的 保持 方向 的 稳定 结 点 . 但 是 , FF det C < 0, 则 映像 (5.8) 必须 用 


1 
Ur gut 
bake 
vg 一 7502 
代替 , 这 里 wm < R"- -1 v € R!, 这 是 标准 的 逆向 稳定 结 点 . 若 现 在 有 n 个 乘 子 在 | 
单位 圆 外 , 则 标准 的 不 稳定 结 点 山上 D, w, w eR 应 该 加 入 式 (5.8). 类 似 于 标准 


的 稳定 结 点 , 定义 标准 的 不 稳定 结 点 , 但 是 以 乘 子 2 代替 3 5 标准 的 稳定 和 不 稳定 
结 点 一 起 定义 了 R"-+"+ 中 的 标准 鞍点 映射 . 
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5.2 ”依赖 于 参数 的 系统 的 中 心 流 形 


现在 考虑 光滑 依赖 于 参数 的 连续 -时 间 系 统 : 
z=f(z,a), rz ER",aeR!. (5.9) 


假设 在 a = 0 系统 有 非 双 曲 平衡 点 x = 0, 有 no 个 在 虚 轴 上 的 特征 值 和 (n — no) 
个 特征 值 具 非 零 实 部 . 设 它们 有 n- 个 有 负 实 部 , n+ 个 有 正 实 部 . 考虑 扩展 系统 


ane, 5.10 
z= f(zr,a). oy 


注意 , 扩展 系统 (5.10) 可 以 是 非 线性 的 , 即使 原来 的 系统 (5.9) 是 线性 的 .(5.10) 
在 平衡 点 (a,z) = (0,0) 的 Jacobi HERE (n+ 1) x (n +1) 矩阵 


1=( 0 0 上 
fa(0,0) fz(0,0) 


‘EA (no +1) 个 特征 值 在 虚 轴 上 , (n — no) 个 特征 值 有 非 零 实 部 . 因此 , 可 以 对 系统 
(5.10) 应 用 中 心 流 形 定理 . 定理 保证 中 心 流 形 We c R! x R",dimW* = no +1 的 
存在 性 . 这 个 流 形 在 原点 切 于 J 对 应 于 具 零 实 部 的 (no + 1) 个 特征 值 的 (广义 ) 特 
征 空间 . 因为 & = 0, 超 平 面 a, = {(a,z) : a = ao} KF (5.10) 也 是 不 变 的 . 
此 , 流 形 Wo 是 由 no 维 不 变 流 形 


WE = W° nN Ia 


组 成 的 叶 状 流 形 ( 见 图 5.9). 由 此 , 有 下 面 
的 引 理 . 

引 理 5.1 AA (5.9) 有 依赖 于 参数 
的 局 部 不 变 流 形 WE Hn, = 0, 则 这 个 
流 形 是 吸引 的 . - 口 

注意 ， 如 上 一 节 所 定义 的 ，Wy 是 
(5.10) 在 a = 0 的 中 心 流 形 . 通常 , WE 称 
为 对 所 有 a 的 中 心 流 形 . 对 每 个 小 |al, 可 
图 5.9 扩展 系统 的 中 心 流 形 以 把 系统 (5.9) 限制 在 We E. 如 果 在 WE 
引入 (依赖 于 参数 ) 坐标 系统 , 以 u eR 


作为 坐标 加 , 这 个 限制 将 以 光滑 系统 
ù = (u,a) (5.11) 
DHF WE WF T°, 所 以 可 以 对 小 |al, 用 从 WE 到 Te 的 (局 部 ) 投影 , 在 Te 上 的 坐标 参数 化 WE. 
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表示 . 在 a=0, 系统 (5.11) 等 价 于 (5.9) 在 它 的 中 心 流 形 We 上 的 限制 , 在 5.4 节 将 
对 所 有 余 维 1 分 支 对 它 明 确 地 计算 到 三 次 项 . 

定理 5.4(Shoshitaishvili,1972) ”系统 (5.9) 局 部 拓扑 等 价 于 由 标准 鞍点 (5.5) 
作 的 (5.11) 的 捏 扩 . 此 外 , (5.11) 可 以 由 任何 一 个 局 部 拓扑 等 价 系统 所 代替. 口 

这 个 定理 意味 着 , 分 支 参 数值 附近 不 变 流 形 We 上 出 现 的 所 有 “本 质 ” 事件 都 
可 由 no 维系 统 (5.11) 来 捕获 . 类 似 的 定理 可 以 对 离散 -时 间 动 力 系 统 , 以 及 系统 含 
有 多 个 参数 的 情形 加 以 叙述 . 下 面 将 这 个 定理 应 用 到 折 分 支 和 Hopf 分 支 . 

例 5.2(R? 中 的 一 般 折 分 支 ) ”考虑 平面 系统 


i= jza)， 2€R?,a€R’. (5.12) 


假设 在 a = 0, 它 有 平衡 点 zo = 0, 一 个 特征 值 和 = 0, 另 一 个 Ao < 0. 对 小 |al, 51 
理 5.1 给 出 (5.12) 的 一 个 光滑 的 局 部 定义 以 及 一 维 的 吸引 不 变 流 形 We 的 存在 性 . 
在 a = 0, 限制 方程 有 形式 

ù = bu? + O(u?). 
WR b0, 限制 方程 一 般 依赖 于 参数 , 故 如 同 第 3 章 中 的 证 明 , 它 是 局 部 拓扑 等 价 
于 规范 形 

ù =a +ou, 

这 里 o = sign b = +1. 在 这 些 一 般 性 条 件 下 , 由 定理 5.4 得 知 (5.12) 局 部 拓扑 等 价 
于 系统 


2 
| u =Q +ou", (5.13) 


v = -v. 
方程 (5.13) 中 的 两 个 方程 是 互相 独立 的 . 对 情形 c > 0, 所 得 相 图 如 图 5.10 Bra. 
对 o < 0, 存在 两 个 双 曲 不 动 点 、 稳 定 结 点 和 鞍点 . 它们 在 a = 0 时 相 碰 , 形成 了 
一 个 鞍 - 结 点 , 再 消失 . a > 0 时 系统 没有 平衡 点 . (5.13) 中 的 流 形 We 可 考虑 为 与 
参数 无 关 并 由 v = 0 给 出 . 显然 , 这 是 无 穷 多 个 选择 之 一 ( 见 例 5.3 的 注 ) 同样 的 
事情 对 (5.12) 发 生 在 某 个 一 维 , 依赖 于 参数 的 不 变 流 形 上 , 这 是 局 部 吸引 的 ( 见 图 
5.11). 所 有 的 平衡 点 都 属于 这 个 流 形 . 图 5.10 和 图 5.11 解释 为 什么 通常 称 折 分 支 
为 鞍 - 结 点 分 支 . 应 该 清楚 如 何 把 这 些 考虑 推广 到 包括 A > 0 情形 和 n EEE. S 


sy 4 


图 5.10 o = 1 时 标准 系统 (5.13) 的 折 分 支 
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f f\f sf 


a0 a=0 a>) 


图 5.11 一般 平 面 系统 的 折 分 支 
例 5.3(R3 中 的 一 般 Hopf 分 支 ) ”考虑 系统 
z=f(z,a), xeR’ acR!. (5.14) 


假设 在 a = 0, 它 有 平衡 点 zo = 0, 特征 值 和 1,2 = tiwo, wo > 0 和 一 个 负 特 征 
值 Xa < 0. 对 小 |al, 引 理 5.1 给 出 了 (5.14) 的 依赖 于 参数 、 光 滑 、 局 部 的 二 维 不 变 
流 形 We 的 存在 性 . 在 a = 0 限制 方程 (5.11) 可 以 写成 复数 形式 


Z=iwoz+g(z,zZ), z ECl. 


车 这 个 方程 的 Lyapunov 系数 h (0) PAF, 而 限制 方程 一 般 地 依赖 于 参数 , 则 如 同 
第 3 章 的 证 明 , 它 局 部 拓扑 等 价 于 规范 形 


ż = (a + i)z +0272, 


其 中 o = sign 1,(0) = +1. 在 这 些 一 般 性 条 件 下 ， 由 定理 5.4 得 知 (5.14) 是 局 部 拓 
扑 等 价 于 系统 


| 2 = (a+ i)z + 0273, (5.15) 
v= —v. 

对 o = -1 (5.15) 的 相 图 如 图 5.12 所 示 . 超 临界 Hopf 分 支 在 不 变 平面 v = 0 上 发 
Æ, 它 是 吸引 的 . 同样 情况 对 (5.14) 发 生 在 某 个 二 维 吸 引流 形 上 ( 见 图 5.13). 这 种 


结构 可 以 推广 到 任意 维 数 n > 3. > 


D 


一 -一 


and ao=0 a0 


5.12 o = 一 1 时 , 标准 系统 (5.15) 的 Hopf 4X 
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Go e 


at a=0 人 


图 5.13 一 般 三 维系 统 中 的 超 临 界 Hopf 分 支 


注 MBER, 不 管 是 折 分 支 情形 还 是 Hopf 分 支 情形 , 流 形 Ws 不 唯一 , 但 
是 分 支出 的 平衡 点 或 环 都 属于 任何 一 个 中 心 流 形 (参看 5.1.1 节 中 心 流 形 定 理 的 注 
(2)). 在 折 分 支 情形 , 在 鞍点 附近 流 形 是 唯一 的 , 且 与 它 的 不 稳定 流 形 重合 , REC 
存在 . 在 稳定 结 点 失去 唯一 性 . 类 似 地 , 在 Hopf 分 支 情形 , 流 形 唯 一 旦 与 鞍 - 焦 点 
的 不 稳定 流 形 重合 直到 出 现 稳 定 极 限 环 La, 在 那里 唯一 性 破裂 . 图 5.14 显示 系统 
(5.15) 在 (p,v) 坐标 下 , 对 o = -1, 当 a > 0 时 的 Hopf 情形 , Ws WA eH. © 


5.14 Hopf 分 支 附 近 依 赖 于 参数 的 中 心 流 形 的 非 唯一 性 


5.3 极限 环 分 支 


结合 Poincaré 映射 ( 见 第 1 章 ) 和 中 心 流 形 方法 , 可 以 用 第 4 章 的 结果 到 维 
连续 -时 间 系 统 的 极限 环 分 支 . 

设 Lo 是 系统 (5.9) 在 a = 0 时 的 一 个 极限 环 (孤立 周期 轨道 )， 设 Pa 表示 
对 附近 的 a 相应 的 Poincaré 映射 P,: Os S, ZE SEL 的 局 部 截面 . HE 
E 上 引入 某 个 坐标 上 = (61,62 ,én-1), WE = Pal) 定义 为 (5.9) HO EA E 
为 坐标 的 初始 点 的 轨道 的 下 一 个 与 S 的 交点 . DAG Lo 的 交点 给 出 玉 的 不 动 点 
Po(&o) = £o. 映射 Po ENOR HART. 

假设 环 Lo 是 非 双 曲 的 , CA no 个 乘 子 在 单位 圆 上 . 于 是 中 心 流 形 定理 给 出 了 
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Py 的 依赖 于 参数 的 不 变 流 形 We CD, 在 这 个 流 形 上 “本 质 ” 事情 发 生 .， Poincaré 
映射 P 局 部 拓扑 等 价 于 由 标准 鞍点 映射 在 这 个 流 形 上 限制 的 扭 扩 . 为 简单 起 见 ， 
固定 n= 3, 考虑 这 个 定理 对 极限 环 的 含义 . 


5.3.1 ” 环 的 折 分 支 


假设 在 a = 0 环 有 单 乘 子 ja = 1, 另外 一 个 乘 子 满足 0 < ja <1. Ps 在 不 变 
流 形 We 上 的 限制 是 一 维 映射 , CE a = 0 有 不 动 点 , 其 乘 子 a = 1. 正如 在 第 4 
章 中 看 到 的 , 一 般 地, 可 知 当 a 穿 过 零 时 两 个 不 动 点 相 碰 而 消失 . 在 关于 u 的 假 
设 下 , 这 个 情况 在 Ps 的 一 维 吸引 不 变 流 形 上 发 生 . 因此 , 一 个 稳定 点 和 一 个 鞍点 
不 动 点 包含 在 这 个 分 支 中 ( 见 图 5.15). Poincaré 映射 的 每 个 不 动 点 对 应 于 连续 -时 
间 系 统 的 极限 环 . 因此 , 系统 (5.9) 中 的 两 个 极限 环 (稳定 的 和 鞍点 的 ) 在 这 个 分 支 
相 碰 而 消失 ( 见 图 5.15). 


Ly Ly Ly 


or<0 a=0 a> 
图 5.15 极限 环 的 折 分 支 
5.3.2 ” 环 的 翻转 分 支 


假设 在 a = 0 ERT m = -1 另 一 个 -1 < jz < 0. 于 是 已 在 不 变 流 形 
上 的 限制 一 般 地 显示 倍 周 期 (翻转 ) 分 支 : 当 不 动 点 改变 它 的 稳定 性 时 这 个 映射 出 
现 周期 2 环 ( 见 图 5.16). 由 于 这 个 流 形 是 吸引 的 , 例如 , 稳定 不 动 点 失去 稳定 性 而 
变 成 鞍点 , 这 时 周期 2 环 出 现 . 不 动 点 对 应 于 相关 稳定 性 的 极限 环 . 映射 的 周期 2 
环 对 应 于 (5.9) 的 唯一 稳定 极限 环 , 其 周期 近似 于 “基本 ” 环 Lo 周期 的 两 倍 . 倍 - 周 
期 环 使 得 在 Lo 附近 在 它 闭合 之 前 有 两 个 大 “ 游 尺 ". 确切 的 分 支 情 景 由 在 a = 0 
计算 的 限制 Poincaré 映射 的 规范 形 系数 所 确定 . 


5.3.3” 环 的 Neimark-Sacker 分 支 


最 后 一 个 余 维 1 分 支 对 应 于 乘 子 是 复 且 单 的 , 并 在 单位 圆 上 , p12 = et, 于 
是 Poincaré 映射 有 依赖 于 参数 的 二 维 不 变 流 形 , 在 这 个 流 形 上 , 一 般 地 , 从 不 动 点 
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Lo Lo 
i i L, 


ri a=0 a>0 


图 5.16 极限 环 的 翻转 分 支 


Ly 


分 支出 闭 不 变 曲线 ( 见 图 5.17). 这 个 财 曲 线 对 应 于 (5.9) 的 二 维 不 变 环 面 T2. 这 个 
分 支 是 由 在 临界 参数 值 的 限制 Poincaré 映射 的 规范 形 系数 所 确定 . 在 环 面 T? 上 
的 轨道 结构 是 由 Poincaré 映射 在 这 个 闭 不 变 曲 线 上 的 限制 所 确定 . 因此 , 一 般 地 ， 
存在 位 于 这 个 环 面 上 的 不 同 稳定 性 类 型 的 长 周期 环 ( 见 第 7 章 ). 


a>0 rr 一 人 a of) 


图 5.17 极限 环 的 Neimark-Sacker 4% 


5.4 中 心 流 形 的 计算 


如 前 面 几 节 指 出 , 高 维系 统 对 平衡 点 和 不 动 点 (因而 , 极限 环 ) 的 分 支 分 析 化 为 
对 在 不 变 流 形 Ws 上 限制 的 微分 方程 (映射 ) 的 分 析 . 由 于 这 些 分 支 是 由 在 临界 参 
数值 a = 0 的 限制 系统 的 规范 形 系数 决定 , 因而 必须 能 够 计算 中 心 流 形 We = we 
以 及 限制 在 这 个 流 形 上 的 ODEs 或 映射 直到 足够 的 高 阶 项 . 

表示 中 心 流 形 We 的 函数 的 Taylor 展开 的 未 知 系数 可 以 用 递 推 方法 计算 , 其 
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中 每 一 步 包 含 求解 线性 代数 方程 组 . 即使 中 心 流 形 不 唯一 , 如 此 得 到 的 系数 对 所 有 
这 些 流 形 是 相同 的 . 在 Ce 情形 , 这 意味 着 这 些 流 形 只 差 个 “平坦 "(flat) 函数 . 前 
面 推导 了 平衡 点 和 不 动 点 所 有 余 维 1 分 支 的 中 心 流 形 的 二 次 Taylor 系数 的 明显 公 
SK. 现在 应 该 清楚 , 对 这 些 情形 We 或 者 是 一 维 或 者 是 二 维 , no = 1,2. 为 了 分 析 这 
些 分 支 , 首先 计算 限制 临界 ODEs 或 者 映射 直到 (包括 ) 三 次 项 , 然后 求 对 应 规范 
形 的 系数 . 在 8.7 节 以 及 9.7 节 将 用 更 先进 的 方法 计算 中 心 流 形 结合 在 这 个 流 形 上 
限制 方程 的 规范 化 . 

这 一 节 对 中 心 流 形 的 计算 用 投影 法 , 从 而 避免 把 系统 变换 到 特征 基 上 ( 即 (5.2) 
或 (5.7) 的 形式 ), 代 之 以 仅仅 用 对 应 于 4 以 及 它 的 转 置 AT 的 特征 向 量 , 把 系统 
“投影 ”到 临界 特征 空间 和 它 的 补 空间 . 这 个 方法 是 基于 Fredholm 交替 定理 , 并 且 
可 用 于 连续 -时 间 和 离散 -时 间 有 限 维系 统 , 以 及 某 些 无 穷 维 动力 系统 ( 见 附 录 A), 
不 过 要 略 作 修改 . 
5.4.1 ODEs 的 限制 规范 化 方程 


如 通常 , 从 连续 -时 间 情 形 开始 . 假设 系统 (5.1) 有 形式 


t= Ax + F(z), ZE R", (5.16) 
其 中 F(x) = Olle?) 是 光滑 函数 . 在 z =0 附近 , 它 的 Taylor 展开 为 
F(z) = 5B(2,y) + 2C(z,z,2) + O(llzll), (5.17) 
这 里 B(z,y) 和 C(z,y,z) 是 多 重 线性 函数 . 在 坐标 下 的 分 量 为 
| 
Bi(z,y) ie p2 OE OE. Le 了 ZK (5.18) 
和 
二 fe z 
Ci(z,y, z) = pz ,605| 7r (5.19) 
XH i= 1,2,---,n. 


1. 折 分 支 
在 这 种 情形 , 4 有 单 零 特征 值 和 = 0, 对 应 的 临界 特征 空间 Te 是 由 满足 Ag = 0 
的 特征 向 量 9 e R” 张 成 的 一 维 空间 . 设 p eR 是 伴随 特征 向 量 , 即 4Tp = 0, 这 
里 47 是 矩阵 的 转 置 @. 可 以 方便 地 把 p 关于 4 标准 化 : (p,q) = 1, 其 中 (.,.) 是 
R” 中 的 标准 数量 积 . 由 Fredholm 交替 定理 得 下 面 引 理 . 
D 回忆 对 任何 x,y € R”, 有 (x, Ay) = (ATz, y). 
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引 理 5.2 KTM 表示 4 所 有 异 于 零 的 特征 值 的 对 应 的 (n 一 1) 维 线性 特征 
空间 . DM yeT™ 当 且 仅 当 (p,y) = 0. 口 
利用 这 个 引 理 , 可 “分 解 ” 任何 向 量 ze R" 为 


t= u4 +y, 
这 里 ugeTeyeT”. 如 果 q Ap 已 经 如 上 面 标准 化 了 , 就 得 到 u 和 y 的 明确 表 
达 式 : 
| u = (p,q), (5.20) 


y == — (p,z)q. 
由 此 可 定义 两 个 算 子 : 
Poa = (p,t)q, Poor = x — (p,7)g. 
这 些 算 子 分 别 是 在 Te 和 Ts* 上 的 投影 , A 
P? = Pp, P2 = Py, P.P,,= P,P.=0. 


数量 u 和 向 量 y 可 以 考虑 为 R 上 的 新 “坐标 ". 虽然 ye R", 总 能 满足 正 交 性 条 
件 (p,y) = 0. 在 这 些 新 坐标 下 , 系统 (5.16) 可 写 为 


| ù = (p, F(uq+y)), (5.21) 
y= Ay + F(uq + y) — (p, F(uqg+y))¢. l 


为 了 得 到 这 些 方程 , 必须 考虑 到 (5.20) 以 及 特征 向 量 定 义 和 标 准 化 . 等 价 地 , 可 应 
用 上 面 的 投影 算 子 到 系统 (5.16). 
应 用 Taylor 展开 (5.17) 和 方程 Ag = 0, 可 写 为 


i oe ieee 
F(uq + y) = Ay + z Bla, q) + 2uB(q,y) + Bly, y)) + gu ca, Woke ， 


这 里 的 省 略 号 … 表示 所 有 没有 列 出 的 (w,y) 的 三 次 项 和 高 阶 项 . 于 是 (5.21) 变 成 


| ù = bu? +uBlq,y)+ru+---, 
l i (5.22) 
y= Ay + sau +e, 
其 中 we Ri,y e R", 以 及 对 br eR! 和 a e R", 有 下 面 的 不 变 表 达 式 : 
b = 2(p, Bla?) (5.23) 


dg ,Cl 9,9)), a= B(q,q) — (p, B(q,q))4. (5.24) 
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实际 上 , (5.22) 中 只 有 那些 本 质 的 项 才 在 下 面 表达 式 中 出 现 @. 
我 们 寻求 代表 中 心 流 形 y = V(u) 的 Taylor 展开 式 的 二 次 项 


V(u) = pwn + O(u?), (5.25) 
这 里 w eR” 是 未 知 向 量 . 由 于 对 小 的 ww E Tsv， V(u) € Tsu 得 (p,w2) = 0. 
现在 如 例 5.1 进行 . 中 心 流 形 We 的 不 变性 意味 着 
ý = Vu (u)ù, (5.26) 
FOF y Al ù WHAL (5.22). 将 表达 式 (5.25) 代入 (5.26) 并 合并 u? TH, 则 向 量 w 应 
该 满足 方程 
Aw = —a. (5.27) 


但 是 , 这 里 有 个 问题 , 因为 4 在 R" 中 显然 是 不 可 逆 的 (A= 0 是 特征 值 ). 这 个 困 
难 容易 克服 . 注意 到 , 由 于 (p,a) = 0, 有 o e Ts*. 对 应 于 A 的 线性 变换 在 它 的 不 
变 子 空间 T 上 的 限制 是 可 逆 的 . 因此 , 方程 (5.27) 有 唯一 解 w e TS, 如 果 记 这 
个 解 为 
w = —AINV a, 
(5.22) 在 中 心 流 形 上 的 限制 取 形 式 
ù = bu? + cu? + O(ut), 


其 中 b 由 (5.23) 定义 且 


c=r- zip, B(q, A™Y a)) = 5 (0, C(4,9,9) — 3B(q, A™V a))). (5.28) 
为 了 验证 折 分 支 是 非 退化 的 , 仅仅 需要 利用 (5.23) 计算 b. 如 果 5 二 0, 系数 c 必须 
计算 ( 见 8.2 节 ). 


在 实践 中 , 对 w eR” 和 we R!, 可 用 求解 (n+ 1) 维 加 边 系 统 


ea) (5.29) 


RUE w= AV a, 这 里 g Al p 分 别 是 上 面 定义 的 4 和 AT 对 应 它们 单 零 特 征 值 
的 已 经 被 标准 化 了 的 特征 向 量 . 
引 理 5.3 ”加 边 系 统 (5.29) 的 (n + 1) x (n + 1) 矩阵 是 非 奇异 的 . 


D 例如 , (5.22) 中 两 个 方程 的 项 O(|ly||2) 在 下 文 是 无 关 紧 要 的 ， 因为 它们 并 不 影响 限制 方程 的 二 次 项 
和 三 次 项 . 


第 5 章 n 维 动力 系统 的 平衡 点 分 支 与 周期 轨道 分 支 .157 . 


DEG) = 


f n = 0 Al E = 0, 故 这 个 加 边 和 矩阵 的 零 空 间 是 平凡 的 . 为 验证 这 点 , 假设 n eR” 
Al EER! 构成 (5.30) 的 解 , 即 


证 明 EXE, 由 


| An + €q = 0, 
(p,n) = 0. 


第 一 个 方程 关于 p 取 数量 积 , 得 
(p, An) + &(p, q) = 0. 
但 是 , (p,q) = 1, 而 (p, An) = (ATp, n) = 0. 因此 , € = 0, 第 一 个 方程 变 成 
An = 0. 


这 表明 y 是 4 的 零 向 量 , 由 此 , 对 某 个 Ye R1, 应 有 7 = yq. 于 是 由 第 二 个 方程 得 


?7(p,9) = 0. 
由 于 (p,q) = 1, 得 知 Y= 0, hn = 0. 因此 , 零 不 是 加 边 矩 阵 的 特征 值 , 这 个 矩阵 可 
以 按 通常 意义 求 道 . 口 
现在 假定 (wu) 是 由 引 理 5.3 保证 的 (5.29) 的 唯一 解 . 等 价 地 , 是 
Aw + uq =a, 
(p, w) =0 


的 唯一 解 . 因此 , 按照 第 二 个 方程 , w e Ts*. 第 一 个 方程 关于 p RARR, 得 
(p, Aw) + u(p,q) = (p,a). 
如 前 , (p,q) = 1, (p,a) = 0 以 及 (p, Aw) = (ATp, w) = 0, AE, u= 0 H 
Aw =a. 


因此 , 由 定义 , w = ANVa. 
注 (1) 借助 于 下 的 方向 导数 有 b,7,a FARRER: 
1 6? 


b= 2 Wp, F(ug)) pe a= © rn 人 
20u2 证 他 60u3 ©’ en Bui "I 2S bi 
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这 里 , 代替 F, (5.1) 的 右 端 的 f 被 用 到 . 

(2) g 标准 化 的 选择 是 无 关 紧 要 . 事实 上 , WRA yg 代替 q, y ER! 是 某 个 非 
零 数 . 但 有 关 的 标准 化 (p,q) = 1 仍 保 持 , 限制 方程 的 系数 将 有 变化 , 虽然 这 个 方 
程 可 以 用 变换 ur Su 容易 地 变 回 到 原来 的 形式 . 对 二 次 项 和 三 次 项 这 个 容易 从 
(5.28) 和 (5.29) 看 出 . oO 

2. Hopf 分 支 


在 这 种 情形 , 4 有 一 对 单 复 特征 值 在 虚 轴 上 , 和 1,2 = iwo, wo > 0,, 这 些 是 满足 
Re 入 = 0 的 仅 有 的 两 个 特征 值 . 令 ge C" 为 对 应 于 Xi 的 复 特 征 向 量 : 


Aq =iwoq, Ağ = —iwog 


(如 同 折 分 支 情形 , 它 的 特殊 的 标准 化 是 不 重要 的 ). 也 引入 伴随 特征 向 量 pec, 
它 有 性 质 : 
A™p = —iwop, ATp = iwop, 
且 满 足 标 准 化 条 件 
(p,q) = 1, (5.31) 


这 里 (p,q) = Y piq 是 Cn 中 标准 数量 积 (关于 第 二 个 变量 是 线性 的 )， 对 应 于 


tiwo 的 临界 实 特征 空间 Te 现在 是 二 维 且 由 (Re q, Im q) 张 成 . 对 应 于 A 的 所 有 
其 他 异 于 tiwo 的 特征 值 的 实 特征 空间 T 是 (n _ 2) 维 . 下 面 的 引 理 成 立 . 
引 理 5.4 yeT™ 当 且 仅 当 (p,q) = 0. 口 
这 里 ye R" 是 实 的 , 而 pe Cn 是 复 的 . 因此 引 理 的 条 件 导致 对 ， 有 两 个 实 约 
R ((p,y) 的 实 部 和 虚 部 必须 为 零 )、 如 同 前 一 情形 , 这 个 引 理 允 许 我 们 把 任何 一 个 
z ER 分 解 为 
也 三 29g 十 壹 G 十 2 


其 中 ze Ci BeeqtaqgeT, ye T. 复 变 量 z 是 Te 上 的 坐标 . 有 
之 二 (p, £), 
5.32 
| y =x -— (p,x)q — (p,x)G i ! 


(ER, (p,q) = 0, 见 引 理 3.3). 在 (5.32) 坐标 系 下 , 系统 (5.16) 有 形式 


y=Ayt+ Flzqt+zZqty) (5.33) 


2 =iwoz + (p, F(zqt+zq+y)), 
—(p, F(zq + Z G+y))q— (p, F(zqt Zg + y))¢. 
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系统 (5.33) 是 (n+ 2) 维 的 , 但 是 必须 记 住 两 个 加 在 y 上 的 实 约束 . 
利用 (5.17) 以 及 特征 向 量 的 定义 , 可 以 写 (5.33) 为 形式 


1 1 1 
之 一 iu0z + C202" + G112zZ 十 5 G02? + 3 G212°2 
+z(p, B(q,y)) + z(p, BUG, y)) 十， 
y=Ay+ 3 H202? + Hilzz 十 2 Ho2z” eg 


这 里 Gz, G11, G02, G21 € Cl Hi; € C", 并 用 到 了 C 中 的 数量 积 . 如 通常 ， 


有 关系 的 项 . (5.34) 中 的 复数 和 向 量 可 以 由 下 面 公式 计算 : 
G20 = (p, B(q, q)), G11 一 (p, B(g, 9)), Go2 三 (p, B(g, 9)), 


Gai a (p,C(q, q, q)) 


Ay = Bq, q) E5 (p, B(q, 9))9 = (Ď, B(q, q))4. 
HF y €R”, 有 Aj; = Aji. 
中 心 流 形 W 现在 有 表达 式 


| Hə = B(q,4) — (p, B(q,9))g — (5, B(g, 9)) 4. 


y =V(z,z) = 52027 十 W112 十 Swoaz? 十 O(z?)， 
其 中 (p, wiz) = 0. 合并 Wo 的 不 变性 条 件 中 的 关于 z 和 = 的 二 次 项 , 得 
ý = V2 + Vez, 
可 以 指出 , 未 知 向 量 wi; e Cn 应 该 满足 线性 方程 组 


(2iwoln — A)w20 = 五 20， 
—Awi = An, 
(—2iwoln — A)wo2 = Hoz, 
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(5.34) 


只 显示 


这 里 五 Æ nxn 单位 矩阵 . 因为 0, 土 2iwo 不 是 4 的 特征 值 , 上 面 左 端的 矩阵 在 通 
常 意义 下 可 逆 ， 故 这 些 方 程 有 唯一 解 w20, W11 和 woz- 因此 ， 在 这 情形 甚至 比 折 分 


支 情形 更 简单 . 在 we 上 的 限制 方程 可 写 为 
Z 二 iwoz + 3 G202” 十 G112Z 十 5Co? 
+ 3(G21 — 2(p, B(g, A“ Hn) 
+ (p, BG, (2iwoE 一 A)~! Ho9)))z?z +., 


(5.38) 
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其 中 用 了 Cn 中 的 数量 积 . 
下 面 的 任务 是 如 第 3 章 所 述 计算 限制 系统 (5.38) 的 第 一 个 Lyapunov 系数 . 将 
(5.35)~(5.37) 代入 (5.38), 考虑 到 恒等式 


1 1 1 
~la = — A-1g = -— 4, 2iwo7 — A =l = g, 
A~"q PLL q I? (2iwoln — A) gq et 


1 
: _ -1z 一 一 
(2iwol, — A)~*G Bina” 


(5.38) 变 成 方程 
1 2 a i 1 25 
z = woz + 3 9202 + 91122 + 59027 T 99212 an ae 


其 中 
920 = (p, 有 (99))， 911 = (p, B(Q, 9), 
以 及 
92 = (p,C(4, 9, )) — 2(p, B(q, 4 B(q, @))) + (p, B(G, (2iwoIn — A)~+B(q,q))) 
+r P Blas) (p, Bla) ~ Kp, BaD)? ~ zlip, B.A). 
注意 , 最 后 一 行 各 项 都 是 纯 虚 数 , 而 第 三 行 包含 有 与 积 go0911 相同 的 数量 积 . 因此 ， 
应 用 公式 (3.20) 得 
(0) = zap Relionoan + wog21), 

这 给 出 了 第 一 个 Lyapunov 系数 的 不 变 表达 式 : 

(0) = 5 一 


Re| C(a,4,3)) ~ 2(p, B(q, A B(q, 4) 
+(p, BG, (2iwo In — A)-1B(g, 9)) | 


(5.39) 


这 个 公式 看 上 去 对 n 维系 统 (n > 2) 的 Hopf 分 支 的 分 析 处 理 最 方便 . 它 不 要 求 系 
统 先 要 变换 到 特征 基 上 , 而 且 用 原来 的 线性 项 、 二 次 项 和 三 次 项 表示 11(0), 只 假定 
Jacobi 矩阵 的 临界 (通常 的 和 伴随 的 ) 特征 向 量 是 已 知 的 . 第 10 章 将 指出 如 何 使 
用 这 个 公式 对 L (0) 进行 数值 计算 . 
例 5.4( 反 馈 控制 系统 中 的 Hopf 分 支 ) ”考虑 下 面 依赖 于 参数 (a, 6) 的 非 线 性 
微分 方程 
dey d?y 


d 
Is teg + OSE +y ~y)=0, 
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这 是 描述 Lure 型 简单 的 反馈 控制 系统 . 引入 zi =y, za =t UR za = do, 可 以 把 
方程 写 为 等 价 的 三 阶 系统 


Tı = T2, 
£2 = 73, (5.40) 
t3 = 一 QZ3 — Bro — T1 + 22. 


对 所 有 (a, 8) 值 , 系统 (5.40) 有 两 个 平衡 点 z(% = (0,0,0) 和 2 = (1,0,0). 我 们 
分 析 在 原点 的 平衡 点 .(5.40) 在 2 的 Jacobi 矩阵 


0 1 0 
0 0 1 ’ 
-1 -8 -a 


dB + ad? + BA+1=0. 


为 了 寻找 2 的 对 应 于 Hopf 分 支 的 a 和 6 之 间 的 关系 , 将 A = iw 代入 最 后 一 个 
方程 . 若 


有 特征 方程 


scis 3 8>0. (5.41) 
则 特征 多 项 式 有 一 对 纯 虚 特征 根 和 ,2 = iw, w > 0. 容易 验证 , 当 a > ao 时 , 原点 
稳定 , 当 a < ao 时 不 稳定 . BENE AT A SIA A = iw 穿 
过 虚 轴 , 这 里 
w =B. 

穿 过 的 速度 不 为 零 , 且 第 三 个 特征 值 Xs 在 临界 参数 值 附 近 保 持 为 负 值 @， 因 此 ， 
Hopf 分 支 发 生 . 为 了 分 析 这 个 分 支 ( 即 确定 极限 环 分 支 的 方向 ) 必须 计算 在 临界 
参数 值 在 中 心 流 形 上 的 限制 系统 的 第 一 个 Lyapunov 系数 11(0). 如 果 1,(0) < 0, 分 
支 是 超 临 界 , 且 a < ao(8) 时 从 原点 分 支出 唯一 稳定 极限 环 . 如 我 们 将 看 到 的 , 这 
实际 上 是 系统 (5.40) 的 情形 . 

因此 , 把 a 固定 在 由 (5.41) 给 出 的 临界 值 ao, 而 让 8 自由 变动 . 注意 , Jacobi 
矩阵 的 元 素 是 w? 的 有 理 函 数 : 


0 1 0 
a=] 0 0 1 | 
a eee 


D 在 临界 参数 值 (5.41)，》s = -5 <0. 
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由 于 矩阵 4 不 是 实 标准 型 , 我 们 将 用 投影 方法 进行 . 
容易 验证 , 向 量 


分 别 是 A 和 AT 对 应 于 特征 值 iw 和 -iw: 
Aq = ATp = jwp 


的 特征 向 量 . 为 了 达到 适当 的 标准 化 (5.31), 应 该 尺度 化 这 些 向 量 . 例如 下 面 的 尺 


度 化 就 够 了 : 
1 iw 
q= iw ， p= = iw’ —1 |. 
_ 2w(w + i) ae 


线性 部 分 的 分 析 现 在 已 经 完成 了 . 
(5.40) 中 只 有 一 项 非 线性 项 (二 次 项 ). 因此 , 由 两 个 向 量 x = (21, 22,23)? € R3 
All y = (11, y2,43)? E€ R? 定义 的 双 线 性 函数 B(z,y)( 见 (5.18)) 可 表示 为 


0 
B(z,y) = 0 1 
27121 
而 Clz,y,z) 三 0. 因此 


0 0 
B(q,q) = B(g, a) = 0 =| 0 |， 
2q? 2 


求解 对 应 的 线性 系统 得 
-2 
s=A™"B(q,q)=| 0 
0 


1 
. _ 2 
r= (2iwE 一 A) 1B(q,q) = ~ 3(1 + 2iw) 2iw . 
4w? 
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最 后 , 由 公式 (5.39) 求 得 第 一 个 Lyapunov 系数 


1 a) 1 8 6 
(0) = 55 Re(—4p3q1 81 + 2p3gi71) = -sy 
用 代 换 w? = b, 现在 就 可 回 到 参数 6: - 


_ (1+86)BVB 
1) = —q aay + 6) <° 


显然 , Lyapunov 系数 对 所 有 正 6 都 是 负 的 . 因此 , Hopf 分 支 是 非 退 化 的 且 永 远 是 
超 临界 . © 
5.4.2 ”映射 的 限制 规范 化 方程 

现在 把 投影 方法 开发 到 离散 -时 间 情 形 . 这 时 可 以 把 系统 (5.6) 写 为 

T= Ar+ F(x) «ER, (5.42) 

这 里 F(x) = Ol|) 是 光滑 函数 , 它 的 Taylor 展开 写 为 形式 (5.17). 下 面 的 计算 
类 似 于 上 一 节 . 

1. 折 分 支 和 翻转 分 支 


考虑 折 分 支 和 翻转 分 支 . 在 每 一 个 情形 , 4 有 单 临界 特征 值 ( 乘 子 ) 和 1 = 41, 
对 应 的 临界 特征 空间 T° 是 一 维 的 , 它 是 由 满足 Ag = /ad 的 特征 向 量 q e R” 所 张 
成 . Wp eR" 是 伴随 特征 向 量 , 即 有 ATp = mp, 其 中 AT 是 4 的 转 置 矩 阵 . 将 p 
关于 q 标准 化 即 满足 (p,q) = 1. 如 同上 一 节 , 设 Ts* 是 4 对 应 于 所 有 异 于 a 的 
特征 值 的 (n - 1) 维 线性 特征 空间 . 应 用 引 理 5.2 到 矩阵 (A — ju) 并 注意 到 它 与 
矩阵 A 有 公共 有 的 不 变 空间 , 得 知 ye Ts* 当 且 仅 当 (p,y) = 0. 

现在 可 以 “分 解 ”任何 向 量 ze R” 为 


r=ugqt+y, 


| u = (p, x), 
yrr— (p, x)q. 


在 坐标 (u,y) F, 映射 (5.42) 可 写 为 


其 中 ug ET", y e T™, A 


{ ŭ = pmu + (p, F(uq + y)), (5.43) 


y= Ay + F(uq + y) — (p, F(uq + vy))g. 


- 164 . 应 用 分 支 理 论 基 础 
应 用 Taylor 展开 式 (5.17), 可 以 将 (5.43) 写 为 形式 


Ŭŭ = pmu + bu? + ulp, B(q,y)) + ru? +. 
| i Hı (p, B(q, y)) (5.44) 
y= 


1 
Ay + zw +: 


EH ue R!,y € R”,b,r € R! a € R” 以 及 (.,.) BR" 中 的 标准 数量 积 . 这 里 的 b,7 
和 a Æ (5.23) 和 (5.24) 所 给 . 
(5.44) 的 中 心 流 形 有 表达 式 


y = V(u) = Swan? + O(u’), 


其 中 w € Ts* CR", 故 (p, we) = 0. 向 量 w 在 R” 中 满足 折 分 支 和 翻转 分 支 情形 
的 方程 
(A — In)w2 = —a. (5.45) 
从 这 个 方程 由 比较 关于 Wwe, 
y = V(ŭ), 

的 不 变性 条 件 中 的 二 次 项 系数 得 到 , 其 中 a AG h (5.44) 所 给 . 

在 折 分 支 情形 , 矩阵 (A-n) AF m = 1 是 4 的 特征 值 而 在 Rn PART. 
如 同上 一 节 , 由 于 (p,a) = 0, 故 a € Ts*. 对 应 于 (A-I) 的 线性 变换 在 它 的 不 变 
子 空间 T” 上 的 限制 是 可 逆 的 , 故 方程 (5.45) 有 唯一 解 w cT. 如 果 记 这 个 解 


为 
2 一 一 (4 一 NY a: 


(5.44) 在 中 心 流 形 上 的 限制 取 形 式 
i = u + bu? + cu? + O(u4), 


其 中 w 项 前 面 的 系数 
= 5P Bla p)) (5.46) 


决定 折 分 支 的 非 退化 性 . WE b= 0, 则 三 次 项 wa 前 面 的 系数 
c= i(@， C(q99) — 3B(q, (A — In)™Y a))). (5.47) 


应 该 考虑 . 如 同 连续 -时 间 情 形 , 可 以 对 we Rm 和 we R1 求解 下 面 一 个 (n +1) 维 


0) 
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RUE w= (A - h). 

在 翻转 分 支 情形 , ERE (A-n) 在 R" 中 可 逆 , 因为 = 1 不 是 4 的 特征 值 . 
因此 方程 (5.45) 可 以 直接 求解 , 得 wz = 一 (4 — n) ta, 以 及 (5.44) 在 中 心 流 形 上 
的 限制 取 形式 


& = —u+ bu? + (r — 5 B(q, (A — In)*a))) u® + O(u'), 


这 里 b,r Al a 仍 由 (5.23) 和 (5.24) 给 出 . 这 个 限制 映射 可 以 进一步 简化 . 利用 
(5.23) 和 恒等式 
(4 Ty he = eg 


可 以 将 限制 映射 写 为 
i = —u + apu? + bou? 十 OUud)， (5.48) 
其 中 
ap = zP Bla, a)) 
以 及 


bo = 5P: Cla, 0:4)) 一 (Bo9)2 — F(p, Bla; (A — In) B(a,a))) 
在 4.5 节 已 经 指出 映射 (5.48) 可 以 变换 成 规范 形 
E= -E+ eg? + O(€"), 
这 里 
c= az + bo 


( 见 公式 (4.16)). 因此 , 临界 规范 形 系数 c 决定 翻转 分 支 的 非 退 化 性 , 且 可 以 预测 周 
期 2 环 的 分 支 方向 , 这 个 系数 由 下 面 不 变 公 式 给 出 


c= i C(q,9,9)) 一 3. B(q, (A — In)~'B(q,q)))- (5.49) 


2. Neimark-Sacker 分 支 


在 这 种 情形 , A 有 单 对 复 特 征 值 ( 乘 子 ) 在 单位 圆 上 : u2 = eti9,0 < 0o < x 
且 这 两 个 乘 子 是 4 满足 |u| = 1 仅 有 的 乘 子 . 设 ge C" 是 对 应 m 的 复 特征 向 量 : 


Aq=e'%q, Ag = eg, 
也 引入 伴随 特征 向 量 p e Cn", 它 有 性 质 


ATp pea eon) ATp = eibo 万 
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且 满 足 标准 化 
(p, q) =1, 


其 中 (p,q) = 3 是 Cr 中 标准 数量 积 . 对 应 pro 的 临界 实 特征 空间 T° 是 由 


{Re q, Im q} 张 成 的 二 维 空间 . 4 对 应 异 于 pi. 的 其 他 特征 值 的 实 特征 空间 Tsv 是 
(n 一 2) 维 的 . 引 理 5.4 仍 成 立 , 即 ye T™ 当 上 且 仅 当 (py) = 0. ÈE, y cR BK 
的 , 而 pe Cn 是 复 的 . 因此 , 条 件 (p, =0 导致 对 y 的 两 个 实 约束 . 如 在 上 一 节 ， 
分 解 2 eR" A 

T= zg+2g+Yy, 


其 中 xz ECl, 以 及 zg 十 29€ET°, ye T. ARE > 是 Te 上 的 坐标 . 有 
| z = (p, z), 
y = x — (p, £) — (p, £)4. 
在 这 个 坐标 下 , BRAY (5.42) 取 形 式 
Z = eoz + (p, F(zq+z2q9+y)), 


ğ = Ay + F(zqt+Zq+y)—(p,F(zq+2Z4+y))q (5.50) 
—(p, F(zq + Z q + y))g. 


系统 (5.50) 是 (n + 2) 维 的 , 但 是 , 必须 记 住 加 在 y 上 的 两 个 实 约束 . 这 个 系统 可 
写 为 . 
之 一 eiboz 十 3 C202" 十 G112z 十 50222” + 3 Ga12222 
+z(p, B(q, y)) + 2(p, B(q, y)) TARG (5.51) 
y = Ay + 2022 十 Hiizz 十 5 Hon?” +e, 
这 里 G20, Gir, Go2, Gar € C1; Hy = Hy € Cn, 并 用 到 了 C 中 的 数量 积 . (5.51) 中 
的 复数 和 向 量 可 以 用 公式 (5.35)~(5.37) 计算 . 
(5.51) 中 的 中 心 流 形 有 表达 式 


y= V(z, Zz) = F202? + wizz + 3 woz? 十 Of(|z|3)， 
其 中 (p, wi) = 0. 向 量 wi; e C 可 以 从 线性 方程 


(In — A)wi = Ain, 


(e7!% 7, — A)woo = Hoo, 
(e~ 21907, — A)wo2 = Hoz 
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求 得 . 这 些 方程 有 唯一 解 . 由 于 1 不 是 4 的 特征 值 (e% 4 1), EB (Un — A) T. 
如 果 
es3ibo 二 i 
矩阵 (et2i6o7, — A) Æ Cn pai, 因为 e+?i90 不 是 4 的 特征 值 . 由 此 ,一般 
HO, 限制 映射 可 写 为 
2 一 iuv0z + 5202” + G1122Z 十 3 G22” +- (Ga + 2(p, B(q,( Un 一 A)~ 1H11)) 
+ (p, BG (e707, — A)~ 2 Z+- (5.52) 


在 这 个 一 般 情况 , 将 (5.35)~(5.37) 代入 (5.52), 并 考虑 恒等式 


(n-A) g= eg, (eh -Aa a 
和 1 iĝo 

(n-A) a= yat (In -Aa = a 
将 (5.52) BRA 

Z= lz + 592027 + 91122 + 59022? 十 g21223 十 …， (5.53) 

这 里 

g20 = (p, B(q,4)), gu = (p, B(g,0), go2 = (p, B(, 9), 
以 及 


ga = (p,C(q, 9, 9)) + 2(p, BG, (In — A)" B(gq, @)))) 
e7 190(1 — Qe!) 
© lse 


l=- = Ip, B(a, 3) 六 一 -an 一 i B(q,q))|?. 
如 第 4 章 指出 的 , 在 不 出 现 强 共振 情况 下 , 即 


+(p, B(g, (ezitom — A)-1B(g, i + (p, B(q,4)) (p, B(gq, a)) 


eo 41, Xf k= 1,2,3,4, 
限制 映射 (5.53) 可 变换 成 形式 


z = eigoz(1 十 四 |z|2) + O(|2|*), 


D 如 果 e3190 = 1, Bp e710 = ei, 则 w20 = (e~o In 一 A)INV H20, woz = 页 20, 这 里 INV 是 
TS Hse. 
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其 中 实数 d= Red, 决定 闭 不 变 曲线 的 分 支 方向 , 它 可 由 下 面 公式 来 计算 : 


e199) (1 — 2e!%)e— 2180 1 2 1 2 
d = Re (S*) 一 Re (S00) = 5 igi im 了 lgoz| ` 


利用 这 个 公式 以 及 上 面 定义 的 系数 , 得 到 下 面 的 不 变 表达 式 
d=3Re{e Ip, C(g,4,0)) + 2(p, B(a (In — A) (4,9) 
+ (p, BG, (In — A)" B(a,9)))]} (5.54) 


可 以 用 这 个 紧密 的 公式 去 检验 n(n > 2) 维 映射 在 非 共振 Neimark-Sacker 分 支 的 非 
线性 项 的 非 退 化 性 . 我 们 也 指出 , 所 有 的 计算 可 以 在 原来 的 基 上 进行 . 


5.5 练 习 
1. (中 心 流 形 的 有 限 光滑 性 ) 考虑 系统 (Arrowsmith, Place, 1990) 


= rz- r3, 
j=y+a*, 


z=0. 


RE: 这 个 系统 有 中 心 流 形 y = V (2,2), EP V 当 z < 5 时 是 z 的 Cs 函数 , 但 当 
z < 了 时 仅 为 z 的 C4 函数 . 提示: 求 得 表达 式 V(x, 2) = Sai(ajz 的 系数 a4(2), 
并 分 析 它 们 的 分 母 全 


2. (Lorenz 系统 中 的 非 Neimark-Sacker 分 支 ) 证 明 : 极限 环 Neimark-Sacker 分 
支 永 远 不 会 出 现在 Lorenz(1963) 系统 : 


i = 一 OZ + 0y, 
Y = —T2Z +TrT — Y, (E.1) 
z= zy — bz, 

这 里 参数 (c, mb 是 正 数 . 提示 : 利用 乘 子 积 的 公式 , 并 注意 到 事实 div f=-(o+ 

b+1) <0, 这 里 f 是 (E.1) 的 右 端 给 的 向 量 场 . 
3. 证 明 引 理 5.2. 
4. 验证 
P=P P=Ps, PP = Pa P= 0, 


这 里 P, Al Pou 是 引 理 5.2 后 面 定义 的 投影 算 子 . 


第 5 章 n 维 动力 系统 的 平衡 点 分 支 与 周期 轨道 分 支 - 169 . 


5. (Moon 和 Rand (1985) 的 反馈 控制 模型 ) 求证 : 系统 


£=y, 
y= —T — xv, 
ù = —u + az? 


的 原点 (x,y,z) = (0,0,0) 当 a < 0 时 是 渐 近 稳定 , a > 0 时 不 稳定 . 

6. (Lorenz 系统 中 的 中 心 流 形 ) 在 原点 (x,y,z) = (0,0,0) 附近 , 对 固定 的 (o, 5) 
以 及 接近 于 ro = 1 的 r, 计算 Lorenz 系统 (E.1) 的 一 维 中 心 流 形 族 的 二 次 近似 . 然 
后 , 计算 限制 系统 直到 上 的 三 次 项 . 提示 : 见 第 7 章 . 

7. (Lorenz 系统 中 的 Hopf 分 支 )(a) RUE: 对 固定 的 b> 0,c >b+1 以 及 

_ o(9+b+3) 
o—b-1 ’ 
(E.1) 的 非 平 凡 平衡 点 具有 Hopf 分 支 . 

(b) 求证 : 这 个 Hopf 分 支 是 亚 临 界 的 , 因此 , 当 r <r 时 产生 一 个 唯一 稳定 
鞍点 极限 环 (Roshchin, 1978). 提示 : 参见 文献 (Shil'nikov,Shil'nikov,Turaev,Chua, 
2001: 879-880). 

(i) 将 (E.1) 写 为 单个 三 阶 方程 


(E.2) 


+2 = s. 
rt+(o+64+ lé+b(1+o0)%+4+ bo(1—r)z = CEOE + aio. 
T 


(ii) 引入 新 坐标 上 = zx 一 zo, 这 里 zo = Vb(r 一 1), 将 原点 移 到 平衡 点 ,由 此 得 
方程 


E +o +b+1)Ë + [OL +0) +a3]é + fbo(1 — r) + 3003]€ = FE, EË), (E3) 
这 里 
FEE Ë) = —3oxo6? — 210g + = Pay = = eed +， 
0 0 


其 中 的 省 略 号 表示 (EEE 所 有 的 高 阶 项 . 
(iii) 把 (E.3) 重 写 为 


Ù = AU + F(U), U=(£,€,8)7 € R3. (E.4) 


求 4 对 应 于 它 的 纯 虚 特征 值 的 特征 向 量 和 伴随 特征 向 量 (24 (E.2) 满足 时 ). 
(iv) 用 (5.39) 计算 (E.4) 的 第 一 个 Lyapunov A% l. 代 换 o = cx* 十 十 1, 并 
证 明 对 所 有 正 的 o* 和 b, h 为 正 (符号 操作 软件 在 这 里 有 用 , 但 不 是 必要 的 ). 
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8. RUE: 原点 (x,y) = (0,0) 是 平面 映射 


Gia) 

= t3 Sg 

y =a 2 y y 

的 一 个 稳定 不 动 点 . 利用 (a) 变换 到 它 的 特征 基 (提示 : 参见 文献 (Wiggins,1990: 207- 


209));(b) 5.4 节 的 投影 方法 . 提示 : 不 要 忘记 和 矩阵 (A-E) 在 这 情形 是 不 可 首 . 
9. ( 重 温 Hénon BRAT) 考虑 Hénon(1976) 映射 


E 


求证 : 它 的 不 动 点 的 折 分 支 和 翻转 分 支 ( 见 例 4.1) 对 8 l 是 非 退化 的 . 
10. (Golden 和 Ydstie (1988) 适应 控制 系统 ) (a) KE: 离散 -时 间 动 力 系统 


于 y 
y |= eee 
y 
z RY Teral 


有 不 动 点 (xo, yo; 20) = (1, 1, 1-b- k), 在 


1 1 
=1—|=+—— |k 
br ea 


有 具 翻转 分 支 , 以 及 在 
c 十 1 


byns = — 


有 Neimark-Sacker 分 支 . 

(b) 确定 当 增加 并 穿 过 br 时 出 现 倍 -周期 分 支 的 方向 . 

(c) 计算 规范 形 系数 并 指出 系统 的 Neimark-Sacker 分 支 在 参数 b 的 变化 下 可 
以 是 亚 临界 或 者 超 临界 , 取决 于 (c, k) 的 值 . 

11. (Brussel 振子 中 的 Hopf 分 支 ; 首先 读 附录 A) 在 单位 区 间 上 的 Brussel $e 
子 是 有 两 个 分 量 的 反应 扩散 系统 


aX BX 
oe toe tO (B+1)X+X Y, 
ƏY Y : 

oe ~ga t BX-X Y, 


其 中 X = X(r,t),Y = Y(r,t);r € [0,1];t > 0;A,B,d,0 > 0( 见 第 1 章 和 文献 
(Lefever,Prigogine, 1968)). 考虑 X 和 Y 在 它们 平衡 点 值 在 区 间 端 点 保持 常数 的 
情形 : 

X(0,t)=X(1,t)=C, Y(0,t)=Y(1,t) = 2. 
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固定 


求证 在 
Bo = 1 + C + do(1 + %) =5 
系统 有 超 临 界 Hopf 分 支 , 产生 一 个 稳定 极限 环 (周期 驻 波 ). 提示 : 参见 文献 (Auch- 
muty,Nicolis,1976; Hassard et al.,1981)). 
12. (Hopf 横 截 性 条 件 ) 1 Ala) 是 依赖 于 参数 的 实 (n x n) 和 矩阵, 有 一 对 单 复 
特征 值 Xiz(a) = (a) + iwla), w(0) > 0. 求证 


K (0) = Re(p, A’(0)q), 
其 中 gq,p e Cn 满足 
A(0)q = iw(0)g, AT(0)p = —iw(0)p, (p,q) = 1. 


提示 : WATE A(a)q(a) = A laqla) 关于 a 在 a = 0 REM, 然后 对 所 得 方程 两 
端 关 于 p 计算 数量 积 . 


5.6 附录 A: 反应 扩散 系统 的 Hopf 分 支 


考虑 反应 扩散 方程 


ðr oO? 

S = Dae + A(a)u + F(u,a), (A.1) 
其 中 u = u(f,t) 是 向 量 值 函数 , CAB ”个 反应 分 量 在 一 维 空间 E € [0,2], 时 间 
t > 0 时 的 分 布 . D EERME, 4(a) 是 依赖 于 参数 的 矩阵 , 以 及 F= Ollu 
是 依赖 于 单个 参数 a 的 光滑 函数 . 假设 对 所 有 t > 0, u 满足 Dirichlet 边界 条 件 : 


u(0, t) = u(x,t) = 0. (A.2) 


如 在 第 1 章 看 到 的 , 系统 (A.1),(A.2) 在 几 个 函数 空间 H 上 定义 了 一 个 无 穷 维 动 
力 系统 {R}, H, pt}. 可 以 取 H 为 在 [0,0] 上 二 次 连续 可 微 在 上 = 0,x LEFF, 
关于 范 数 ||wl| = (w, w)? 完备 的 复 值 向 量 函数 空间 C2([0,7]),C"), 这 里 (.,.) 是 在 
C2([0, x], C”) 上 由 


下 se ed dw, dv; d? a; d?vi 
wu = = ivi FF a a , 
te rome (w+ Se fe ae at) Oo) 
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定义 的 数量 积 , 其 中 常数 po > 0 以 后 说 明 . 由 连续 性 这 个 数量 积 对 一 切 u,v Ee H 
有 定义 . 因此 , 引入 的 H 是 一 个 Hilbert 空间 外. 当然, (A.1),(A.2) 在 H 的 实 子 空 
间 上 也 定义 了 一 个 动力 系统 . 事实 上 , {R}, H, ph} 的 任何 以 uo e H 为 初始 点 的 轨 
道 当 上 > 0 时 属于 C8([0,7],C"), E 


u(g,t) = (pau) (E) 


是 (A.1),(A.2) 4 t > 0 时 的 古典 解 . 
ER, uo(€) 三 0 是 (A.1) 的 驰 定 解 . (A.1) 的 线性 部 分 定义 一 个 线性 算 子 


M, apt” FA (A.4) 
at= JE ; : 


CE H 可 扩展 成 闭 算 子 Ma. 由 


du T A 
Miu = Di + A (a)u (A.5) 


定义 的 算 子 可 扩展 成 H 中 的 闭 伴随 算 子 M*, 具 特 征 性 质 

(u, Mav) = (Mžu, v), 
当 两 端 都 有 定义 . Ma 的 特征 值 Xk 是 对 某 个 特征 函数 Ye 满足 Matk = 和 wi 的 复 
数 . 等 价 地 , 特征 值 和 特征 函数 满足 下 面 的 线性 边 值 谱 问题 : 
di 
dc2 
Mo 的 谱 是 由 所 有 特征 值 组 成 . 存在 可 数 多 个 特征 值 . 在 这 情形 任何 一 个 特征 函数 
有 形式 


D + Ala), =Anve, We(O) = ve (x) = 0. 


We(€) = Vp sin ké, 
WHR k> 1. 向 量 Vi cc 满足 
(—k?D + A(a))V = Ak Vp. 


假设 在 a = 0 BF Ma 有 一 对 纯 虚 特征 值 上 iwo, 而 所 有 其 他 的 特征 值 都 严格 在 Cl 
的 左 半 平面 . 假定 在 虚 轴 上 的 特征 值 对 应 于 大 = ko, 而 iwo 是 (一 成 D + 4(0)) 的 单 
特征 值 . Mo 的 临界 特征 空间 Te CH 是 由 复 函 数 

q(£) = V sin koé 
O O 它 的 元 素 是 定义 在 区 间 上 的 连续 向 量 值 函数 
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的 实 部 和 虚 部 所 张 成 , 这 里 V es Cnm 是 对 应 于 iwo 的 特征 向 量 . 

对 所 考虑 的 这 类 系统 , 实际 上 , 对 更 一 般 的 无 穷 维 动力 系统 , 中 心 流 形 定理 仍 成 
Ye. ( 见 附录 B 中 的 文献 评注 ). 在 基本 假设 下 , 存在 系统 (IRL, H, yh} 由 (A.1),(A.2) 
定义 的 依赖 于 参数 a 的 二 维 局 部 不 变 流 形 We CH. 按照 H 的 范 数 它 是 局 部 吸引 
的 , BE a = 0 5 Te 相 切 . 此 外 , 这 个 流 形 是 由 二 次 连续 可 微 实 函数 所 组 成 . 系统 
在 流 形 We 上 的 限制 是 由 两 个 依赖 于 a 的 常 微分 方程 的 光滑 系统 给 出 . 因此 , 这 
个 限制 系统 在 a = 0 一 般 具 有 Hopf 分 支 , 并 在 这 参数 值 附 近 出 现 唯一 极限 环 . 这 
个 分 支 是 由 第 一 个 Lyapunov 系数 所 确定 ,如果 分 支 是 超 临界 的 , 出 现 的 环 在 We 
内 是 稳定 的 , 因此 , 它 是 (A.1),(A.2) 的 在 H 范 数 下 稳定 周期 轨道 . 这 个 环 刻画 了 
反应 扩散 系统 的 空间 、 非 齐 次 、 时 间 - 周 期 解 . 这 种 类 型 的 解 有 时 称 为 时 空 耗 散 结 
构 (Bik). 

值得 注意 的 是 , 在 有 限 维 推导 出 的 第 一 个 Lyapunov 系数 的 公式 (5.39) 几乎 可 
完全 应 用 在 无 穷 维 情形 . 首先 , 需要 伴随 特征 函数 p : Mop = —iwop. 它 由 


P(E) = W sin kog 
给 出 , 其 中 (—k3D + A™(0))W = —iwoW, W e C". 自由 选择 V 和 W 使 得 
(p,q) =1 (A.6) 


这 是 一 个 包含 (伴随 ) 特征 函数 的 数量 积 (A.3) 的 有 用 且 简 单 的 性 质 , 就 是 说 , H 中 
这 样 一 个 数量 积 和 Ls 中 对 应 的 的 数量 积 成 比例 : 


1 
(p, u) = TAG + kg 十 ka)(p, U) Lz, 
0 


其 中 
ude = Do | pi(€)ui(E)A€. 
因此 , 如 果 假 设 


Ho =1+ kô + kô, 
所 有 数量 积 可 在 Za 中 计算 . 由 标准 化 (A.6) 得 知 


(W, Ven = =. (A.7) 


现在 可 以 如 同 5.4 节 那 样 分 解 任何 函数 u c 五 (特别 , 对 应 于 (A.1),(A.2) 的 解 
的 光滑 函数 ), 这 是 因为 类 似 的 引 理 5.4 对 算 子 Mo 成 立 : 


uU=2zq+2q+, 
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其 中 z € Cl, ve H, (p, v) = 0. 因此 , 可 以 将 (A.1),(A.2) 写 为 形式 : 


ż = iwoz + (p, F(zq + Z G+0,0)), 
vp = Mov + F(zq + 2G +v, 0) -— (p, F(zq + 2G + v,0)q — (p, F (z4 + Z G+ v,0))G. 


(A.8) 
如 5.4 节 , 可 以 证 明 (A.8) 在 它 的 二 维 中 心 流 形 We 上 的 性 态 由 
h (0) = a Rell. C(q, q, q)) = 2(p. Bq, wi1)) $ (p, B(q, w20))] (A.9) 


的 符号 所 确定 , 其 中 g 和 p 是 上 面 定 义 的 Mo 和 My 的 特征 函数 , 多 重 线性 函数 
B(.,-) 和 C(.,-,-) ÆH F E u= 0 的 Taylor 展 式 定 义 ( 见 (5.17)), 其 中 函数 wil 和 
w20 是 线性 边 值 问题 
| (2iwoE — Mo)w20 = B(q, q), (A.10) 
-Mowi = B(q, q) 
的 唯一 解 . 当然 , (A.9) 中 的 数量 积 (.,.) 由 (A.3) 定义 . 
边 值 问题 (A.10) 可 写 为 更 “经 典 ” 的 形式 : 


2w, 0 ) 
DE E) + [A(0) — 2iwo Elon(€) = — BE), (6) 
d2 
Der (8) + A(Own (€) = —B(q(é), 416), 


这 里 Hy TEE = 0.0 AX. 注意 , 右 端 所 有 函数 有 相同 的 空间 依赖 性 sin? (koe). 它们 
的 确切 形式 由 临界 特征 函数 以 及 F 的 二 次 项 确定 . 例如 , 边 值 问题 可 以 用 Fourier 
方法 求解 . 


5.7 附录 B: 文献 评注 


有 限 维 空间 中 的 中 心 流 形 定理 对 吸引 情形 n， = 0 是 由 Pliss(1964) 证 明 的 ， 
一 般 情形 由 Kelley(1967) 和 Hirsch 等 (1977) 证 明 . 在 俄罗斯 文献 中 , 中 心 流 形 
通常 称 为 中 性 流 形 . 中 心 流 形 定理 的 证 明 可 以 在 Carr(1981) 和 Vanderbauwhede 
(1989) 中 找到 . 基于 边 值 问题 的 非常 详细 证 明 是 由 Shil/ nikov,Shil/nikov,Turaev 和 
Chua (1998, 第 五 章 ) 给 出 . 约 化 原理 的 证 明 (定理 5.2 和 定理 5.3) 可 在 Kirch- 
graber 和 Palmer (1990) 中 找到 . 平衡 点 和 极 限 环 的 高 维 分 支 的 拓扑 规范 形 是 基于 
Shoshitaishvili(1972,1975) 的 工作 , 那里 也 建立 了 给 出 限制 系统 的 扭 扩 系 统 的 拓扑 
形变 . C> 系统 可 以 没有 C” 流 形 的 第 一 个 例子 是 由 van Strien (1979) 所 构造 . 

n 维系 统 的 单 参数 极限 环 分 支 和 局 部 相 图 对 应 的 变形 (metamorphose) 是 由 
Andronov 学 校 的 数学 家 们 自 20 世纪 40 年 代 后 就 知道 .他 们 的 详细 叙述 可 在 
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Neimark (1972), 以 及 Butenin, Neimark 和 Fufaev (1976) 中 找到 . 这 些 以 及 其 他 分 
支 系统 的 现代 叙述 由 Shil'nikov (2001) 给 出 . 

几 个 偏 微分 方程 类 型 和 时 滞 微 分 方程 的 中 心 流 形 的 存在 性 在 20 世纪 80 年 代 
被 建立 . 这 些 证 明 的 主要 技巧 是 把 原来 的 系统 作为 一 个 适当 的 函数 空间 ( 即 Banach 
或 者 Hilbert FH 中 的 抽象 常 微分 方程 , 并 用 常数 变易 公式 (Duhamel 积分 方 
程 ) 证 明 这 个 方程 在 H 上 定义 了 一 个 光滑 动力 系统 ( 半 流 ). 对 这 些 流 , 在 对 线性 
算 子 的 某 些 条 件 下 保证 中 心 流 形 存在 性 的 一 般 定理 成 立 . 详情 和 例子 见 Marsden 
和 McCracken (1976), Carr (1981), Henry (1981), Hale (1977), 以 及 Diekmann 等 
(1995). 

避免 将 线性 部 分 放 在 规范 形 中 的 投影 方法 , 起 源 于 用 Lyapunov-Schmidt 简化 
方法 以 研究 某 些 偏 微分 方程 (主要 来 自流 体力 学 ) 的 分 支 , 我 们 的 叙述 基于 Hassard 
等 (1981), 那里 处 理 了 连续 -时 间 (有 限 维 和 无 穷 维 ) 系统 的 Hopf 分 支 . 一 个 等 价 于 
第 一 个 Lyapunov 系数 公式 (5.39) 的 不 变 表达 式 是 由 Howard 和 McCracken (1976) 
导出 , 在 他 们 的 论述 中 翻译 了 Marsden 和 McCracken (1976) 中 Hopf 的 原文 . 该 书 
应 用 了 分 支 周期 解 的 渐 近 展开 {也 见 Iooss 和 Joseph (1980)). van Gils (1982) 独立 
地 在 无 穷 维 情形 中 得 到 这 个 , 并 发 表 在 Dieckmann 和 van Gils (1984) 之 中 . 离散 时 
间 翻 转 分 支 情形 的 计算 公式 是 由 Kuznetsov 和 Rinadi (1991) 给 出 . 分 析 Neimark- 
Sacker 分 支 的 公式 (5.54) 是 由 Iooss, Arneodo, Coullet 和 Tresser (1981) 用 分 支 不 
变 闭 曲线 的 渐 近 表达 式 得 到 , 
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本 章 将 研究 连续 -时 间 动 力 系统 对 应 于 连接 双 曲 平衡 点 的 同 宿 轨 道 或 异 宿 轨 道 
的 大 范围 分 支 . 首先 , 将 详细 考察 二 维和 三 维 情形 , 这 两 种 几何 直观 可 得 到 充分 开 
发 . 然后 , 指出 如 何 将 一 般 n 维 情形 简化 到 所 考虑 的 情形 , 加 上 附录 A 对 四 维 情形 
的 处 理 . 


6.1 同 宿 轨道 和 异 宿 轨道 


考虑 由 ODEs 系统 
t= f(x), z= (x1,22,-+-,r2) E€ R” (6.1) 

定义 的 连续 -时 间 动 力 系统 {有 1, R", pt}, 这 里 f 光滑 . 设 Tota) 和 ro) 为 系统 的 
平衡 点 . 

定义 6.1 从 点 ZE 了 Rn" 出 发 的 轨道 To 称 为 同 宿 于 系统 (6.1) 的 平衡 点 29, 如 
Rž t— +o 时 有 etz 一 to. 

定义 6.2 KAR ze Rn 出 发 的 轨道 To 称 为 异 宿 于 系统 (6.1) 的 平衡 点 z0) 
和 Z(2), 如 果 t 一 一 00 时 有 p'r > zra, Lä t= +00 时 有 ptz 一 T(2)， 

图 6.1 说 明 ”= 2 时 同 宿 和 异 宿 于 鞍点 的 轨道 的 两 个 例子 , 图 6.2 说 明 n —3 
时 有 关 例 子 . 


(a) (b) 
图 6.1 平面 上 (a) 同 宿 轨道 和 (b) 异 宿 轨道 


显然 ， 平 衡 点 co 的 同 宿 轨道 T。 属 于 它 的 不 稳定 集 与 稳定 集 的 交 : I。 
C W”(zo) Ws(zo)， 类 似 地 , 平衡 点 ta) 和 ro) 的 异 宿 轨道 To 满足 To c 
W™(z0)) N Ws*(z(z))， 应 该 指出 , 定义 (6.1) 和 定义 (6.2) 并 不 要 求 平衡 点 是 双 曲 
的 . 图 6.3 显示 , 例如 , 同 宿 于 具 特 征 值 X; = 0 的 鞍 结 点 的 同 宿 轨 道 . 事实 上 双 曲 
平衡 点 的 同 宿 轨道 特别 有 兴趣 , 因为 它们 呈现 的 结果 是 结构 不 稳定 而 平衡 点 本 身 是 
结构 稳定 . 
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(a) (b) 
6.2 三 维 空间 中 (a) 同 宿 轨道 和 (b) 异 宿 轨道 


Ty 
图 6.3 同 宿 于 鞍 - 结 点 的 同 宿 轨 道 To 


引 理 6.1 (6.1) 的 双 曲 平衡 点 的 同 宿 轨 道 是 结构 不 稳定 . 口 

这 个 引 理 意味 着 可 以 将 一 个 具 zo 的 同 宿 轨 道 的 系统 进行 扰动 , 使 得 在 To U zo 
的 邻 域内 的 相 图 变 成 拓扑 不 等 价 于 原来 系统 的 相 图 . 正如 我 们 将 看 到 的 , 同 宿 轨 道 
对 系统 的 一 般 C! 扰动 会 简单 消失 地 . 这 是 一 个 相 图 的 分 支 . 

为 证 明 这 个 引 理 , 需要 一 小 部 分 横 截 性 理论 . 

定义 6.3 ”两 个 光滑 流 形 M,N CR" 称 为 横 截 相交 , 如 果 存 在 nt 个 线性 无 关 
向 量 至 少 与 这 两 个 流 形 之 一 切 于 任何 一 个 交点 . 

例如 , R? 中 的 曲面 与 曲线 在 某 点 相交 于 非 零 角 就 是 横 截 的 ， 横 截 相 交 的 主要 
性 质 是 它 在 流 形 的 C 小 扰动 下 仍 保持 . 换 句 话说 , 如 果 流 形 M 与 N 横 截 相交 ， 
那么 所 有 充分 O 接近 的 流 形 也 是 横 截 相交 . RZ, 如 果 流 形 不 横 截 相交 , 一 般 的 
扰动 会 使 得 它们 彼此 不 横 截 相交 或 者 模 截 相交 . 

由 于 这 一 章 专 门 处 理 鞍 点 (或 鞍 -焦点 ) 双 曲 平衡 点 , 集合 Wr 和 Ws 是 光滑 
(侵入 ) 不 变 流 形 中 ,任何 充分 Cl 接近 系统 有 附近 的 鞍点 , 它们 的 不 变 流 形 wes 


| ® 这 时 W" (29) 与 Ws(zo) 横 截 相交 于 xo. 
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在 鞍点 的 邻 域内 是 C1 接近 于 原来 系统 对 应 的 不 变 流 形 . 

引 理 6.1 的 证 明 ”假设 系统 (6.1) 有 一 个 双 曲 平衡 点 ro, 有 n+ 个 具 正 实 部 的 
特征 值 和 n- 个 具 负 实 部 的 特征 值 , nx > 0,n+ tn = n. 假设 对 应 的 稳定 和 不 稳 
定 流 形 Ws(zo) 和 W" (xo) 沿 着 同 宿 轨道 相交 . 为 了 证 明 这 个 引 理 , 将 指出 这 个 相 
交 不 可 能 是 横 截 的 . 事实 上 , 在 这 个 轨道 上 任何 一 点 z, 向 量 f(z) 与 流 形 W (zo) 
和 W" (xo) 都 相 切 . 因此 , 可 以 找到 这 两 个 流 形 的 不 多 于 n+ +n--1=n-1 ^E 
关 的 切 向 量 , 这 是 因为 dim W* =n,,dimwW* =n. 此外, (6.1) 的 任何 一 个 一 般 扰 
动 将 这 两 个 流 形 按 原来 方向 分 裂 而 它们 不 再 在 To 附近 任何 地 方 相 交 . 口 

下 面 更 详细 地 说 明 二 维 或 三 维系 统 中 同 宿 分支 附 近 稳 定 和 不 稳定 流 形 的 性 态 . 

n=2 情形 . 考虑 有 鞍点 ro 同 宿 轨 道 的 平面 系统 , 如 图 6.4 中 间 部 分 所 示 . 在 
鞍点 附近 的 稳定 流 形 Ws (20) 上 引入 一 维 局 部 截 线 D, 如 图 6.4 所 示 . YA DS 选取 
坐标 E 使 得 它 与 稳定 流 形 的 交点 对 应 于 & = 0. 这 种 构造 可 以 对 所 有 充分 接近 系统 
作出 . 但 是 , 对 这 样 的 系统 不 稳定 流 形 We 一 般 不 回 到 鞍点 . 图 6.4 显示 这 两 种 可 
能 性 : 流 形 “ 向 下 ”分 裂 或 者 “向 上 ”分 裂 . 以 tr 记 we 与 上 5 的 交点 的 € 值 . 


图 6.4 平面 情形 (n= 2) 的 分 裂 函 数 


定义 6.4” 纯 量 函 数 8 = Ev 称 为 分 裂 函 数 . 
实际 上 , 分 裂 函 数 是 定义 在 原来 系统 和 扰动 系统 上 的 泛 函 . 对 依赖 于 参数 的 系 
统 它 是 参数 的 光滑 函数 . 方程 
ge 
是 R 上 同 宿 分 支 的 分 支 条 件 . 因此 这 时 同 宿 分 支 有 余 维 1. 
注 FESH 6.1 在 平面 情形 的 构造 性 证 明 , 它 是 属于 Andronov 的 . 一 个 破 
坏 同 宿 ( 异 宿 ) 轨道 的 单 参数 扰动 可 明显 地 构造 出 来 . 例如 , 若 系 统 


{ tı 一 fi(z1, £2), 


£2 = fo(x1, 12) a) 
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有 鞍点 的 同 宿 轨 道 , 则 系统 
| &, = fi (x1, 22) — Qaf2(T1, 22), (6.3) 


t2 = a fı (x1, 22) + fo(x1, 22) 


对 任何 充分 小 ja| AO 就 没有 附近 的 这 个 鞍点 的 同 宿 轨道 . 系统 (6.3) 是 系统 (6.2) 
经 旋转 向 量 场 得 到 . 证 明 留 给 读者 作 练 习 . 4 

n=3 情形 . 这 时 也 可 定义 分 裂 函数 . 在 R 中 考虑 有 鞍点 zo 的 同 宿 轨道 To 
的 系统 . 假设 dim W* = 1( 否 则 改变 时 间 方 向 ), 并 引入 二 维 截面 D, 其 坐标 (E, n), 
如 图 6.5 所 示 . 假设 上 = 0 对 应 于 DS zo 的 稳定 流 形 Ws 的 交点 . 如 前 , 对 所 有 
充分 接近 系统 这 是 可 以 做 到 的 . BOR (E, n) 对 应 于 we 与 了 的 交点 . 于 是 分 裂 
函数 可 以 如 前 面 的 平面 情形 定义 : 8 =e". 它 的 零点 


B=0 
给 出 了 R? 中 同 宿 分 支 的 条 件 . 


图 6.5 n=3 情形 的 分 裂 函 数 


注 (1) 前 面 的 情形 是 不 变 流 形 W 和 Ws 不 模 截 相交 的 例子 . 可 以 构造 一 
个 三 维系 统 , 它 有 连接 两 个 鞍点 的 结构 稳定 的 异 宿 轨道 : 这 个 轨道 必须 是 与 对 应 的 
二 维稳 定 流 形 和 不 稳定 流 形 横 截 相交 . 

(2) 存在 一 类 特殊 的 动力 系统 (例如 Hamilton 系统 ), 对 这 类 系统 存在 非 横 截 
同 宿 轨道 是 很 一 般 的 . 0 

因此 , 我 们 找到 在 某 些 条 件 下 , 同 宿 / 异 宿 于 鞍点 的 轨道 To 的 出 现 导致 了 分 
支 . 下 一 节 的 目的 是 刻画 在 系统 的 小 C1 扰动 下 这 种 轨道 附近 的 相 图 分 支 . “附近 ， 
意思 是 指 To Uro 或 Po Uzo) Uzeo) 的 充分 小 邻 域 Uo. 这 个 工作 比 平衡 点 分 支 更 为 
复杂 , 因为 不 容易 构造 一 个 连续 -时间 系统 , 它 是 这 个 分 支 的 拓扑 规范 形 . 在 前 面 菜 
些 情形 , 所 有 满足 某 些 一 般 性 条 件 的 单 参数 系统 在 对 应 的 同 宿 分 支 邻 域内 是 拓扑 等 
价 的 . 在 这 些 情形 , 我 们 将 用 画 出 对 应 相 图 的 几 条 关键 轨道 来 刻画 有 关 的 通 有 分 支 
图 . 这 将 完全 地 描述 直到 拓扑 等 价 性 的 图 ， 
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遗憾 的 是 , 还 包含 更 多 的 情况 其 中 这 样 的 等 价 性 是 不 存在 的 . 在 这 些 情形 没有 
通 有 分 支 图 可 以 叙述 . 尽管 如 此 , 拓扑 不 等 价 分 支 图 也 显示 某 些 公共 特性 , 我 们 将 
给 出 这 种 情况 刻画 分 支 相 图 的 概要 . 

非 横 截 的 异 宿 情 形 是 有 些 平 凡 , 因为 连接 轨道 在 ro 内 的 消失 只 不 过 是 件 本 质 
性 的 事情 ( 见 图 6.6). 因此 , 这 一 章 将 集中 同 宿 轨道 分 支 , 第 7 章 将 回 到 非 双 曲 同 宿 
轨道 以 及 和 它们 相应 的 分 支 . 


SR Hk 
MA NIE MO NA MAA 


70 3=0 B<0 


6.6 平面 上 的 异 宿 分 支 


6.2 Andronov-Leontovich 定理 


在 平面 情形 , 同 宿 分 支 是 由 下 面 的 定理 完全 所 刻画 . 
定理 6.1 (Andronov, Leontovich, 1939) 考虑 二 维系 统 


£=f(z,a), ze 了 2,a e 下 1， (6.4) 


f RMR, 在 Qa = 0, 系统 有 鞍点 平衡 点 zo = 0, 特征 值 和 1(0) < 0 < 和 2(0), 以 及 同 宿 
轨道 To. 假设 下 面 的 一 般 性 条 件 成 立 : 

(H.1) oo = Xi(0) + A2(0) #0; 

(H.2) 8'(0) 关 0, 其 中 Bla) 是 前 面 定义 的 分 裂 函 数 . 

则 对 所 有 充分 小 Jal, 存在 ToU zo HAR Uo, 在 这 个 邻 域内 从 To 分 支出 唯一 极限 
环 Lg. 此 外 , 对 8 > 0, 当 oo < 0 时 这 个 环 稳定 并 存在 , 对 8 < 0, 当 oo > 0 时 这 
个 环 存在 但 不 稳定 . 

下 面 的 定义 是 非常 有 用 的 . 

定义 6.5 Fk o= 十 Xa 称 为 鞍点 量 . 

图 6.7 和 图 6.8 说 明 上 面 的 定理 . 如 果 a = 0, 系统 有 一 条 同 宿 于 原点 的 轨道 . 
对 所 有 充分 小 的 al 关 0, 在 原点 附近 存在 鞍点 平衡 点 , 这 时 同 宿 轨道 “向 上 ”或 “向 
下 ”分 裂 而 消失 . 按照 条 件 (H.2), 分 裂 函 数 6 = pla) 可 考虑 为 新 参数 . 

如 果 鞍 点 量 oo < 0, 同 宿 轨道 在 8 = 0 是 内 稳定 , 定理 给 出 了 对 8 > 0 时 唯一 
稳定 极限 环 Ze C Uo 的 存在 性 . 对 8 < 0, Uy 内 不 存在 周期 轨道 . 如 果 鞍 点 量 满足 
co > 0, 同 宿 轨 道 在 8 = 0 是 内 不 稳定 , 定理 给 出 对 8 < 0 时 唯一 但 不 稳定 极限 环 
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Lg C Uo 的 存在 性 . 对 6 > 0, 在 Uo 内 没有 周期 轨道 . 因此, oo 的 符号 决定 分 支 方 
向 和 出 现 极限 环 的 稳定 性 . 如 通常 ,“ 方 向 ”这 术语 有 它 方便 的 意义 , 它 与 分 裂 函 数 


的 定义 有 关 . 


B<0 p=0 


图 6.7 平面 上 的 同 宿 分 支 (co < 0) 


DL 


图 6.8 平面 上 的 同 宿 分支 (co > 0) 


当 |8| 一 0 时 , 环 越 来 越 接近 鞍点 而 变 得 越 来 越 “ 角 化 ”( 见 图 6.9(a)). 它 的 周 
期 7s 当 6 趋 于 零 时 趋 于 无 穷 , 因为 相 点 沿 着 环 在 平衡 点 附近 移动 花费 越 来 越 多 的 
时 间 ( 见 图 6.9(b)). 相应 的 时 间 序 列 (zi (t),co(t)) 显示 , 有 限 长 的 “高 峰 ”(peaks) 
被 非常 长 的 “平衡 点 附近 ”的 区 间 点 缀 着 . 
定理 6.1 的 证 明 ”证 明 的 主要 思想 是 在 鞍点 附近 引入 两 条 截 线 OAL, € 
们 分 别 与 稳定 和 不 稳定 流 形 横 截 相交 ( 见 图 6.10). 然后 把 定义 在 半截 线 5+ 上 的 
Poincaré 映射 P: 
P:5+i3 
看 作为 鞍点 附近 的 映射 A : O+ 一 II 以 及 同 宿 轨道 大 范围 部 分 附近 的 映射 Q : TT 一 
S 的 合成 : 
P=Q0oA. 
最 后 , 必须 考虑 到 (6.4) 的 极限 环 和 P 的 不 动 点 之 间 的 通常 对 应 . 证 明 要 经 过 以 下 
儿 个 步骤 : 
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(a) (b) 
6.9 同 宿 分 支 附近 的 环 以 及 作为 8 函数 的 环 的 周期 


6.10 平面 上 同 宿 分 支 的 Poincaré 映射 


第 一 步 (引入 特征 基 坐 标 ). 不 失 一 般 性 , 假设 对 所 有 充分 小 |al, 原点 是 (6.4) 
的 鞍点 平衡 点 . 将 8 视 为 新 参数 , 但 为 了 记号 简单 起 见 , 不 指出 参数 依赖 性 . 
存在 可 逆 的 线性 坐标 变换 , 将 (6.4) 写 为 形式 


tı = MT1 + gı (£1, £2), (6.5) 
£2 = X272 + g2(x1, £2), 


这 里 zl 表示 新 坐标 , g1,2 是 光滑 O(|z||?) 函数 , z = (z1, 22)", zll? = 2? + z2. 
第 二 步 (不 变 流 形 的 局 部 线性 化 ). 按照 局 部 稳定 流 形 定理 ( 见 第 3 章 ), 鞍点 的 
稳定 和 不 稳定 不 变 流 形 Ws 和 W* 存在 且 有 局 部 表示 
W° : z2 = S(x1), 8(0) = S’(0) = 0; 
W"! :zl =U(z2), U(0) =U"(0) =0, 


其 中 5,U 光滑 ( 见 图 6.11). 在 鞍点 附近 引入 新 坐标 y = (y, y2)": 
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yı = 21 — U (z2), 
Yo = T2 — S (z1). 


W= {a= Ula) 


图 6.11 在 zx 轴 上 的 局 部 稳定 和 不 稳定 流 形 


这 个 坐标 变换 在 原点 的 菜 个 邻 域内 光滑 且 可 逆 中 ,可 以 假定 这 个 邻 域 包含 单位 正 
Aw Q = {y:-1< ye < 1}, 
这 可 由 系统 (6.5) 另外 的 线性 尺 
度 化 来 办 到 . 于 是 , 系统 (6.5) 在 
新 坐标 下 于 Q 内 取 形 式 


| tH = y1 + yh (y1, y2), 


yo = Aye + y2he(yi, Y2), 
(6.6) 


其 中 hi2=O((|yl|). 注意 , (6.6) 
是 一 个 非 线性 光滑 系统 , 原点 是 
它 的 鞍点 ， 它 的 不 变 流 形 是 线 
性 且 在 9 内 与 坐标 轴 重 合 ( 见 图 6.12 E y 坐标 系 中 的 局 部 线性 稳定 和 不 稳定 流 形 
6.12). 
第 三 步 (系统 的 局 部 C1 线性 化 ). 现在 , 在 9 内 引入 新 坐标 (En), 在 这 坐标 系 
下 系统 (6.6) 化 为 线性 方程 : | 
l ora (6.7) 


7 = Aon. 


O 更 确切 地 说 , 必须 考虑 坐标 的 大 范围 可 逆光 滑 变换 , 它 在 鞍点 邻 域内 与 指定 的 变换 重合 , 而 在 鞍点 的 
某 个 其 他 邻 域 之 外 是 恒 同 的 ， 同 样 应 该 指出 所 考虑 的 映射 下 将 在 后 面 构造 . 
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更 确切 地 , 对 应 (6.6) 的 流 在 Q 内 C1 等 价 于 由 线性 系统 (6.7) 生成 的 流 . 为 了 构造 
FEHER 
€ = 9(%1, Y2), 

| n = p(y, y2), 
用 下 面 的 几何 方法 . 取 点 y = (y, ye) € 9, 轨道 通过 这 点 ( 见 图 6.13(a)). Hn 和 
To 是 系统 (6.6) 的 这 个 轨道 从 正 负 两 个 时 间 方 向 到 达 Q 边界 的 时 间 的 绝对 值 . 可 
以 验证 (练习 7(a)), 偶 (Ti, 72) 对 y 关 0 在 9 的 每 个 象限 内 是 唯一 确定 的 @. 现在 ， 
在 8 的 相同 象限 内 求 对 应 (6.7) 轨道 上 具 相 同 “ 离 去 " 时 间 和 的 点 (E, n) (A 
图 6.13(b)). 对 y =0, 取 上 = 7 = 0. 由 此 , 映射 a: (y1,y2) = (Em) 构造 好 了 . 显 
然 , 它 映 非 线性 系统 (6.6) 的 轨道 为 线性 系统 (6.7) 的 轨道 并 保持 时 间 参 数 化 . 映射 
®:2 50 是 一 个 同 胚 , 它 将 Q 边界 的 每 个 部 分 映 为 它 自己 , 沿 坐 标 轴 是 恒 同 的 . 
为 了 定义 有 用 的 坐标 变换 , 它 必须 在 O 内 至 少 是 连续 可 微 . 事实 上 , 映射 8 是 一 个 
Ct 映射 . 实际 上 , 它 离开 原点 是 光滑 的 , 但 在 y = 0 它 只 有 一 阶 连续 偏 导数 (有 关 
的 计算 留 给 读者 作为 练习 7(b)). 


{a) (b} 
图 6.13 C1 等 价 人 性 的 构造 


第 四 步 (合成 的 分 析 ). 利用 新 坐标 (E, n) 就 可 解析 地 计算 鞍点 附近 的 映射 可 
以 假设 截 线 D ARER € = 1, -1 < n < 1. FÆ, n 可 以 作为 其 上 的 坐标 , X+ 由 
f= 1,0 <n < 1 定义 .此 映射 将 D+ REIRE TT, 它 是 由 7 = 1,-1<€ <1 EX, E 
作为 坐标 ( 见 图 6.14). 积分 线性 系统 (6.7) 得 

A:€= noe. 

注意 , 所 得 映射 是 非 线 性 的 , 尽管 系统 (6.7) 是 线性 的 ， 由 连续 性 , 对 = 0 假设 
E=0. 

D 在 坐标 轴 上 的 点 允许 mi,> 等 于 oo. 
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6.14 局 部 线性 化 坐标 中 的 Poincaré 映射 
由 上 和 7 表示 的 大 范围 映射 是 连续 可 微 且 可 道 , 并 有 一 般 形 式 
Q:7= 6+at+O(é), 


这 里 8 是 分 裂 函数 , 因为 轨道 不 相交 , 故 a > 0. 实际 上 , 和 1,2 = Ai2(8),a = a(b), 
但 是 , 正如 在 下 面 将 看 到 的 , 只 与 在 6 = 0 的 值 有 关 . 对 小 的 Inl, Poincaré 映射 


入 
P:n Bta 2 +- 


对 小 的 |8| 可 容易 分 析 ( 见 图 6.15). 因此 , 对 8 > 0, Æ oo < 0, 以 及 对 8 < 0, # 
oo > 0, 则 存在 正 不 动 点 (极限 环 ). 环 的 稳定 性 和 唯一 性 也 可 从 对 映射 的 分 析 简 单 
地 得 到 . 日 


{a) (b) 
6.15 Poincaré 映射 的 不 动 点 : (a) oo < 0; (b) co > 0 
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注 ” 直 到 现在 , 这 一 节 仅仅 考虑 了 所 谓 “ 小 ” 同 宿 轨道 . 存在 另外 一 类 同 宿 轨 
道 , 即 对 应 于 不 同 的 回归 方向 的 “大 ” 同 宿 轨道 . 所 有 所 得 的 结果 对 它们 也 成 立 
图 6.16, 那里 画 出 的 是 co < 0 时 的 情形 ). 


OQO 


B<0 B=0 3-0 


图 6.16 “大 ”鞍点 同 宿 轨道 分 支 
例 6.1 ( 显 式 同 宿 分 支 ) ”考虑 下 面 属 于 Sandstede(1997a) 的 系统 


| t= -r + 2y 十 Z2， 


6.8 
ý= (2-a)z -y — 32" + Say, (Sa) 


其 中 a 是 参数 . 
对 所 有 充分 小 的 |al, 原点 (x,y) = (0,0) 是 鞍点 . 在 a = 0 这 个 鞍点 有 特征 值 


ao = —2 < 0. 此 外 , 在 这 个 参数 值 , 存在 同 宿 于 原点 的 同 宿 轨道 (图 6.17). HEE, 
FILE ot 
H(z,y) = 27?(1—z)-~y? =0 


组 成 a = 0 时 (6.8) 的 轨道 . 这 些 轨 道 之 一 同 宿 于 鞍点 0 = (0,0). 为 验证 这 个 事实 ， 
必须 证 明 由 (6.8) 定义 的 向 量 场 当 a = 0 时 为 
v(z, y) = (-z + 2y + 27,27 — y — 32? + ou) ， 
它 在 所 有 的 非 平衡 点 处 与 曲线 A (x,y) = 0 相 切 . 等 价 地 , 只 需 验 证 v 沿 着 此 曲线 
与 此 曲线 的 法 向 量 正 交 . 法 向 量 是 由 这 个 函数 H 的 梯度 给 出 
(VH)(z,y) = (2z — 3x? ,—2y)T. 
由 此 , 沿 着 曲线 H = 0 直接 计算 得 (验证 ) 
(v, VH) = 0. 
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H(2,y) =0 


6.17 Æ a = 0(6.18) 的 同 宿 轨道 


因此 , 系统 (6.8) Æ a = 0, oo < 0 时 有 代数 同 宿 轨道 . 可 以 证 明 在 a = 0 RK 
性 条 件 8 #0 也 满足 ( 见 练习 13). 因此 , 定理 6.1 可 应 用 ,在 a se 
轨道 分 支出 唯一 稳定 极限 环 ( 见 图 6.18). 


000 


C<0 a=0 a> 


6.18 (6.8) 的 同 宿 轨道 : 对 小 a > 0 存在 稳定 极限 环 
BI 6.2 ( 慢 - 快 系统 中 的 同 宿 分 支 ) ”考虑 系统 


| 了 一 1 十 2 一 8 一 22 一 23， 


. (6.9) 
y= e[-1 十 (1 一 4a)z + 4zy), 


其 中 a 是 “控制 "参数 , 0 < e <1. 下 面 将 证 明 这 个 系统 在 a 接近 于 零 的 某 个 
值 时 产生 同 宿 分 支 . 更 确切 地 说 , 存在 连续 函数 ao = ao(e) 它 对 充分 小 < > 0 有 
定义 , ao(0) = 0 且 使 得 这 个 系统 在 a = ao(e) 有 同 宿 于 鞍点 的 同 宿 轨道 此 外 ， 
Andronov-Leontovich 定理 的 一 般 性 条 件 满足 ， 因此 , 对 a < ao 在 a 的 变化 下 , 从 
同 宿 轨 道 分 支出 唯一 稳定 的 极限 环 . 

(6.9) 的 非 平 凡 零 等 倾 线 是 函数 


&£=0:y =(x+1)(1 — 2?) 


- 188 - 应 用 分 支 理论 基础 


的 图 像 . 它们 在 a = 0 时 的 形状 如 图 6.19 Aras. 


图 6.19 (6.9) 的 零 等 倾 线 以 及 对 应 的 奇异 同 宿 轨道 


WR a = 0, 系统 对 所 有 c > 0 有 鞍点 平衡 点 Eo : (z,y) = (1,0). 容易 验证 ， 
在 鞍点 Eo 附近 , 当 s 一 0 时 稳定 不 变 流 形 Ws*(Eo) 趋 于 zx 轴 , 不 稳定 不 变 流 形 
W" (Eo) 趋 于 零 等 倾 线 = 0. 不 稳定 流 形 的 上 分 枝 Wr 当 < 一 0 时 的 大 范围 性 态 
也 是 清楚 的 . 它 趋 于 一 条 奇异 轨道 , 这 条 奇异 轨道 是 由 沿 着 等 倾 线 i= 0 的 两 个 慢 
运动 (B04 和 BC) 以 及 沿 着 水 平方 向 的 两 个 快 跳跃 (4B 和 CEo; 后 一 个 是 沿 > 轴 
发 生 的 )( 见 图 6.19). 这 条 奇异 轨道 回 到 Ly, 从 而 构成 了 一 条 奇异 同 宿 轨道 . 

这 种 结构 可 以 对 所 有 充分 小 a AO 实现 ( 见 图 6.20). 平衡 点 从 r 轴 移 开 , € 
的 y 坐标 等 于 a 尽管 如 此 , WY 的 奇异 轨道 当 s 一 0 时 仍 沿 着 z MBAR AN 
邻 域 . 因此 , 存在 奇异 分 裂 函 数 Bo(a), 它 是 沿 着 鞍点 附近 的 铅 直 截 线 来 计算 并 等 于 
a: Bo(a) = a. 显然 , 86(0) > 0. 同时 , 当 a < 0 时 奇异 轨道 趋 于 奇异 极限 环 . 


y Y 


a0 r=0 oot 


图 6.20 (6.20) 的 奇异 同 宿 轨道 
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因此 , 对 a = 0, 在 奇异 极限 。 = 0 有 一 般 的 奇异 同 宿 分 支 . 这 意味 着 在 
a = ao(s)， 对 充分 小 。 > 0, 存在 一 般 同 宿 分 支 . 我 们 可 以 用 非 标准 分 析 证 明 . 
为 了 用 标准 分 析 证 明 它 ,必须 验证 对 所 有 充分 小 的 © > 0 分 型 函数 8(a,e) WH 
i pla, £) = Bola) + pla, £), 
其 中 yp(a,e)( 对 小 的 |a| 考虑 为 a 的 函数 ) 当 = 一 0 时 和 它 的 一 阶 导数 一 致 地 趋 于 
零 . 于 是 , 经 初等 论述 加, 存在 唯一 的 连续 函数 ao(e), qo(0) = 0, 使 得 对 所 有 充分 小 
He >0, A 

B(ao(e),€) = 0. 

事实 上 , ao(s) Me > 0 光滑 . 因此 , 系统 对 所 有 充分 小 的 < 在 a = ao(e) 有 同 宿 轨 


道 . 对 应 的 鞍点 量 是 负 的 , A 66(ao(e),e) £0, 因此 对 (6.9) 可 用 定理 6.1. 0 
关于 定理 6.1 的 更 多 说 明 (1) 定理 6.1 的 条 件 (H.2) 等 价 于 扩展 系统 
| tr (6.10) 
a=0. 


某 些 不 变 流 形 的 横 截 相交 性 . 设 zo(a) 表示 对 小 的 lal, (6.4) 的 鞍点 单 参数 族 . 这 
个 族 定义 了 (6.10) 的 一 个 不 变 集 -平衡 点 曲线 . 这 条 曲线 有 二 维 不 稳定 和 稳定 流 形 
w" A Ws, 其 薄片 a = 常数 与 (6.4) 中 的 鞍点 rola) 的 一 维 不 稳定 和 稳定 流 形 We 
和 Ws 相 重 合 ( 见 图 6.21). 条 件 (H.2)( 意 味 着 当 a 穿 过 a = 0 时 , W* 和 we 分 裂 
的 速度 不 为 零 ) 刚好 转化 为 We 和 Ws 在 a = 0 沿 着 To 在 (6.10) 的 三 维 状态 空 
间 内 的 模 截 相交 性 . 在 6.4.1 节 将 指出 这 个 横 截 性 等 价 于 Melnikov 条 件 : 


“(Of ðh Ofe Of) 
S. exp -/ (52 +34) ar] (AE - n) dt # 0, 


WwW 
图 6.21 不 变 流 形 W" 和 W® 的 横 截 相交 性 


D 应 该 克服 的 仅 有 困难 是 pla, e) 在 < = 0 关于 < 是 不 可 微 ( 见 练习 8). 
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这 里 所 有 的 表达 式 中 的 f = (fi, fo)” 都 是 在 a = 0 沿 着 (6.4) 的 对 应 于 同 宿 轨道 
To 的 解 z0(.) 计算 . 

(2) 可 以 在 平面 上 对 同 宿 分 支 构造 一 个 拓扑 规范 形 . 考虑 En) 平面 并 引入 两 
个 区 域 : 单位 正方 形 

Qo = {(€,7) :ll < 1, In| < 1} 
和 长 方形 | 
Q = {(€n):1<€ < 2, in| < 1} 

( 见 图 6.22). 定义 二 维 流 形 O 如 下 : 将 Qo 和 Qi 沿 着 铅 直线 段 { 和 = 1, |n| < 1} HK 
合 , 并 将 Qo 的 上 边界 和 Q 的 右边 界 等 同 (即将 le] < 1 的 点 (6,1) 与 点 (2, €) 粘 
E) 所 得 流 形 同 胚 于 单 带 . 


图 6.22” 同 宿 分 支 拓扑 规范 形 
考虑 由 O 内 的 ODEs 系统 , CE Qo 内 由 


| £= Arlae, (6.11) 
7 = r2(a)n 
定义 , 在 Q 内 由 
=E 
| fi = B(a)n gi 


定义 , 其 中 Xi 和 6 是 参数 a 的 光滑 函数 . 9 内 如 此 定义 的 逐 片 光滑 系统 的 性 态 
类 似 于 (6.4) 在 同 宿 轨 道 附近 的 性 态 (参看 图 6.14 和 图 6.22). 如 果 A < 0 < Ao, D 
构造 的 系统 的 原点 是 鞍点 . 在 8 = 0, 这 个 鞍点 有 同 宿 轨道 To, 它 是 由 两 条 坐标 轴 
RB {E=0,0< <1} 和 {w= 0,0 <E < 2} 所 组 成 . M+) BAO, 这 条 同 宿 轨道 
向 下 破裂 , 参数 8 起 着 分 裂 函数 的 作用 . 只 要 鞍点 量 co = Xi(0) + Xz(0) 40, 从 Po 
分 支出 唯一 极限 环 . 这 可 以 由 系统 (6.11), (6.12) 在 截 线 付 = 1,0 <n <1} 上 定义 
的 Poincaré 映射 
nro B+ 
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AH. 

事实 上 , 下 面 的 定理 成 立 . 

定理 6.2 ”在 定理 6.1 的 假设 下 , 对 小 |G], 在 同 宿 轨道 To 附近 对 邻近 的 参数 
值 系统 (6.4) 与 在 To 附近 , 由 (6.11) 和 (6.12) Æ Q 内 定义 的 系统 局 部 拓扑 等 价 . 
此 外 , 所 有 满足 co < Oloo > 0) 的 这 种 系统 对 附近 的 参数 值 在 相应 的 同 宿 轨道 附近 
都 局 部 拓扑 等 价 . o 

定理 的 最 后 叙述 由 下 面 事实 得 知 , 对 co < 0 在 N 内 构造 的 系统 在 Fo 附近 对 小 
T 局 部 等 价 于 具 常 数 Xi = 一 2, 和 2 = 1 HARA, 对 oo > 0, 它 等 价 于 Ay = —-1,A2 = 2 
的 系统 . © 


6.3 三 维系 统 中 的 同 宿 分 支 : Shil’nikov 定理 


三 维 状态 空间 会 引起 广泛 的 多 种 多 样 的 同 宿 分 支 , 其 中 有 些 还 包含 有 无 穷 多 个 
周期 轨道 . 如 同 在 第 3 章 已 经 知道 , Ra 中 两 个 允许 有 同 宿 轨道 的 最 简单 类 型 的 双 
曲 平衡 点 是 鞍点 和 鞍 - 焦 点 . 从 现在 起 假定 这 些 点 有 一 维 不 稳定 流 形 W 和 二 维稳 
定 流 形 W*( 否 则 , 就 改变 时 间 方 向 ). 在 鞍点 情形 , 假设 平衡 点 的 特征 值 是 单 根 且 满 
足 不 等 式 Xi > 0 > Xa > Az. 于是, 正如 在 第 2 章 看 到 的 , 所 有 在 Ws 上 的 轨道 除 
了 两 条 沿 着 对 应 于 As 的 特征 空间 趋 于 鞍点 以 外 , 都 沿 着 Jacobi 矩阵 对 应 于 A. 的 
一 维特 征 空间 趋 于 平衡 点 ( 见 图 2.4(a)). 

定义 6.6 ” 具 负 实 部 最 靠近 虚 轴 的 特征 值 称 为 首 (或 主 ) 特 征 值 , 对 应 的 特征 
空间 称 为 首 (或 主 ) 特 征 空间 . 

由 此 , Ws 上 几乎 所 有 的 轨道 都 沿 着 一 维 主 特征 空间 趋 于 一 般 鞍 点 . 在 鞍 - 焦 点 
情形 , 存在 两 个 主 特征 值 Xa = As, 都 及 二 维 主 特征 空间 (及 图 2.4(b)). 

定义 6.7 ”鞍点 ( 鞍 - 焦 点 ) 的 鞍点 量 o 是 正 特征 值 与 主 特征 值 的 实 部 之 和 . 

因此 , 对 鞍点 , o = Xi + Az, 对 鞍 -焦点 , og = 和 + Re Ags. 

下 面 的 表格 简短 说 明 , R 中 由 同 宿 分 支 所 产生 的 极限 环 的 个 数 和 稳定 性 的 由 
Shilnikov 得 到 的 某 些 一 般 结果 . 横 条 表明 具 同 宿 轨道 的 平衡 点 的 类 型 , 竖 条 元 素 给 
出 对 应 鞍点 量 可 能 的 符号 . 


鞍点 BARA 
oo <0 一 个 稳定 环 一 个 稳定 环 
oo >0 一 个 鞍点 环 oo PRAI 
下 面 的 定理 给 出 更 确切 的 信息 . 


定理 6.3 (鞍点 , oo < 0) “考虑 三 维系 统 
i= f(x,a), ZE 了 3,a e 及 1， (6.13) 
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f RR, 在 Qa = 二 0 系统 有 鞍点 xo = 0, 特征 值 Xi(0) > 0 > M2(0) > A3(0), HAF 
轨道 To. 假设 下 面 一 般 性 条 件 成 立 : 

(H.1) co = Ax(0) + A2(0) < 0; 

(H.2) A2(0) # Xs(0); 

(H.3) To 沿 着 主 特征 空间 回 到 zo; 

(H.4) 8'(0) £0, 这 里 Bla) 是 早先 定义 的 分 裂 函 数 . 
则 系统 (6.13) 对 所 有 充分 小 8 > 0, Æ ToU zo 的 领域 Uo 内 存在 唯一 稳定 极限 环 
Lg. 此 外 , 所 有 这 样 的 系统 对 小 的 jal Æ To Uro 附近 都 是 局 部 拓扑 等 价 的 . 口 

如 图 6.23 所 示 . 不 稳定 流 形 W" (20) 趋 于 环 Lg. 当 8 趋 于 零 时 环 的 周期 趋 于 
无 穷 . 环 的 ( 非 平凡 ) 乘 子 是 正 的 且 在 单位 圆 内 : |y1,2| < 1. 因此 , 分 支 完全 类 似 于 
平面 情形 . 定理 的 证 明 将 在 后 面 概述 (也 可 看 练习 10). 


B<0 B=0 20 
6.23 oo < 0 时 的 鞍点 同 宿 分 支 
定理 6.4 ( 鞍 - 焦 点 , oo <0) ”假设 三 维系 统 


¢=f(z,a), zeR,aeR, (6.14) 


f HR, 在 a 二 0 系统 有 鞍 - 焦 点 zo = 0, 特征 值 Ni(0) > 0 > Re X2,3(0) 以 及 一 条 
同 宿 轨道 To. 假设 下 面 的 一 般 性 条 件 成 立 : 

(H.1) co = A1(0) + Rerz,3(0) < 0; 

(H.2) A2(0) # A3(0); 

(H.3) 6’(0) #0, 这 里 Bla) DAAR. 
则 系统 (6.14) 对 所 有 充分 小 8 > 0, 在 Fo U zo 的 邻 域 Uo 内 存在 唯一 稳定 极限 
环 Le. 口 

如 图 6.24 所 示 . 对 所 有 充分 小 8 < 0, 在 Uo 内 系统 (6.14) 没有 周期 轨道 . 不 
稳定 流 形 W*(zxo) 趋 于 环 Le. 环 的 周期 当 8 趋 于 零 时 趋 于 无 穷 . 环 的 ( 非 平凡 ) 乘 
子 是 复数 ， H2 = H, 且 在 单位 圆 内 : |t41,2| <1. 

类 似 于 平面 情形 . 我 们 不 能 说 满足 (H.1)~(H.3) 的 所 有 系统 (6.10) 的 分 支 图 都 
拓扑 等 价 . 通常 , 它们 是 不 等 价 的 , 因为 实数 
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(0) 
MT Reàz,3(0) 
对 有 同 宿 于 鞍 - 焦 点 的 同 宿 轨 道 的 系统 来 说 是 一 个 拓扑 不 变量 . 这 个 不 变量 的 特性 
以 后 更 清楚 . 因此 , 虽然 在 所 有 这 样 的 系统 中 对 8 > 0 有 唯一 极限 环 , 但 它们 相 图 
的 确切 拓扑 可 以 不 同 . 幸运 的 是 , 在 大 多 数 应 用 中 这 不 是 很 重要 . 


(6.15) 


8< B=0 3>0 


6.24 co < 0 时 的 鞍 - 焦 点 同 宿 分 支 


在 处 理 oo > 0 的 鞍点 情形 之 前 , 必须 更 接近 地 观察 To 附近 的 不 变 流 形 Ws(zxo) 
的 拓扑 . 假设 有 一 个 三 维系 统 , 它 有 一 个 鞍点 zo, 有 单 特征 值 以 及 沿 着 主 特征 空间 
回 到 鞍点 的 同 宿 轨 道 . 固定 ToN zo 的 小 邻 域 Uo. 同 宿 轨道 To 整个 属于 稳定 流 形 
Ws(z0). 因此, 流 形 Ws(zo) 在 这 固定 邻 域 内 可 沿 着 To“ 倒 回 时 间 ” 延 展 . 在 每 一 
点 p'r E To, 这 个 流 形 的 切 平面 被 定义 . 当 上 一 +oo 时 这 个 平面 是 由 稳定 特征 向 量 
v2 和 vs 所 张 成 . 一 般 地 , 当 t 一 -co 时 , 它 趋 于 由 不 稳定 特征 向 量 mw 和 非 主 特 
征 向 量 vs 所 张 成 的 平面 . 由 此 , 一 般 地 , 流 形 Ws(xo) 在 鞍点 附近 沿 着 在 Ws(zo) 
上 的 两 个 例外 轨道 自身 相交 , 沿 着 非 主 特征 空间 趋 于 这 个 鞍点 了 ( 见 图 6.25). 因此 ， 
W*(zo) 在 Uo 中 属于 同 宿 轨道 To 那 部 分 (一 般 地 ) 是 二 维 非 光滑 子 流 形 M. 从 初 
等 拓扑 知道 , 这 样 的 流 形 是 拓扑 等 价 于 单 带 或 扭转 带 . 后 者 为 熟知 的 Mobius 带 . 


(b} 
图 6.25 鞍点 同 宿 轨道 附近 的 (a) 单 稳定 流 形 (b) 扭转 稳定 流 形 


DO 这 个 性 质 (通常 称 为 强 倾角 性 质 )， 它 首先 是 由 Shil'nikov 建立 的 , 在 练习 9 中 有 讨论 . 也 见 第 10 
章 , 那里 叙述 如 何 用 数值 验证 这 个 性 质 . 
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定义 6.8 FM 拓扑 等 价 于 单 带 , 则 同 宿 轨道 To 称 为 单 的 (或 者 非 扭 转 的 ). 
如 果 M 拓扑 等 价 于 Mobius 带 , 则 同 宿 轨道 称 为 扭转 的 . 
现在 来 叙述 有 关 定 理 . 
定理 6.5 (鞍点 , co > 0 情形 ) ”考虑 三 维系 统 
z=f(z,a), rz ER,aeR, (6.16) 


f 光滑 , 在 Qa = 二 0 系统 有 鞍点 xo = 0, 特征 值 和 1(0) > 0 > XA2(0) > A3(0) 以 及 
一 条 同 宿 轨道 To. 假设 下 面 的 一 般 性 条 件 成 立 : 

(H.1) oo = Ai(0) + A2(0) < 0; 

(H.2) A2(0) # As(0); 

(H.3) To Si SN 回 到 x0; 

(H.4) To 是 单 的 或 扭转 的 ; 

(H.5) 6’(0) 40, 这 里 pla) 是 分 裂 函 数 . 
则 对 所 有 充分 小 |al, 存在 ToU zo 的 邻 域 Uo, 在 这 个 邻 域内 从 TO 分 支出 一 条 唯一 
稳定 极限 环 Lg. 如 果 To 是 非 扭转 的 , 对 8 < 0, 以 及 若 To 是 扭转 的 , 对 8 > 0, 这 
个 环 存在 . 此 外 , 所 有 只 单 (扭转 ) IR To 的 系统 (6.16), 对 充分 小 |a| 在 ToU zo 的 
领域 Uo 内 都 是 局 部 拓扑 等 价 的 . 口 

两 类 情形 的 分 支 图 分 别 如 图 6.26 和 图 6.27 所 示 . 在 这 两 种 情形 ( 单 和 扭转 )， 
从 同 宿 轨 道 分 支出 唯一 稳定 的 鞍点 极限 环 Lg, 它 的 周期 当 8 一 0 时 趋 于 无 穷 . 值 
得 注意 的 是 , 分 支 的 方向 由 Ad 的 拓扑 所 确定 . 


B<0 B=0 B>0 


图 6.27 oo > 0 时 扭转 的 鞍点 同 宿 分 支 
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如 果 同 宿 轨 道 是 单 的 , 则 对 8 < 0 存在 鞍点 环 Lg. CMRF BIEN, p > 1 > 
u > 0. 环 的 稳定 和 不 稳定 流 形 Ws*(Lg) 是 (局 部 ) 单 带 . 

如 果 同 宿 轨道 是 扭转 的 , 则 对 6 > 0, 存在 鞍点 环 Le. 它 的 乘 子 是 负 的 , ja < 
一 1 < p <0. 环 的 稳定 和 不 稳定 流 形 We"(Lg) 是 (局 部 ) Mobius 带 . 

定理 6.3 和 定理 6.5 证 明 概 要 ”我 们 概述 定理 在 鞍点 情形 的 证 明 . 在 R3 中 
存在 坐标 系 , 在 此 坐标 下 , 流 形 Ws(zo) 和 W*(zo) 在 ro 的 某 个 邻 域内 是 线性 的 . 
假设 系统 (6.13)( 或 (6.16)) 已 是 这 个 坐标 下 的 系统 , 进一步 , 局 部 地 有 W(t) c 
{zı = 0}, W” (z0) C {z2 = za = 0}. 设 za 轴 是 主 特征 空间 , zs 轴 是 非 主 特征 空 
间 . 引入 长 方形 二 维 截 面 2 c {x2 = e2} 以 及 辅助 长 方形 截面 IT Cc {x1 = e}, 这 里 
€1,2 足够 的 小 . 假设 To 与 这 两 个 局 部 截面 都 相交 ( 见 图 6.28). 如 同 平面 情形 , 沿 着 
(6.13) 的 轨道 定义 Poincaré P : D+ > X, EK 上 对 应 于 z, > 0 的 上 面部 分 + 
RB) OH P 表 为 合成 映射 

P=Q0A, 

这 里 A: 0+ 一 本 是 鞍点 附近 映射 ,而 9 : 工 一 上 是 沿 着 To 的 大 范围 部 分 的 映射 
这 种 构造 对 所 有 充分 小 的 |8| 都 可 进行 . 


图 6.28 ”鞍点 情形 Poincaré 映射 的 构造 


局 部 映射 A“ 本 质 上 ”在 鞍点 附近 是 由 (6.13) 的 线性 部 分 定义 . 可 以 看 出 在 映 
射 A 作用 下 D+ KR ASt 像 尖 点 在 zi 轴 上 ( 换 句 话说 在 ro E) 的 “ 角 状 物 ”. 


© 遗憾 的 是 , 在 这 情形 存在 阻碍 C* 线性 化 (k 2 1) 的 可 能 , 例如 , WR Az = 和 1 十 和 3, Cl 线性 化 是 
不 可 能 的 . 
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事实 上 , 截面 了 和 II 应 该 选择 使 得 AZ+ CT. 大 范围 映射 Q 将 这 个 “和 角 状 物 ” 映 
回 到 平面 {22 = co}. WR To 是 单 的 , POt 不 平凡 地 与 S+ 在 8 = 0 相交 ; BM, 
与 -三 加 5D+ 不 平凡 相交 (IE 6.28). 我 们 指出 ,“ 角 状 物 ” 5 Wro) MO AY 
交 的 横 截 性 由 流 形 M 的 定向 和 非 定 向 得 知 . 

按照 鞍点 量 oo 的 符号 以 及 同 宿 轨道 的 扭转 性 , 存在 P5+ 关于 OD 的 相对 位 
置 的 几 种 情况 ( 见 图 6.29 和 图 6.30). 仔细 审视 这 些 图 , 实际 上 证 明 完 成 了 . 如果 
oo < 0( 定 理 6.3, 图 6.29) BRAY P Xt 6 > 0 7E D+ 上 是 压缩 的 , 因此 在 P5+ 内 有 
唯一 稳定 的 不 动 点 , 它 对 应 于 稳定 极限 环 . 如 果 oo > 0( 定 理 6.5, 图 6.30), 映射 P 


B<0 j=0 3>0 


6.30 oo > 0 情形 PEt KFS 的 相对 位 置 
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沿 着 zs 轴 压 缩 , 沿 着 “ 角 状 物 ” 膨胀. 因此 , 它 在 P2+ 内 对 8<0 或 6>0 有 依 


赖 于 同 宿 轨道 扭转 性 的 鞍点 不 动 点 . 口 
注 ”由 于 映射 已 沿 着 rs 轴 总 是 压缩 的 , 对 不 动 点 的 分 析 可 简化 为 ( 见 练习 
10) 对 形 如 ay 


ay B+ Ax, 十 
的 一 维 映射 的 分 析 , 这 类 似 于 Antronov-Leontovich 定理 , 但 4 现在 可 以 为 正 ( 单 同 
宿 轨道 ) 也 可 以 是 负 (扭转 同 宿 轨道 ). 
事实 上 , 这 个 类 似 可 以 进一步 推广 , 因为 在 这 种 情形 在 同 宿 轨道 附近 存在 二 维 


吸引 的 不 变 “中 心 流 形 ”( 见 6.4 4). 0 
最 后 一 个 情形 最 困难 . 
定理 6.6 (RRA, co > 0) ”假设 三 维系 统 
t= f(x,a), rz ER,aeR!, (6.17) 


f KH, 在 a= 二 0 系统 有 鞍 - 焦 点 zo = 0, 特征 值 和 (0) > 0 > Re 和 X23(0); 以 及 
一 条 同 窒 轨道 To. 假设 下 面 的 一 般 性 条 件 成 立 : 

(H.1) co = A1(0) 十 Rexzs(0) > 0; 

(H.2) A2(0) # A3(0). 
则 系统 (6.17) 对 所 有 充分 小 |G], 在 ToU zo 的 邻 域 Uo 内 存在 无 穷 多 个 鞍点 环 ， 口 

定理 6.4 和 6.6 证 明 概 要 ”为 了 概述 证 明 , 选择 坐标 系 使 得 在 此 坐标 系 下 
Ws(zo) 是 (局 部 地 ) 平面 z1 = 0, W" (zo) 是 (也 是 局 部 地 ) 直线 r2 = zs = 0( 见 
图 6.31). 引入 二 维 截 面 了 和 N, 以 及 Poincaré 映射 P: Ot 一 D 表示 为 两 个 映 


图 6.31 -EARJE Poincaré 映射 的 构造 
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St: 鞍点 附近 映射 A : 2+ 一 TI 和 大 范围 映射 Q : I 2 的 复合 , 如 同和 定理 6.3 
和 6.7 的 证 明 一 样 @. 

ENE Lt HR Ar 不 再 是 角 状 物 而 是 “固体 螺旋 "(有 时 称 为 Shilnikov xë). 
大 范围 映射 Q 映 “ 蛇 ”到 包含 O 的 平面 . 

首先 , 假定 8 = 0, 并 考虑 “ 蛇 ” 象 ( 即 P5+) 与 局 部 截面 S 的 交 .“ 蛇 ”的 原点 
在 To FUE 的 交 上 . 了 与 Ws(zo) 的 交 把 “ 蛇 ” 分 裂 成 无 穷 多 个 上 和 下 “ 半 螺 线 ”. 
E CEIR PH i= 1,2,--- 的 原 象 OH 23+ 中 的 水 平 带 ( 见 图 6.32). 如 果 鞍 点 
量 oo > 0, 则 对 i > io, to 是 某 个 正 数 交 5,0 PY, 非 空 , 它 是 由 两 个 分 量 所 组 成 (图 
6.32(a) 中 io = 2). 每 一 个 这 样 的 交 形 成 一 个 Smale 马蹄 ( 见 第 1 章 ). 可 以 验证 必 
要 的 展开 条 件 满足 . 因此 , 每 个 马蹄 给 出 无 穷 多 个 鞍点 不 动 点 ， 这些 不 动 点 对 应 于 
(6.17) 的 鞍点 极限 环 . 如 果 co < 0, 存在 某 个 io > 0 使 得 对 i> io X DNP, EB 
R (图 6.32(b) 中 io = 2). 由 此 , P 在 接近 To 的 St 中 没有 不 动 点 . 


(b) 


图 6.32 鞍 - 焦 点 情形 Poincaré 映射 的 构造 (a) oo > 0; (b) ao < 0. 


中 事实 上 , ERRARE, 存在 C1 坐标 变换 将 系统 局 部 线性 化 ( 见 附录 B). 这 允许 我 们 解析 地 计算 
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如 果 pO, 对 应 于 To 的 点 被 D 中 的 水 平 线 替 代 . 因此 , 如 果 oo > 0, 仅 保留 
AIRA Smale 马蹄. 对 所 有 充分 小 18|, 它们 仍 给 出 (6.17) 的 无 穷 多 个 鞍点 极限 环 . 
在 情形 co < 0, 映射 已 对 68 >0 在 2+ 内 是 压缩 的 , 因此 有 对 应 于 (6.14) 的 稳定 
极限 环 的 唯一 吸引 不 动 点 , 如 果 8 < 0 就 没有 周期 轨道 . 口 

注 (1) 如 同 在 co < 0 时 的 鞍 - 焦 点 的 情形 , 我 们 不 能 说 , 所 有 满足 (H.1)~(H.2) 
的 系统 (6.15) 的 分 支 图 都 拓扑 等 价 . 理由 是 一 样 的 : 由 (6.15) 给 出 的 vo 的 拓扑 不 
变性 . 事实 上 , 同 宿 轨道 附近 相 图 的 完全 的 拓扑 结构 还 不 清楚 , 尽管 某 些 本 质 信 息 
已 由 Shilnikov 得 到 . 设 Ov) 是 所 有 不 等 价 的 双向 无 穷 序列 


w= {> W2, W1, W0 W1, W2} 
的 集合 , 其 中 w 是 对 一 切 ;= 0,1,42, 以 及 菜 个 实数 > 0 满足 
Witl < Vi 


的 非 负 整数 . 于 是 , 在 8 = 0, 存在 对 所 有 te R!, (6.17) 的 位 于 To U zo MAB Uo 
内 的 轨道 子 集合 , CMTC Ov) 的 一 一 对 应 , 其 中 v 不 超过 拓扑 不 变量 wo. 数 
值 wi 可 视 为 “小 ”旋转 数 , 它 是 由 鞍点 附近 的 轨道 经 i 次 “大 范围 ”旋转 所 构成 . 

(2) 当 6 取 正 或 负 值 趋 于 零 时 , 产生 无 穷 多 个 分 支 . 其 中 有 些 分 支 与 “基本 ” 极 
限 环 有 关 , 它 使 得 沿 着 同 宿 轨 道 大 范围 旋转 . 可 以 证 明 , 当 o 趋 于 零 时 , 这 个 环 产 
生 无 穷 多 个 切 分 支 . 为 了 了 解 这 个 现象 , 比较 在 鞍 - 焦 点 , co < 0 和 oo > 0 两 种 情 
形 , 这 个 环 的 周期 Ts 关于 8 的 依赖 性 是 有 用 的 . 有 关 的 图 像 如 图 6.33 所 示 . 在 
oo < 0 情形 , 这 个 依赖 性 是 单调 的 , 而 如 果 co > 0, 它 就 变 得 “摇摆 ”, 摇摆 的 存在 
意味 着 由 于 折 分 支 基本 环 的 消失 和 出 现 有 无 穷 多 次 . 注意 , 对 任何 充分 小 |8|, RA 
在 有 限 多 个 这 种 “基本 ” 环 (它们 不 同 于 鞍 - 焦 点 附近 的 “小 ”旋转 次 数 , 而 是 环 有 
高 周期 多 个 旋转 次 数 ). 此 外 , 环 也 具有 无 穷 多 个 倍 周期 分 支 . 折 分 支 和 倍 周期 分 支 
在 图 中 分 别 由 上 和 f 标记. 产生 的 每 一 个 倍 周期 环 在 它们 闭合 之 前 有 两 个 大 范围 
旋转 . 这 些 环 本 身 当 趋 于 同 宿 轨 道 时 又 产生 分 支 , 使 得 图 像 变 得 更 加 复杂 : 在 鞍 - 焦 
点 引入 (6.17) 的 散 度 ， 


01 一 (divf)(zo, 0) =A, +A2 +A3 =A + 2Rerg,3. 


WR o < 0, 分 支 附 近 的 基本 环 可 以 是 稳定 的 (事实 上 , 只 在 8 的 短 区 间 内 它 是 稳 
ER). 如果 o > 0, 则 存在 区 间 , 其 中 的 基本 环 是 整体 不 稳定 (排斥 的 )， 还 存在 
类 似 的 区 间 , 其 中 由 倍 周期 分 支 产生 第 二 类 环 . 因此 , 定理 中 所 指 的 鞍点 环 以 及 在 
8==0 由 Q(v) 的 周期 序列 编号 的 环 不 是 Uo 中 仅 有 的 环 . 

(3) 同 宿 轨 道 附近 的 其 他 分 支 妇 于 第 二 类 同 宿 轨 道 . 在 定理 6.6 的 条 件 下 , 存 
在 一 个 8; > 0,8; 一 0 的 无 穷 序 列 , 对 此 序列 系统 有 二 重 同 宿 轨道 , 它们 在 鞍 - 焦 点 
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—. eS 


附近 具有 不 同 (递增 ) 的 旋转 次 数 ( 见 图 6.34), 其 他 辅助 的 同 宿 轨道 也 将 出 现 , 像 在 
最 后 回复 前 三 次 大 范围 旋转 的 同 宿 轨道 . 


m 
T; 
4 


(a) (b) 
图 6.33 ” 较 - 焦 点 同 宿 分 支 附 近 环 的 周期 ， (a) co < 0; (b) co > 0 


L/L 


(b} (c) 
图 6.34 基本 的 (a) 与 倍 (b), (c) 同 宿 轨道 


(4) 在 这 一 节 假 定 n_ = dim W° = 2 和 ny =dim W" = 1. 为 了 对 相反 情形 ( 即 
n- = 1,n+ = 2) 应 用 所 得 结果 , 必须 更 改 时 间 方 向 . 归结 为 代 换 ; Aj —Àj, ai 呈 
-ci AR “FBR HER”. 0 

例 6.3 (FitzHugh-Nagumo 模型 中 的 复杂 脉冲 ) ”下 面 的 偏 微分 方程 组 是 沿 着 
一 个 轴 模 拟 神经 脉冲 传递 的 Hodgkin-Huxley 方程 的 FitzHugh-Nagumo 模拟 (Fitz- 
Hugh, 1961; Nagumo, Arimoto, Yoshizawa, 1962): i 


Ou u 

Ot = az falu) — v, 
Ov 

Ot = bu, 


这 里 u= u(x,t) RREH: v = u(x,t) 是 现象 学 “恢复 ”变量 : fa(u) =u(u — a)(u — 


1),1>a>0,b>0,-0 < z< +00,t>0. 
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行 波 是 这 个 方程 下 面 形 式 的 解 
u(z,t)=U(g), v(x,t)=V(E), E=x+ct, 


其 中 。 是 预先 未 知 的 波 传播 速度 . 函数 UE) 和 V(E) 定义 了 波 廓 . 满足 常 微分 方 


程 组 
U=W, 


W =cW + fa(U) +V, (6.18) 
V= *u, 
这 里 的 点 是 关于 “时 间 ”t 的 导数 .系统 (6.18) 称 为 波 系 统 . 它 依 赖 于 三 个 正 参数 
(a,b,c). (6.18) 的 任何 一 个 有 界 轨道 对 应 于 FitzHugh-Nagumo 系统 在 参数 值 (a, 5) 
传播 速度 为 c 的 行 波 解 . 
对 所 有 c > 0 波 系统 有 唯一 平衡 点 0 = (0,0,0), 一 个 正 特 征 值 A, 和 两 个 具 负 
实 部 的 特征 值 A2,3( 见 第 4 BAY 2). 这 个 平衡 点 可 以 是 鞍点 或 者 是 具有 一 维 不 稳 
定 和 二 维稳 定 的 不 变 流 形 WY (0) 的 鞍 - 焦 点 .鞍点 和 鞍 - 焦 点 情形 的 转移 起 因 于 
出 现 两 个 负 特征 值 . 对 固定 的 b> 0, 这 种 情况 发 生 在 曲线 


Dy = {(a, c) : c*(4b — a?) + 2ac? (9b — 2a?) + 27b? = 0} 


E. 在 (a,c) 平面 上 对 不 同 的 b 值 的 几 条 边界 De 在 图 6.35 以 点 线 表 示 . 鞍 -焦点 
的 区 域 位 于 每 个 边界 的 下 面 , 且 当 b 一 0 时 消失 . 
1.00 
0.90 
0.80 


C 
Cn 
(æ; 


0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 
a 


6.35 WRA (6.18) 的 分 支 曲 线 : bı = 0.01; bs = 0.005; bs = 0.0025 


不 稳定 流 形 的 一 个 分 枝 WY 离开 原点 进入 正 卦 限 , 可 回 到 平衡 点 而 在 某 个 参 
值 形成 一 条 同 宿 轨道 To(Hastings, 1976). 这 些 参 数值 只 能 借助 第 10 章 介绍 的 方法 
数值 地 找到 . 图 6.35 显示 在 (a,c) 平面 上 由 Kuznetsov 和 Panfilov (1981) 对 不 同 
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但 固定 的 b AURA SIA LAMBA Xm POY. 观察 图 6.35 可 以 得 知 , 对 所 有 
b> 0, 分 支 曲线 PO 通过 由 De 所 划 定 的 鞍 - 焦 点 区 域 ( 见 图 6.36, 其 中 曲线 D 和 
PAY 对 应 于 b = 0.0025 AMEN). 实际 上 , 对 b > 0.1, 同 宿 分 支 曲线 整个 地 属于 
壕 - 焦 点 区 域 . 任 一 同 宿 轨 道 定 义 一 个 行 波 脉冲 . 脉冲 的 形状 取决 于 对 应 平衡 点 的 
类 型 : 鞍点 情形 有 一 条 单调 “尾巴 ", 鞍 - 焦 点 情形 有 一 条 振动 “尾巴 ”( 见 图 3.37). 


6.36 Xt b= 0.0025 的 参数 曲线 D, 和 PO 


aA 
DAs 


(b) 
图 6.37 脉冲 有 (a) 单调 和 (b) 振动 “尾巴 ” 


对 c > 0, 鞍点 量 co 总 是 正 的 ( 见 练习 11). 因此 , (6.18) 在 同 宿 曲线 PO 附 

近 的 相 图 是 由 定理 6.5 和 定理 6.6 描述 . 特别 , 在 鞍 -焦点 区 域 的 同 宿 分 支 曲 线 PO) 
附近 , 系统 (6.18) 有 无 穷 多 个 鞍点 环 . 这 些 环 对 应 于 FitzHugh-Nagumo 模型 中 的 周 
期 波 链 (Feroe, 1981). 在 (6.18) 的 基本 同 宿 分 支 附近 存在 对 应 于 二 重 波 脉冲 的 第 二 
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类 同 宿 轨道 ( 见 图 6.38)(Evans, Fenichel, Feroe, 1982). 利用 Belyakov(1980) 的 结果 
可 以 证 明 (Kuznetsov, Panfiliv, 1981), (6.18) 中 的 第 二 类 同 宿 分 支 曲线 PS o 
A1,2, 其 中 PY XT Do( 见 图 6.36). 


OANA 


图 6.38 二 重 脉 冲 


6.4 n 维系 统 中 的 同 宿 分 支 


我 们 已 经 证 明 ( 见 附录 B 中 的 参考 文献 ), 在 同 宿 分 支 附近 存在 依赖 于 参数 的 
不 变 中 心 流 形 . 这 就 允许 我 们 将 n 维系 统 (n> 3) 双 曲 平衡 点 的 同 宿 轨 道 的 一 般 
分 支 的 研究 简化 为 对 二 维 、 三 维 或 者 四 维系 统 的 研究 . 这 一 节 讨 论 哪 种 同 宿 轨道 在 
n 维 情形 是 一 般 的 , 并 对 这 种 轨道 叙述 同 宿 中 心 流 形 定 理 . 然后 从 这 条 定理 推导 n 
维系 统 中 所 考虑 的 一 般 同 宿 分 支 的 某 些 结果 , 第 一 个 得 到 这 些 结果 的 是 Shilnikov， 
他 没有 用 中 心 流 形 简化 . 


6.4.1 ”正则 同 宿 轨 道 : Melnikov 积分 
考虑 系统 

t=f(z,a), 2=(21,22,---,2n)7 ER", acR!, (6.19) 
其 中 f 是 Ce” 光滑 , n > 3. 假设 (6.19) 在 a = 0 有 双 曲 平衡 点 zo, Jacobi 矩阵 A 
在 此 平衡 点 有 nj 个 特征 值 , 其 实 部 为 正 

0 < Red; < Redo < < Redn, 
和 n_ 个 实 部 为 负 的 特征 值 
Repn_ < ReAn_-1 <--+ < Rey < 0. 


对 所 有 充分 小 |al, 平衡 点 依然 存在 , 且 有 不 稳定 和 稳定 的 局 部 不 变 流 形 W* 和 Ws， 
它们 可 以 大 范围 延伸 , dim Wes = n,n +n- =n. 假设 (6.19) 在 a = 0 有 一 条 
轨道 To 同 宿 于 zo, 并 以 (t) 记 (6.19) 对 应 于 Te 的 解 . 

如 在 6.1 节 已 经 看 到 的 , Ws(zo) 和 W*(zo) 不 可 能 沿 着 To 横 截 相交 , 因为 向 
Æ (to) = f(z?(to),0) 在 任何 点 za(to) € To 与 这 两 个 流 形 相 切 . 但 是 , 在 一 般 情 
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形 , 这 样 的 向 量 只 有 2(to): 
Tro(to) W™ (xo) N Tro(to) W? (zo) = span{z°(tg)}. 
由 此 , 一 般 地 
codim(T;,0(;,) W” (xo) + Troto) WS {Zo)) = 1; 
对 a #0, 一 般 的 扰动 将 流 形 We (co) 和 Wero) 在 保持 方向 下 分 裂 一 个 O(a) 距 
离 . 这 样 的 同 宿 轨道 称 为 正则 的 . 
如 同 6.2 节 , 引入 扩展 系统 


| — f(z, a), (6.20) 
a=0, 
相 变 量 为 (z,a)? e R+, 设 zo(a) 为 (6.19) 中 对 小 |a| 的 单 参数 鞍点 族 , zo(0) = 
to. 这 个 族 定义 了 (6.20) 的 一 个 不 变 集 一 一 平衡 点 曲线 . 这 条 曲线 有 不 稳定 和 稳 
定 流 形 We 和 WS, 它们 的 薄片 a = 常数 与 鞍点 rola) 对 应 的 不 稳定 和 稳定 流 形 
We Fl Ws 重合 . 显然 , 同 宿 轨道 的 正则 性 正好 转化 为 在 (6.20) 的 (n + 1) 维 相 空 
间 中 we 和 We 在 a = 0 沿 着 To 的 横 截 性 
T(20(to),0) W” + T20(¢9),0)W* = RPH, 

6.21 显示 n = 2 的 情形 . 

W" 和 Ys 的 横 截 相交 性 可 以 解析 地 表示 . 就 是 说 , 在 a = 0 沿 着 rolt) 考虑 
(6.20) 的 线性 化 

| ù = fo(2°(t),0)u + fa(2° (t), Op (621) 
p=. 

车 (uo, wo)” 是 WY R Ws 的 切 向 量 , 则 以 (uo, uo)? 为 初始 值 的 这 个 系统 的 解 向 量 
(u(t), w(t))? 总 是 和 对 应 的 不 变 流 形 相 切 . 向 量 函 数 


s(t) \_ f +°) 
p ) 2 ( 0 ) 
是 (6.21) 的 有 界 解 , 它 与 不 变 流 形 W 和 Ws 沿 着 它们 的 交 线 都 相 切 @ 可 以 用 一 
个 数量 乘 这 个 解 而 得 到 (6.21) 的 另 一 个 有 界 解 . We 和 ws 在 a = 0 沿 着 To 的 横 
截 相交 性 , 意味 着 在 扩展 系统 (6.21) 的 数量 乘积 的 有 界 解 内 (49(t), 0)" 是 唯一 的 
考虑 到 (6.21) 中 关于 / 的 方程 是 平凡 的 , 可 以 得 知 zo(t) 在 围绕 To 的 变 分 方程 


ù = A(t)ju, wveR” (6.22) 


O 事实 上 , 由 于 20 = f(z0(t),0), 这 个 解 当 t 一 土 oo 时 指数 式 地 趋 于 零 ， 
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的 数量 乘积 解 内 是 唯一 , 这 里 A(t) = (z(t),0). 这 导致 围绕 To 伴随 变 分 方程 
v=—AT(t)v, veR” (6.23) 
在 数量 乘积 的 有 界 解 内 有 唯一 解 v(t) = n(t). 事实 上 , 方程 (6.22) 和 (6.23) 有 相同 . 


个 数 的 线性 无 关 有 界 解 . 实际 上 , 对 每 个 te R! 向 量 C(t) 和 w(t) 互相 正 交 . 利用 
(6.22) 和 (6.23), 得 


<n ¢) 二 (ù, ¢) F (n, ¢) = —(A™n, ¢) 二 (n, AC) = —(n, AÇ) + (n, AC) = 0, 


EN (n(t),¢(t)) = C. 常数 CAS, 因为 当 上 一 二 co 时 w(t) A C(t) 都 指数 式 地 趋 
FẸ: 

(n(t),¢(t)) =0, tER. 
同时 , 类 似 的 讨论 显示 n(t) 与 任何 跟 W*(zo) 或 W" (20) 相 切 的 向 量 正 交 此外， 
横 截 性 等 价 于 条 件 


M,(0) = T ~ Mt), faa (t),0))at #0. (6.24) 


E Ww" 和 WS 的 交 不 是 横 截 的 , 则 存在 (6.21) 的 另外 有 界 解 (Colt), yo)T, uo £ 0. 
取 (6.21) 和 7 的 数量 积 并 对 整个 时 间 积 分 , 得 到 


十 co 十 oo 
wo f (nlt), fa(2%(t),0))at= / (nlt), Go(t) — A(t)Go(t))at 


十 cc 
= (n(t), Co(t)) [#22 — Í (a(t) + AT(t)n(t), Co(t))at 
=0. 


(6.24) 中 的 积分 称 为 Melnikov 积分 . 这 个 条 件 允 许 我 们 验证 n 维系 统 中 (n > 
2) 流 形 分 裂 的 正则 性 . 此 外 , 可 以 引入 一 个 数量 分 裂 函 数 Mla), 它 测 量 不 变 流 形 
Ws(zo) 和 W*(zo) 在 点 2°(0) € To 附近 按 向 量 m(0) 定义 的 方向 之 间 的 位 移 , 并 有 
性 质 
M(a) = M,(0)a + O(a?), 
这 里 Me。(0) 由 (6.24) 给 出 . 
在 二 维 情形 Melnikov 积分 Ma(0) 可 更 明确 地 计算 . 将 (6.19) 写 为 坐标 形式 


| 21 一 fi(z, a), 


t2 = fo(z, a). 
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变 分 方程 (6.22) 的 解 C(t) 有 形式 


fi(x°(t), 0) ) 
fo(x°(t),0) 人 


C(t) = 4? (t) = ( 
由 于 n(t)Lc(t), 对 某 个 纯 量 函数 y(t), 有 


wl Hn) 
容易 验证 , 这 个 函数 满足 方程 
v(t) = —(div f)(2°(t), 0) y(t), 
这 里 
| 
是 向 量 场 f HAA. 假设 p(0) = 1, 得 


y(t) =e ho (div A)(2°(7),0)dr 
WR 


十 co t 0 
Ma(0) = f exp -/ (54 + 站) dr| (n22 一 hE Jat, (6.25) 


oo 


这 里 所 有 关于 f= (fi, fo)” 的 表达 式 都 是 在 a = 0 沿 着 同 宿 解 z0(.) 计算 的 . 
= ”假设 (6.4) 在 a = 0 是 Hamilton AK, a 是 扰动 项 前 的 小 参数 , B 


&=J(VH)(z)+ag(z), rz € R?,a eR!, 


-f 和 _ (OH ENT 
ae ( Ši a va (Soom) N 
H = H(z) Æ Hamilton 函数 . 于 是 Melnikov 积分 (6.25) 可 进一步 简化 .在 此 情 
形 , divf = 0, 同 宿 轨 道 To 属于 等 高 线 {z :五 (z) = H(zo)}. 假设 它 的 内 部 是 区 域 
Q = {H(x) < H(xo)}. FÆ, 应 用 Green 定理 , 沿 着 To, Melnikov 积分 简化 为 区 域 
积分 


这 里 


Ma(0) = | (divo Ow. 0 
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6.4.2 APLK 
为 了 叙述 同 宿 中 心 流 形 定理 , 区 分 最 接近 虚 轴 的 特征 值 是 有 用 的 ( 见 图 6.39). 


非 主 稳定 


fla Xo 
图 6.39 特征 值 的 划分 


定义 6.9 ” 称 最 接近 于 应 轴 的 具 正 (A) 实 部 的 特征 值 为 不 稳定 (稳定 ) 主 特 
FEAR, 对 应 的 特征 空间 称 为 不 稳定 (稳定 ) 主 特征 空间 . 

定义 6.10 ”稳定 和 不 稳定 的 主 特征 值 一 起 称 为 中 心 特征 值 , 对 应 的 特征 空间 
称 为 中 心 特征 空间 . 

在 W*(Ws) E, 几乎 所 有 的 轨道 当 t 一 一 co(t +00) 时 沿 着 记 为 T*(Ts) 的 
主 特征 空间 趋 于 平衡 点 . 例外 的 轨道 形成 一 个 非 主流 形 Wee (we), 它 与 对 应 的 非 
主 特征 值 的 特征 空间 Tw(Tss) 相 切 . 中 心 特征 空间 Te 是 稳定 和 不 稳定 主 特征 空 
MEA Te = T*@Ts. 用 Ao 记 对 应 于 非 主 不 稳定 特征 值 的 最 小 的 ReAi, po 为 对 
应 于 非 主 稳定 特征 值 的 最 大 的 Rep; ( 见 图 6.39). 按 构 造 


Ho < Rep < 0 < ReAl < Ao, 


这 里 和 1 是 主 不 稳定 特征 值 , p 是 主 稳定 特征 值 . 只 要 两 个 非 主 特征 空间 都 非 空 , 引 
入 两 个 实数 
s Ho u Ao 
I = Rem’ 9 ~ Re 

这 些 数 刻画 对 应 于 非 主 和 主 特征 值 之 间 的 相对 空隙 , 且 满足 ge* > 1. 如 果 非 主 特 
征 空间 之 一 是 空 的 , 形式 地 , 令 9* = -oo, BÈ g" = too. 

现在 注意 , 变 分 方程 (6.22) 是 非 自 治 线性 系统 , 它 对 应 的 矩阵 A(t) 渐 近 地 趋 
于 常 矩阵 , Bp 
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因此 , 对 t 一 too, (6.21) 的 解 具有 像 线性 自治 系统 
v= Agu 


的 解 , 可 以 引入 四 个 R” 的 线性 子 空间 


(0)= fo: sn el 上 


3s — 4 . i v(t) ss 
Brite) = {oi gata ET” Y 


cu — vo i v (t) C uu 
Eto) = (wo: lin, pg © OT 


Beto) = {oi OT ET om}, 
这 里 v(t) = ®(vo, to,t) 是 (6.21) 满足 初始 条 件 t = to, v = wo 的 解 , © 表示 线性 子 
空间 的 直 和 . 最 后 , 定义 
E°(to) = E (to) NE (to). 


现在 给 出 下 面 的 定理 . 
定理 6.7 ( 同 宿 中 心 流 形 ) ”假设 (6.19) 在 a = 0 有 双 曲 平衡 点 zo 二 0 和 一 
条 同 宿 轨道 
To = {x € R” : 2=27°(t),t € R!}. 


假设 下 面 的 条 件 成 立 : 

(H.1) 2°(0) € E°(0); 

(H.2) E**(0) © E°(0) @ Es:(0) = R” 
则 对 所 有 充分 小 的 Jal, (6.19) 有 定义 在 To zo 的 邻 域 Uo 内 的 不 变 流 形 Ma, È | 
具有 下 面 性 质 : 

(i) 2°(to) € Mo 且 对 一 切 to € 有 R!, 切 空间 Tro(t0) Mo = E" (to); 

(ii) 对 一 切 上 E 疏 :, 位 于 Uo 内 的 (6.19) 的 任何 一 个 解 都 属于 Ma: 

(iii) 每 一 个 Ma 是 C* 光滑 , 这 里 大 > 1 是 满足 

g >k 和 g*>k 


的 最 大 整数 . 图 
定义 6.11 AGM, 称 为 同 宿 中 心 流 形 . 
注 (1) 条 件 (H.1) 和 (H.2) 保证 对 一 切 to A 0 类 似 的 条 件 成 立 . 由 第 一 个 条 
件 得 知 同 宿 轨 道 To 沿 着 主 特征 空间 上 一 +00 Al t -co 都 趋 于 平衡 点 zo. 第 二 
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个 条 件 意 味 着 不 变 流 形 Ws (20) AW" (20) 在 a = 0 沿 着 同 宿 轨 道 To 以 “最 小 可 
能 ” 非 横 截 相交 . 

(2) 流 形 Mo WE E” 方向 指数 式 地 吸引 , 沿 着 EM 方向 指数 式 地 排斥 . 相同 
的 性 质 对 小 的 Jal 40, 的 Ma 当 Ess 以 接近 的 子 空间 代替 时 也 成 立 . 

(3) 同 宿 中 心 流 形 只 有 有 限 C* 次 光滑 性 , 它 随 有 关 空 阶 g*…* 而 增 大 . 只 有 在 
人 Ma 上 选择 了 适当 坐标 (6.19) 在 不 变 流 形 M。 上 的 限制 是 Cr*-ODEs KE, 这 个 限 
HASTE a = 0 有 一 条 同 宿 于 ro 的 轨道 . 

(4) 事实 上 , 在 定理 6.7 的 假设 下 同 宿 中 心 流 形 属于 C* 类 , 对 某 0 < 8 < +00, 
即 它 可 局 部 地 表示 为 其 k 阶 导 数 关 于 指标 8 是 Holder 连续 的 函数 的 图 像 . © 

这 个 定理 对 R3 如 图 6.40 Pras. 不 过 仅 画 出 在 a = 0 的 临界 中 心 流 形 Mo. 假设 
zo 的 所 有 特征 值 都 是 实 且 单 的 ， ba < pm <O <A). BRA zo 的 中 心 特 征 空间 Te 是 
二 维 且 由 ( 主 ) 不 稳定 特征 向 量 vi(Aow = Arr) 以 及 主 稳定 特征 向 量 w (Aw = 
mw) 所 张 成 . WÉ Mo 是 二 维 的 , 包含 To, BE zo 与 Te HA. 沿 着 E” 方向 指 
数 式 地 吸引 . 这 个 流 形 可 以 是 定向 (图 6.40(a)) 也 可 以 是 不 定向 (图 6.40(b))， 在 这 情 
形 , 条 件 (H.2) 等 价 于 强 倾角 性 质 ( 见 6.3 节 ), 所 以 Mo 的 定向 性 依赖 于 在 To 附 
近 We* 的 闭 包 是 定 癌 还 是 不 定向 (参看 图 6.25). 


(a) (b) 
图 6.40 ”R” 中 的 同 宿 中 心 流 形 Mo 


6.4.3 R” 中 一 般 同 宿 分 支 

一 般 地 , 主 特征 空间 Ts.* 是 一 维 或 者 二 维 . 在 第 一 种 情形 , 特征 空间 对 应 于 单 
实 特征 值 , 在 第 二 种 情形 , 它 对 应 于 单 对 复 共 轿 特征 值 . 如 果 有 必要 就 改变 时 间 方 
向 , 仅 有 三 类 主 特征 值 的 配置 : 

(a) (鞍点 ) 主 特征 值 是 实 且 单 的 , ja < 0 < Ai (图 6.41(a)): 


且 单 的 (图 8.41(b)); 
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(c) ( 焦 - 焦 点 ) 主 特征 值 是 复 且 单 的 , Ai = Ao, wi = jo( 图 6.41(c)). 


(a) (b) 
图 6.41 一 般 Shilnikov 情形 的 主 特征 值 


定义 6.12 ” 双 曲 平衡 点 的 鞍点 量 a 是 它 的 主 特征 值 的 实 部 之 和 . 
因此 
I 王 ReAl + Rep, 

其 中 Xi 是 主 不 稳定 特征 值 , ja 是 主 稳定 特征 值 . 假设 下 面 的 非 退 化 条 件 在 a = 0 
成 立 : 

(H.0) oo 40 且 主 特征 空间 To 不 是 一 维 就 是 二 维 . 

下 面 的 定理 是 定理 6.7 的 直接 推论 , 其 结果 由 6.2.6.4 节 得 到 . 

定理 6.8 (A) “对 任何 一 个 一 般 的 单 参数 系统 , 若 它 有 鞍点 平衡 点 To, Æ 
a 三 0 有 同 宿 轨 道 To, 则 存在 Fo U zo 的 邻 域 Uo ARRAN, Sa 穿 过 零 时 ， 从 
To 分 支出 唯一 极限 环 La. 此 外 , 车 co <0, A] dimW*(La) =n- +1, È oo > 0, W 
dim Ws(La) = n. 口 

在 鞍点 情形 , 同 宿 中 心 流 形 Me 是 二 维 且 是 单 (定向 ) 带 或 扭转 ( 非 定向 或 
Mobius) 带 . 在 a = 0 限制 系统 有 同 宿 轨道 . 只 要 对 定理 6.1 的 证 明 (I 6.2 节 ) 稍 
作 修 改 就 行 . 就 是 说 , 大 范围 映射 Q 的 系数 a(6) 现在 不 是 正 的 (定向 情形 ), 就 是 
负 的 (Mobius 情形 ). 在 这 情形 条 件 (H.1) 和 (H.2) 导致 Ws 在 鞍点 附近 沿 着 对 应 
RISER Wes 自身 相交 . 在 三 维 情 形 , 这 些 条 件 意味 着 同 宿 轨道 To 要么 是 单 
的 要 么 是 扭转 的 (定义 如 同 6.3 节 ). 因此 , 可 交替 地 证 明定 理 6.3 和 6.5. 

定理 6.9 (RRA) ”对 任何 一 个 一 般 的 单 参数 系统 ， BCH BBR EERE. 
To, 在 a = 0 此 平衡 点 有 同 宿 轨 道 To, 则 存在 To U zo 的 邻 域 Uo 使 得 下 面 两 个 之 
一 交替 成 立 : . 

(a) 如 果 oo <0, Ha 穿 过 零 时 在 Uo 内 从 To 分 支出 唯一 极限 环 La, dim Ws 
(La) =n_ +1; 

(b) 如 果 oo > 0, 对 所 有 充分 小 lal, 系统 在 U6 内 对 有 无 穷 多 个 鞍点 极限 环 . O 

在 此 情形 , 同 宿 中 心 流 形 M。 是 三 维 的 . 在 a = 0 限制 系统 有 一 条 同 宿 于 鞍 - 
焦点 的 同 宿 轨 道 , 因此 , 可 以 在 这 个 流 形 上 重复 定理 6.4( 在 情形 (a)) 和 定理 6.6( 在 
情形 (b)) 的 证 明 . 
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定理 6.10 ( 焦 -焦点 ) ”对 任何 一 个 一 般 的 单 参数 系统 , 如 果 它 有 焦 - 焦 点 平衡 
点 to, 在 a =0 此 平衡 点 有 同 宿 轨 道 ro, 则 存在 ToU zo ABR Uo, 在 此 领域 内 ， 
对 所 有 充分 小 jal, 系统 有 无 穷 多 个 鞍点 极限 环 . o 

这 里 , 同 宿 中 心 流 形 At。 是 四 维 的 , 在 a = 0 有 同 宿 于 焦 -焦点 的 同 宿 轨道 . A 
此 , 定理 6.11 的 证 明 由 附录 A 得 知 成 立 . 

上 面 定理 中 列 出 的 一 般 性 条 件 是 非 退化 条 件 (H.0), (H.1) 和 (HH.2), 以 及 横 截 
性 条 件 : 

(H.3) 同 宿 轨道 To 是 正则 的 , 即 切 空间 Troc W: 和 Troe Wt 在 每 一 点 w(t) € 
Fo 的 交 是 一 维 , 而 Ws Al WY 当 a BASEN O(a) 距离 分 裂 . 

回忆 (H.3) 可 以 用 Melnikov 积分 重 叙 述 为 


十 co 
f (n(t), fa(2°(t), 0))dt # 0, 
其 中 n(t) 在 围绕 To 的 伴随 变 分 方程 
t= —AT(t)u, ue R” 


的 数量 乘 数 有 界 解 中 是 唯一 的 . 


6.5 练 习 
1. 构造 一 个 二 维 Hamilton 系统 单 参数 系统 族 
| i= Hy, 
y = —H;, 
其 中 H = H(z, y, a) 是 (多 项 式 )Hamilton 函数 , 它 有 同 宿 轨 道 . 提示 : 系统 的 轨道 


属于 Hamilton 等 高 线 A(x, y,a) = 常数 . 
2. (JË Hamilton 系统 的 同 宿 轨道 ) 求证 : 系统 


T=Y, 
了 = 一 Z3 +£ + Ty 


的 原点 是 鞍点 , 它 有 “大 ” 同 宿 轨道 , 这 条 轨道 是 退化 的 吗 ? 提示 : 利用 系统 在 反射 
和 时 间 的 逆向 变换 下 : z r, —t 下 对 称 . 

3. 用 旋转 向 量 场 证 明 在 平面 情形 的 引 理 6.1. 提示 : 参见 文献 (Andronov et al., 
1973). 
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4. ( 异 宿 分 支 ) 求证 : 系统 
t = a + 2zy, 
| y=1t+2?-y? 
在 a = 0 产生 异 宿 分 支 . 

5. (周期 的 渐 近 ) 寻找 平面 上 同 宿 分 支 附 近 环 周期 (3) 的 渐 近 形式 . 这 个 结果 
对 n 维系 统 成 立 吗 ? 提示 : 利用 环 上 的 点 在 接近 鞍点 时 花费 最 多 时 间 的 这 个 事实 . 

6.( 同 宿 轨道 附近 坏 的 乘 子 ) 求证 : 平面 系统 从 同 宿 轨道 分 支出 的 环 的 乘 子 当 
8 一 0 时 趋 于 零 . 能 否 将 这 个 结果 推广 到 高 维 ? 

7. (平面 上 鞍点 附近 的 C1 线性 化 ) (a) 画 出 等 时 线 4 = 常数 , 这 里 的 常数 是 
平面 系统 (6.7) 的 轨道 从 “ 跑 出 ”单位 正方 形 © 的 时 间 . 验证 这 些 线 是 横 截 的 . 在 
非 线性 情形 图 像 有 何 变化 ? 证明: 在 定理 6.1 中 所 构造 的 映射 8(y) 是 个 同 胚 . 

(b) 证 明 : 映射 O(y) Æ y = 0 仅 有 一 阶 连续 偏 导数 . 提示 : O,(0) = 五 (Deng, 
1989). 

8. (轨道 关于 奇异 参数 的 依赖 性 ) 考虑 慢 - 快 系统 


= 722—y, 
y= 一人， 


zo = —(1 +€), yo=1 

出 发 的 轨道 . 设 y = yle) 是 这 条 轨道 与 铅 直线 x = 1 的 交点 坐标 . 

(a) 证 明 : (es) 关于 < 的 导数 当 es 一 0 MF -co. HA: yi (ec) = -T(e), 其 
中 了 是 从 初始 点 (zo,yo) K BA (1, yi) 的 时 间 . 

(b) 验证 : 如 果 取 zo = 一 (1 十 p(e)), 所 得 结果 并 不 改变 , 这 里 ple) 是 任 一 满足 
% e 一 0 时 yp(e) 一 0 的 光滑 正 函 数 . 

(c) 解释 上 面 的 结果 与 6.2 节 例子 中 的 慢 - 快 平面 系统 中 的 分 裂 函数 的 不 可 微 
性 之 间 的 关系 . 

(a) 证 明 : EBRE, yi(e) ~ s2/3. 提示 : 参见 文献 (Mishchenko, Rozov, 1980). 

9，( 强 倾角 性 质 ) 考虑 在 立方 体 QO = {(21, 22,23): -1 < z; < l,i = 1,2,3} A 
的 线性 系统 


其 中 e 是 小 正 数 . 取 系 统 从 


2Z1 = ÀT], 
t2 = À212, 
t3 = A37Z3， 
其 中 和 >0> A> As. 设 pt 为 这 系统 的 发 展 算 子 ( 流 ). 
(a) 在 平面 z1 = 1 内 取 通 过 zi 轴 的 直线 lo, RUE: 在 流 (Bh I(t) = ptl,t < 0) 
的 作用 下 它 的 象 也 是 某 个 平面 zi = 常数 内 通过 同一 个 轴 的 直线 . 
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(b) 求证 : 极限 
a 

对 所 有 初始 线 , 除了 直线 lo = {21 = 1} nn {zs = 0} 都 是 相同 的 . 这 个 极限 是 什么 ? 

(c) 假设 系统 在 立方 体 O 外 具有 同 宿 于 原点 的 轨道 . 利用 (b), 求证 : 一 般 的 稳 
定 流 形 Ws(0) 沿 着 非 主 特征 空间 zl = zs = 0 自身 相交 . 将 在 鞍点 附近 Ws(0) 与 
某 个 另外 的 不 变 流 形 横 截 相交 条 件 重新 叙述 为 一 般 性 条 件 . 

(d) 画 出 稳定 流 形 在 退化 情形 的 形状 . 猜测 哪 一 个 相 图 会 出 现在 这 个 退化 系统 
的 扰动 下 . 提示 : 参见 文献 (Yanagida, 1987; Deng, 1993a). 

10. ( 重 温 定理 6.3~ 定理 6.6 的 证 明 )(a) 假设 系统 在 单位 立方 体 = {f(z,z,z) : 
一 1 < zi <1,i=1,2,3} 内 是 线性 的 , 平衡 点 位 于 原点 , WE R 中 鞍点 和 鞍 - 焦 
点 的 鞍点 附近 映射 A. 

(b) 利用 分 裂 函 数 作为 参数 , 写 出 大 范围 映射 : (z2, za) (11,23) 线性 部 分 
的 一 般 形 式 . 这 个 公式 是 如 何 反映 鞍点 同 宿 轨 道 的 扭转 性 ? 

(c) 结合 这 个 练习 的 (a) 和 (b) 部 分 定义 的 映射 的 合成 , SEMA ARE 
点 和 鞍 - 焦 点 情形 的 方程 组 . 利用 把 这 个 方程 组 简化 为 对 不 动 点 的 zi 坐标 的 数量 
方程 来 分 析 这 个 系统 的 解 . 

11. 求 证， FitzHugh-Nagumo 模型 波 系统 的 平衡 点 的 鞍点 量 op EIEN. # 
示 : ol =A, +À +À =c> 0. 

12. (R? 中 的 奇异 同 宿 )(a) 验证 : 下 面 的 慢 - 快 系统 (参看 文献 (Deng, 1994)) 


t= (z +1) + (1 -— z)[(x — 1) -— yl, 
y= (1 — z)[(x — 1) + y], 
ez = (1 — z2?)[z + 1 — m(z + 1)] — ez 


在 奇异 极限 c = 0 有 平衡 点 (1,0,-1) 的 同 宿 轨道 , 只 要 m = 1. 提示 : 首先 , 形式 
地 令 = = 0, 并 分 析 由 z = 41 定义 的 慢 流 形 上 的 方程 . 然后 对 小 但 正 的 s 画 出 曲面 
ż = 0 的 形状 . 

(b) 证 明 : 存在 对 e > 0 有 定义 的 连续 函数 m = m(e), m(0) = 1, 使 得 对 对 应 
的 参数 值 系统 对 小 = > 0 有 具 同 宿 轨 道 的 鞍 -焦点 . 鞍点 量 的 符号 是 什么 ? 在 这 个 
分 支 附近 我 们 期 望 有 多 少 条 周期 轨道 ? 

(c) 如 果 证 明 (b) 困难 , 请 尝试 用 第 10 章 介绍 的 边 值 方法 数值 地 求 同 宿 轨 道 和 
(a) 中 作为 原始 猜测 的 奇异 同 宿 轨道 . 

13. (Melnikov 积分 ) 证 明 : Melnikov 积分 (6.24) 对 例 6.1 中 的 系统 (6.8) 的 同 
宿 轨 道 To 不 为 零 . 提示 : WA To 的 上 半 部 分 和 下 半 部 分 , 积分 (6.8) 的 第 一 个 方 
FEXR t = ti(z). 然后 , 将 积分 (6.24) 变换 到 在 x e [0, 1] 上 两 个 积分 之 和 . 
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6.6 ”附录 A: 四 维系 统 中 的 焦 -焦点 同 宿 分 支 


在 这 个 附录 里 , 研究 具 两 对 复 特征 值 ( 焦 - 焦 点 ) 的 双 曲 平衡 点 的 同 宿 轨 道 附 近 
的 四 维系 统 动力 学 . 这 种 情形 类 似 于 鞍 - 焦 点 同 宿 情形 . 
考虑 系统 
t=f(z,a), xceRtaeR’, (A.1) 
其 中 f 是 光滑 函数 .假设 在 a = 0 系统 有 双 曲 平衡 点 zo = 0, 它 具 有 两 对 复 特 
征 值 ( 见 图 6.42): 


A1,2(0) = p1(0) + iwi (0), Xa,a(0) = po(0) + iwe(0), 


其 中 

pı(0) < 0 < p2(0), wi,2(0) > 0. 
一 般 地 , 鞍点 量 不 为 零 : 

(H.1) co = pi(0) + p2(0) # 0. 

事实 上 , 只 需 处 理 oo = p1(0) + p2(0) < 0 的 情 
形 , 因为 否则 可 以 改变 时 间 方 向 . 由 于 入 = 0 不 
是 Jacobi 矩阵 f(zo,0) 的 特征 值 , 对 所 有 充分 
小 的 Jal, 隐 函 数 定理 保证 具 两 对 复 特 征 值 附近 
的 双 曲 平衡 点 的 存在 ， 假定 坐 标 原点 已 经 移 到 
平衡 点 , 就 可 将 (A.1) 写 为 形式 


6.42 ” 焦 -焦点 的 特征 值 t = A(a)z+ F(x,a), (A.2) 
HA F = O(z|P), 矩阵 A(a) 有 特征 值 


A1,2(@) = Di(a) 士 iul(a)， Az,4(a) = po(a) + iwz(a), 


其 中 pi(0),wi(0) 满足 附加 条 件 . 

焦 - 焦 平衡 点 的 二 维稳 定 和 不 稳定 流 形 Ws** 可 以 大 范围 扩展 . 假定 在 a = 0 
流 形 W 和 Ws 沿 着 同 宿 轨 道 Fo 相交 , 稳定 和 不 稳定 流 形 在 任何 点 xz e To 的 切 
空间 的 交 是 一 维 的 中, 即 

(H.2) dim(T,W* NT W°) = 1. 

这 个 条 件 一 般 地 对 双 曲 平衡 点 的 同 宿 轨道 的 系统 是 成 立 的 . 

下 面 由 Shilnikov 得 到 的 定理 成 立 . 


@@ 对 x e To, 这 个 交 由 相 速 度 向 量 f(z,0) FER. 
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定理 6.11 “对 任何 有 焦 - 焦 平 衡 点 co, Æ a = 0 有 同 宿 轨道 To, 且 满 足 非 退 
化 条 件 (H.1) 和 (H.2) 的 系统 (A.2), 存在 ToU zo HAR Uo, 在 此 邻 域内 对 所 有 充 
分 小 的 |al, 系统 有 无 穷 多 条 鞍点 极限 环 . 
证 明 概 要 ”首先 考虑 情形 a = 0. 将 系统 (A.2) 写 在 它 的 实 特征 基 上 . 这 可 以 
用 非 奇异 线性 变换 将 4 化 为 实 Jordan 标准 形 来 对 (A.2) 进行 .在 这 个 特征 基 下 ， 
系统 在 a = 0 取 形 式 
tı = pity 一 wl172 + G1(7), 
ta = w121 + pire + G2(7), (A.3) 
£3 = p273 — w2£4 + Ga(z), 


t4 = Wrz + p2t4 + G4(z), 


这 里 相 变 量 仍 用 原来 的 记号 , A G = O(llz||2). 现在 引入 新 坐标 y 以 局 部 线性 化 系 
统 (A.3). 由 Belitskii 定理 ( 见 附录 B), 存在 非 线性 变换 


y =x +g(1), 
其 中 9 是 C1 函数 (g,(0) = 0), 用 线性 系统 


Yi = DIV1 一 w1y2， 
da = wiyi + p142, (A.4) 
Y3 = p2y3 — W2Yya, 
Ya = woys + prays 


FES RS Sit Jr BB FE GET DY (A.3) 的 流 . 在 坐标 ye Rt 下 不 稳定 流 形 W* 局 部 地 
H y = yo = 0 表示 , 稳定 流 形 Ws 由 ys = y = 0 给 出 . 假设 线性 化 (A.4) 在 单位 
4 维 立 方 体 {|yi| < 1,i = 1,2,3,4} 内 成 立 , 这 由 线性 尺度 化 总 可 以 办 到 . 

用 变换 


yı = rı cosi, ye=718in6,, Y3 = T2C0S2, ys = rz2sin b2 


将 (A.4) 写 为 极 坐 标 形式 
1 = Piri, 
和 = Wi, (A5) 
T2 = p272, 


62 = W2, 
对 (4.5) 引入 两 个 三 维 截 面 : 


X = {(r1,01,r2,02): r2 =1}, T= {(ri,01,172,02): 71 = 1}, 
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以 及 在 这 两 个 截面 内 的 两 个 子 流 形 : 

Xo = {(r1, 91, 72, 42) 27) S l, r2 = 1} C.S; 

Tio = {(r1;01, 72, 02) :71 = 1 r2 < 1} C Il. 
Xo 和 Tlo 是 三 维 环 体 , 它们 可 左右 面 恒 同 ( 粘 合 ) 如 图 6.43 形象 化 . 稳定 流 形 ws 
沿 中 心 圆周 m = 0 与 Sp 相交 , 不 稳定 流 形 WY 沿 着 中 心 圆 周 ro = 0 与 Ho 相交 . 
不 失 一 般 性 , 假设 同 宿 轨道 To 与 马 在 0 = 0 上 的 点 相交 , 与 Mo 相交 在 62 = 0. 


6.43 截面 Xo 和 Mo 


如 通常 , 沿 着 系统 的 轨道 定义 Poincaré 映射 P: X S, 且 将 这 个 映射 表示 为 
两 个 映射 的 合成 P = QoA: 鞍点 附近 映射 A: O — 工 和 同 宿 轨 道 To 附近 大 范围 
部 分 的 上 映射 Q: I> 2. 现在 引入 三 维 柱 体 S C Xp: 
S = {(r1,01,r2,02) : r1 < 1,72=1,—6< 0 < ô} 
其 中 国定 6 > 0( 见 图 6.43), 在 Poincaré 映射 P 作用 下 追踪 它 的 象 . 
映射 A: S — I ASFA (A.5) 明显 地 计算 . 即 


1 
a 6:+—In : 
fin 
r 
afee a y (A-6) 
1 r^ 
02 Wo 1 
62 + — In — 
1 rı 


按照 (A.6), RAS c Ilo 是 “ 超 环 面 涡 形 管 "(toroidal scroll) 柱 体 , 如 图 6.44. 它 与 
平面 9 = 0 相 截 的 象 如 图 6.45 所 示 . 
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图 6.44 Mo 中 的 象 AS 图 6.45 AS 与 平面 91 = 0 HRA 


C 映射 Q : 工 一 上 通过 旋转 和 形变 使 得 象 QAS) 切割 柱 面 5 将 涡 形 管 映 回 
截面 OLA 6.46). To 的 中 心 圆周 r =0 HQ 变换 成 一 条 曲线 , 它 与 马 的 中 心 
圆周 ry = 0 相交 于 非 零 角 , 这 是 因为 条 件 (H.2) 的 关系 . 

由 构造 Poincaré 映射 P 的 几何 得 知 Smale 马蹄 三 维 类 似 的 存在 性 . 事实 上 ， 
将 5 划分 为 一 系列 环 体 : 5 = U Sk, 


k=0 


_ 2x(k+i)p 


27k 2 
Se = { (r10 72,02) +0 wI <T [Se a r= Lll <3}. 


ae a v7 
/ i i 5 x / 


图 6.46 象 P(S) 5 5 PHERS S 


其 中 只 要 大 充分 大 , Se 由 书 映 为 “ 单 旋转 涡 形 管 "P(Su), 它 与 Sy 相交 于 两 个 
不 相交 的 区 域 ( 见 图 6.47). 这 是 Smale 例子 的 一 个 关键 特性 . 因此 , 在 a= 0, 系统 


(A.1) 有 无 穷 多 个 Smale 马蹄 , 它们 中 的 每 一 个 都 导致 包含 有 无 穷 多 个 鞍点 极限 环 
的 Cantor 集 的 存在 性 . 
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二 0 
TE 


6.47 Z P(S) 5 D PHRR S, 


如 果 |a| 小 但 不 为 零 , 上 面 的 构造 还 可 继续 进行 . 但 是 , 一 般 , 流 形 Ws 和 we 
分 裂 一 个 O(a) 距离 , 因此 , Ho 的 中 心 圆周 不 与 Sp 相交 . 因此 , 只 留 下 有 限 多 个 三 
维 马蹄 . 尽管 如 此 , 它们 在 To 附近 仍 给 出 无 穷 多 个 环 . 


6.7 附录 B: 文献 评注 


平面 动力 系统 中 的 同 宿 轨道 分 支 被 Andronov 和 Leontovich(1939) 分 析 过 ( 非 
常 详细 的 叙述 可 在 书 (Andronov et al., 1973) 中 找到 ). Andronov 那 时 并 不 知道 C1 
线性 化 . 因此 , 他 不 得 不 对 鞍点 附近 的 映射 作出 精密 的 估计 (n 维 情形 中 的 这 种 估 
计 见 文献 Wiggins (1988)). 双 曲 平衡 点 附近 的 C* 线性 化 是 由 Sternberg (1957) 和 
Belitskii (1973, 1979) 以 及 许多 其 他 作者 所 研究 . Belitskii 的 一 条 定理 提供 了 对 应 于 
R” 中 系统 的 流 和 由 双 曲 平衡 点 附近 的 线性 部 分 所 生成 的 流 之 间 的 C1 等 价 性 , 这 
个 双 曲 平衡 点 的 特征 值 和 ,和 2,… An 对 i,j,k =1,2,--- n 的 所 有 组 合 , 满足 


Red; # Red; + Red,. 


平面 上 双 曲 鞍点 附近 的 CO? 线性 化 的 一 个 初等 证 明 是 由 Deng(1989) 在 定理 6.1 的 
证 明 中 提出 的 . 

刻画 不 变 流 形 分 裂 的 在 整个 同 宿 轨道 上 的 积分 第 一 次 出 现在 Melnikov(1963) 
从 事 平面 自治 系统 的 周期 性 扰动 的 文章 中 . 如 果 未 被 扰动 的 系统 有 一 条 鞍点 的 同 
宿 轨道 , 扰动 系统 (考虑 为 R x S! 中 的 自治 系统 ) 其 有 二 维稳 定 和 不 稳定 不 变 流 
形 的 鞍点 极限 环 . 这 些 流 形 可 以 沿 着 同 宿 于 环 的 轨道 相交 , 这 给 出 了 Poincaré 同 宿 
结构 以 及 相应 的 混沌 动力 学 ( 见 第 2 章 ). 在 固定 截面 ¢ = to E, 对 应 于 同 宿 轨 道 
的 点 在 未 被 扰动 的 同 宿 闭 路 附近 作为 所 谓 Melnikov 函数 的 零点 可 被 找 出 , 详 见 文 
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HR (Sanders, 1982; Guckenheimer, Holmes, 1983; Wiggins, 1990). 利用 变 分 方程 和 
伴随 变 分 方程 将 Melnikov 方法 推广 到 n 维 情形 是 属于 Palmer(1984), 也 可 参见 文 
献 (Lin, 1990). 在 Beyn(1990b, 1990a) F, 扩展 系统 的 稳定 和 不 稳定 流 形 的 横 截 相 
交 性 与 Melnikov 积分 (6.24) 不 为 零 的 等 价 性 得 到 证 明 . 

n 维 自 治 系 统 在 双 曲 平衡 点 的 同 宿 轨道 附近 的 相 图 的 分 支 , 第 一 个 是 由 Shil- 
nikov(1963) 与 Neimark 和 Shilnikov (1965) 在 简化 假设 下 研究 的 ， 一般 理论 是 由 
Shilnikov (1968, 1970) 所 发 展 , 此 前 他 还 有 两 篇 关于 三 维和 四 维 的 文章 (Shilnikov, 
1965, 1967a). 他 分 析 的 主要 工具 是 鞍点 附近 的 映射 表示 为 边 值 问 题 的 解 (所 谓 参 
数 表示 ), 这 个 方法 的 近代 处 理 见 文献 (Deng, 1989). 这 个 参数 化 允许 Shilnikov 证 
明 鞍 点 环 与 符号 周期 序列 之 间 的 一 一 对 应 . 一 个 特别 情形 是 阅读 Shilnikov 的 主要 
文章 的 困难 是 它 没有 图 像 . 例如 ,“ 定 向 ”和 “扭转 ”概念 就 没有 明显 地 出 现在 他 原 
来 的 文章 中 ( 它 是 隐藏 在 某 个 间接 确定 的 符号 中 )，R3 中 鞍 - 焦 点 情形 的 几何 处 理 
可 以 在 文献 (Guckenheimer, Holmes, 1983; Tresser, 1984) 中 找到 . 后 面 的 文章 用 到 
了 鞍 - 焦 点 附近 的 Cl 线性 化 . Wiggins(1988, 1990) 给 出 R? 和 RY 中 同 宿 分 支 的 许 
多 详细 讨论 . 附录 A 给 出 他 对 焦 - 焦 点 的 同 宿 分 支 的 几何 方法 . 

Arnold 等 (1994) 对 余 维 1 同 宿 分 支 给 了 一 个 非常 漂亮 的 总 结 ， 它 包含 了 vo 
的 拓扑 不 变性 的 证 明 以 及 鞍点 同 宿 分 支 拓扑 规范 形 的 构造 . 在 这 篇 综合 性 文章 中 许 
多 结果 的 详细 证 明 是 由 Ilyashenko 和 Li (1999) 给 出 的 . 但 是 , 在 这 本 书 中 , 宛 长 的 
一 般 性 条 件 通常 假设 为 保证 平衡 点 附近 对 任何 一 个 有 限 数 k, 系统 有 局 部 C* 线性 
化 , 这 里 k=1 将 是 充分 的 . 

鞍 - 焦 点 的 同 宿 轨 道 附近 的 极限 环 分 支 被 Gaspard (1983), Gaspard, Kapral 和 
Nicolis (1984) 以 及 Glendinning 和 Sparrow (1984) 研究 过 . 辅助 同 宿 轨 道 的 存在 性 
的 证 明 是 由 Evans 等 (1982) 以 及 Gonchenko, Turaev, Gaspard 和 Nicolis (1997) 提 
供 . 实际 上 , Belyakov(1980) 从 分 析 余 维 2 分 支 得 出 的 这 些 分 支 的 基本 结果 , 他 研 


他 余 维 2 鞍 - 焦 点 情形 的 分 析 ). R 中 余 维 2 同 宿 分 支 近 来 吸引 更 多 人 的 兴趣 , 例如 
文献 (Nozdrachova, 1982; Yanagida, 1987; Glendinning, 1988; Chow, Deng, Fiedler, 
1990; Kisaka, Kokubu, Oka, 1993a, 1993b; Hirschberg, Knobloch, 1993; Deng, 1993a; 
Homburg, Kokubu, Krupa, 1994; Bykov, 1977, 1980, 1993, 1999; Shashkov, 1992; 
Deng, Sakamoto, 1995). 余 维 2 同 宿 和 异 宿 分 支 的 许多 结果 在 书 (Shilnikov et al., 
2001, 第 13 章 ) 中 有 叙述 . 

二 维和 三 维系 统 中 具有 余 维 1 和 2 的 代数 同 宿 轨 道 的 明显 例子 在 文献 (Sandst- 
ede, 1997a) PARK. Belyakov 同 宿 分 支 在 种 群 动力 学 中 起 着 重要 作用 (Kuznetsov, 
De Feo, Rinadi, 2001). 

n 维系 统 情形 (n > 4) 的 同 宿 分 支 在 Shilnikov, Ovsyannikov 和 Shilnikov (1987) 
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原来 的 文章 中 处 理 过 (也 见 文献 (Deng, 1993b)). n 维系 统 同 宿 分 支 附近 的 中 心 流 
形 的 存在 性 是 由 Turaev(1991), Sandstede (1993, 2000), 以 及 Homburg(1993, 1996) 
独立 建立 的 . 完整 的 证 明 可 在 书 (Shilnikov et al., 1998, 第 6 BE) 中 找到 . 

存在 证 明 从 同 宿 轨道 分 支出 周期 轨道 的 另外 方法 : 基于 函数 空间 内 的 Lyapu- 
nov-Schmidt 方法 (Lin, 1990). 

平面 慢 - 快 系统 的 同 宿 分 支 是 由 Diener(1983) 在 非 标 准 分 析 的 框架 下 处 理 的 . 
平面 情形 的 初等 处 理 是 由 Kuznetsov, Muratori 和 Rinaldi (1995) 给 出 的 , 并 应 用 到 
种 群 动力 学 . Szmolyan(1991) 考虑 了 某 些 高 维 情形 ， 三维 慢 _ 快 系统 具有 同 宿 分 支 
的 许多 例子 由 Deng(1994, 1995) 所 构造 . 
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高 维系 统 中 各 种 可 能 的 分 支 在 前 几 章 没有 得 到 完全 研究 . 事实 上 , 所 有 一 般 的 

单 参数 分 支 的 完全 罗列 甚至 并 不 知道 . 在 这 一 章 研 究 几 个 出 现在 单 参数 -连续 时 间 
动力 系统 

z=f(z,a), zeER",aeR: (7.1) 


中 尚未 涉及 的 分 支 , 这 里 f 是 (z,a) 的 光滑 函数 ， 从 考虑 非 双 曲 平衡 点 的 同 宿 轨 
道 的 大 范围 分 支 开 始 . 正如 我 们 即将 看 到 , 在 某 些 条 件 下 , 它们 具有 复杂 的 动力 学 
行为 . 我 们 也 简短 地 接触 一 些 产生 “奇怪 ”性 态 的 其 他 分 支 , 包括 同 宿 切 触 以 及 “ 蓝 
天 ”突变 . 然后 讨论 出 现在 不 变 环 面 上 的 分 支 . 这 些 分 支 可 承担 对 诸如 锁 频 和 锁 相 
现象 的 解释 . 最 后 , 对 对 称 系统 的 分 支 理论 作 一 简短 介绍 , 这 种 系统 关于 某 类 对 称 
群 的 表示 是 不 变 的 . 在 对 这 种 系统 的 分 支 给 出 某 些 一 般 结 果 之 后 , 我 们 把 注意 力 限 
制 在 仅 由 两 个 元 素 组 成 的 最 简单 的 对 称 群 Z 中 出 现 平衡 点 和 环 的 分 支 上 . 


7.1 非 双 曲 平衡 点 的 同 宿 轨道 余 维 1 分 支 


设 z0 = 0 是 系统 (7.1) 在 a = 0 时 的 一 个 非 双 曲 平 衡 点 , 在 (10,0) 计算 的 
Jacobi 矩阵 A= 具 零 实 部 的 特征 值 . 如 同 在 双 曲 情形 , 引入 两 个 不 变 集 : 


W*(2°) = {x : ptz — 2°,t => +}, W*(2°) = {zx : ytz + 2°, t => —00), 


这 里 yt 是 (7.1) 相应 的 流 . 回忆 We (2°) 称 为 z0 的 稳定 集 , W(t) 称 为 z0 的 不 
稳定 集 . 如 果 这 两 个 集 都 非 空 , 它们 可 能 相交 . 换 句 话说 , 可 能 存在 沿 着 时 间 的 两 个 
方向 趋 于 z? 的 同 宿 轨 道 . 由 于 出 现 的 非 双 曲 平衡 点 已 经 是 退化 的 , 这 种 奇异 性 的 
余 维 大 于 或 等 于 1. 容易 看 出 , 如 果 平 衡 点 有 一 对 复 共 辆 特征 值 在 虚 轴 上 , 为 了 得 
到 这 个 平衡 点 的 同 宿 轨道 , 需要 调整 多 个 参数 . 例如 , 考虑 R3 中 依赖 于 几 个 参数 的 
RK, 它 有 平衡 点 x, 有 一 个 正 特征 值 和 3 > 0 和 一 对 可 穿 过 虚 轴 的 复 共 思 特 征 值 . 
为 了 得 到 Shilnikov-Hopf 分 支 , 必须 使 得 一 个 参数 满足 Hopf 分 支 条 件 Ai。 = iwo, 
另 一 个 参数 使 得 平衡 点 的 一 维 不 稳定 流 形 W*(z?) 在 它 的 稳定 集 W(x) 上 (实际 
E, 是 中 心 流 形 We(r°)). 因此 , Shilnikov-Hopf 分 支 有 余 维 2. 因此 , 由 于 在 这 里 的 
兴趣 是 余 维 1 分 支 , 代 之 以 考虑 这 样 的 情形 , 即 Jacobi 矩阵 只 有 一 个 零 特 征 值 在 虚 
轴 上 . 我 们 将 从 二 维 情形 开始 . 
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7.1.1 “平面 上 的 鞍 - 结 点 同 宿 分 支 

假设 对 a = 0, 系统 (7.1), n = 2, 有 平衡 点 z0 = 0, 有 单 零 特征 值 和 = 0. 根据 
中 心 流 形 定理 ( 见 第 5 章 ), 对 a = 0, 存在 一 维 流 形 WEll?) 与 4 的 对 应 于 M = 0 
的 特征 向 量 相 切 . 这 个 流 形 是 局 部 吸引 或 排斥 , 这 依赖 于 第 二 个 特征 值 Ao 4 0 的 符 
号 .w=0 时 (7.1 Æ we 上 的 限制 有 形式 


É = be? + O(&), (7.2) 


附近 的 规范 形 | 
E = bé?, 

{ by = of2, 
其 中 o = sign 和 2 ( 见 图 7.1, 那里 指出 a > 0 的 两 种 情形 )， 这 些 平衡 点 称 为 鞍 - 结 
点 . 注意 , 图 7.1(a) 中 的 稳定 集 Ws(z?) 是 左 半 平 面 5 < 0, 不 稳定 集 W*(z?) 是 
右 半 轴 {&1 > 0,€ = 0}. 图 7.1(b) 中 不 稳定 集 W(x) 由 {&1 > 0} 给 出 , 稳定 集 
W*(x°) 由 {E < 0,62 = 0} 给 出 . 通过 鞍 - 结 点 存在 无 穷 多 个 中 心 流 形 ( 见 5.1.1 F): 
每 一 个 中 心 流 形 We 其 一 部 分 属于 这 个 鞍 - 结 点 的 稳定 集 , 另 一 部 分 属于 这 个 平衡 
点 的 不 稳定 集 . 


(x) (b) 
图 7.1 平面 鞍 - 结 点 : (a) Av < 0;(b) Ao > 0 


如 果 (7.1) 在 它 的 依赖 于 参数 的 中 心 流 形 We 上 的 限制 , 在 适当 坐标 下 写 为 
形式 
£ = b(a) + b(a)é? + OCE), (7.3) 
一 般 , 它 依赖 于 参数 . 这 时 折 分 支出 现 : 鞍 - 结 点 或 者 消失 或 者 分 支出 一 个 鞍点 xi 
和 一 个 结 点 r. 
考虑 b > 0, Ao < 0 情形 , 假设 存在 一 条 同 宿 于 鞍 - 结 点 zo 的 轨道 Tu， 显然 , 至 
多 可 存在 一 条 同 宿 于 这 个 平衡 点 的 同 宿 轨 道 , 这 条 轨道 必须 局 部 地 与 一 维 不 稳定 集 
W' (0°) 重合 . 因此 , 只 存在 一 个 方法 使 得 这 条 同 宿 轨 道 可 离开 这 个 鞍 _ 结 点 . 但 是 
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它 可 以 沿 着 组 成 稳定 集 Ws(z?) 的 无 穷 多 条 轨道 的 任何 一 条 回 到 这 个 鞍 - 结 点 . 这 
种 “自由 ”意味 着 同 宿 于 鞍 - 结 点 的 同 宿 轨道 的 出 现 不 是 加 在 系统 上 的 额外 分 支 条 
件 , 因此 奇 点 的 余 维 仍 为 1, 它 是 折 分 支 . 任何 一 条 (除了 界定 稳定 集 的 两 条 例外 轨 
道 (图 7.1(a) 或 (b) 中 的 铅 直线 )) 趋 于 鞍 - 结 点 的 轨道 可 视 作 为 中 心 流 形 W(x.) 
的 一 部 分 ， 因 此 , 一 般 地 , 同 宿 轨道 的 闭 包 光 滑 且 与 鞍 - 结 点 附近 的 中 心 流 形 之 一 
重合 . 

如 果 参 数 变 化 使 得 平衡 点 消失 (3 > 0), 那么 稳定 极限 环 Lo 就 从 先前 的 光滑 
同 宿 轨道 To 附近 产生 . 如果 考虑 的 截 线 与 中 心 流 形 横 截 相交 , 这 个 事实 几乎 是 明 
显 的 . 对 8 > 0 在 这 条 截 线 上 定义 的 Poincaré 映射 是 压缩 的 , 因为 A < 0. 用 下 面 
的 定理 总 结 上 面 的 讨论 . 

定理 7.1 (Andronov, Leontvich, 1939) ”假设 系统 


t= f(r,a), ceER’,veR’, 


f 光滑 , 在 a = 0 有 平衡 点 ZQ = 0, 特征 值 Xi = 0, 和 2 < 0, 且 存 在 一 条 同 宿 于 这 个 
平衡 点 的 轨道 To. 
假定 下 面 的 一 般 性 条 件 得 到 满足 : 
(SNH.1) 系统 在 wa=0 具有 一 般 的 折 分 支 , 故 它 在 中 心 流 形 上 的 限制 可 变换 成 
形式 
È = Ba) + b(E)€? + O(€*), 
其 中 b(0) > 0, 以 及 8'(0) £0; 
(SNH.2) 从 鞍 - 结 点 出 发 的 同 宿 轨道 To 沿 着 它 的 中 心 流 形 之 一 又 回 到 这 个 鞍 
结 点 , 这 意味 着 To 的 闭 包 是 光滑 的 . 
则 存在 ToUz? KARR Uo, 在 这 个 邻 域内 系统 有 拓扑 等 价 于 如 图 7.2 所 示 之 一 的 分 
XA. 口 


B<0 B=0 用 人 


图 7.2 鞍 - 结 点 同 宿 分 支 


E (1) 例 2.10 提供 了 一 个 产生 一 般 鞍 - 结 点 同 宿 分 支 的 明确 的 平面 系统 . 在 
Bazykin 的 捕食 -被 捕食 系统 中 也 发 生 这 种 情况 , 将 在 第 8 章 考虑 (练习 8.3). 
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(2) 鞍 - 结 点 同 宿 分 支 是 大 范围 分 支 , 它 也 包含 局 部 分 支 . 只 看 鞍 - 结 点 的 小 邻 
域 就 会 错失 环 的 发 现 . 

(3) 如 果 从 出 现 环 的 参数 值 (在 我 们 考虑 的 情形 , 3 > 0) 趋 于 鞍 - 结 点 同 宿 分 支 . 
环 的 周期 趋 于 无 穷 ( 见 练习 7.1). 相 点 沿 着 环 向 将 出 现 鞍 - 结 点 的 附近 移动 时 所 化 
愈 来 愈 多 的 时 间 : E “感觉 ” 是 趋 于 折 分 支 . 

(4) Xa > 0 的 情形 没有 带 来 新 东西 . 唯一 不 同 的 是 所 考虑 的 情形 , 出 现 的 环 是 
不 稳定 . 事实 上 , 可 以 改变 时 间 方 向 化 为 定理 7.1 0 
7.1.2 R? 中 的 鞍 - 结 点 和 鞍 - 鞍 点 同 宿 分 支 

现在 考虑 R 中 的 系统 (7.1), CE a = 0 有 平衡 点 x = 0, 有 一 个 简单 的 零 特 
征 值 , 没有 其 他 特征 值 在 虚 轴 上 . 对 这 类 平衡 点 , 存在 不 同类 型 同 宿 分 支 的 更 多 可 
能 性 . 

1, 鞍 - 结 点 和 鞍 - 鞍 点 

如 同 平面 情形 , 在 a = 0 存在 一 维 不 变 流 形 We(2°), 它 与 4 的 对 应 于 零 特征 
值 的 特征 向 量 相 切 . (7.1) 在 Ws 上 的 限制 在 a = 0 有 与 (7.2) 相同 的 形式 ， 
E = be? + O(€°), . 
这 里 , AR b A 0. 在 此 条 件 下 , 在 a = 0, 这 个 系统 在 原点 附近 局 部 拓扑 等 价 于 系统 


& = bé?, 
£2 = ob, (7.4) 
&3 = 023, 

其 中 (01,02) 是 非 零 特征 值 实 部 的 符号 . 因此 , 有 三 种 明显 的 可 能 性 ( 见 图 7.3): (a) 
两 个 非 零 特 征 值 位 于 左 半 平 面 , cl = 02 = -1; (b) 两 个 非 零 特征 值 位 于 右 半 平面 ， 
91 = 02 = 1; (c) 一 个 非 零 特 征 值 位 于 虚 轴 的 右边 , 另 一 个 在 它 的 左边 o = 1,09 = 

一 1. 假设 b> 0, 否则 , 更 改 时 间 方 向 . 


(a) (b) (e) 
7.3 à = 0 时 平衡 点 的 三 种 类 型 


在 情形 (a), 系统 (7.4) 化 为 
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&1 = b€?, 
& = —E2, (7.5) 
s = —&3, 


它 的 相 图 如 图 7.4 所 示 . 稳定 集 W) 是 半空 间 {&1 < 0}, 其 中 大 多 数 轨道 趋 于 
平衡 点 时 与 & 轴 相 切 . 不 稳定 集 W*(z0) 在 半 轴 {&1 > 0,6 = & = 0}. 


图 7.4 具 两 个 稳定 特征 值 的 鞍 - 结 点 平衡 点 
在 情形 (b), 系统 (7.4) 有 形式 
&1 = b€?, 
É = 2, (7.6) 
£3 = €3. 


它 的 相 图 如 图 7.5 所 示 . 稳定 集 现在 是 一 维 , 不 稳定 集 是 三 维 . 如 同 平面 情形 , 平衡 
点 对 (a) 或 (b) 都 称 为 鞍 - 结 点 . 注意 , IEEE ATA SEE. 在 这 种 情 
Di, 原来 系统 的 轨道 在 对 应 的 半空 间 内 是 螺旋 状 趋 于 平衡 点 . 

在 情形 (c), 系统 (7.4) 将 变 成 


i = bé?, 
如 = bo, (7.7) 


&3= — §3. 
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它 的 相 图 如 图 7.6 Aras. 注意 到 所 有 的 坐标 平面 & = 0,k = 1,2,3 关于 (7.7) 是 
不 变 的 就 可 构造 相 图 了 . 注意 到 , 彼此 横 截 趋 于 的 稳定 集 和 不 稳定 集 都 是 二 维 半 平 
面 : 

W° = {£ : é& < 0,62 =0}, W” = {6 20, & = 0}. 


在 这 情形 , 平衡 点 z? 称 为 菱 -鞍点 . 


图 7.5 ”有 具 两 个 不 稳定 特征 值 的 鞍 - 结 点 平衡 点 7.6 FRR ROPER 


由 于 (7.1) 在 中 心 流 形 上 的 限制 有 形式 
£ = b(a) + b(a)é? + OE’), 

如 果 5b(0) #0 UR B'(0) £0, 一 般 折 分 支 发 生 , 导致 平衡 点 消失 (对 5(0)8 > 0) 或 
者 出 现 两 个 双 曲 平 衡 点 (对 5(0)8 > 0). 在 鞍 - 结 点 情形 分 支出 的 一 个 平衡 点 是 鞍 
点 , 男 一 个 是 (稳定 或 不 稳定 ) 三 维 结 点 . RZ, 在 鞍 _ 鞍 点 情形 出 现 的 平衡 点 都 是 
(拓扑 相 异 ) 鞍点 . 

2. 鞍 - 结 点 同 宿 轨道 

若 存 在 一 条 同 宿 于 鞍 - 结 点 的 轨道 To, 则 一 般 地 当 平 衡 点 消失 时 唯一 极限 环 出 
现 . 这 个 分 支 类 似 于 平面 情形 . 环 的 稳定 性 由 o 的 符号 决定 . 更 确切 地 , 下 面 的 
定理 成 立 . 

定理 7.2 (Shilnikov, 1966) ”假设 系统 

全 = f(z,a), rz € Ri,oeR!, 


f 光滑 ， 在 a=0 有 平衡 点 x = 0, 特征 值 A, = 0, Rev2.3 < 0( 或 ReX2,3 Pr) 0), AF 
在 一 条 同 宿 于 这 个 平衡 点 的 轨道 To. 
假定 下 面 的 一 般 性 条 件 得 到 满足 : 
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(SNH.1) 系统 在 a=0 具有 一 般 的 折 分 支 , 故 它 在 中 心 流 形 上 的 限制 可 变换 成 
形式 
È = B(a) + b(E)E? + OCE’), 
其 中 b(0) £0, RR 8'(0) £0; 
(SNH.2) 从 2° 出 发 的 同 宿 轨道 To 沿 着 它 的 中 心 流 形 之 一 又 回 到 z0, 这 意味 
着 To 的 闭 包 是 光滑 的 . 
WA To U2? KARR Uo, 对 小 的 |B), 当 对 应 平衡 点 消失 时 , 在 这 个 邻 域内 系统 有 
唯一 稳定 (或 排斥 ) 的 极限 环 La， 且 对 小 的 |8|， 当 存在 两 个 双 曲 平衡 点 时 没有 极 
限 环 . 口 
如 图 7.7 所 示 , 那里 a> 0 且 两 个 稳定 特征 值 Xa,。 是 复数 . 这 时 出 现 的 环 L, 
的 乘 子 也 是 复数 . 当 BON, 环 的 周期 Te —> oo. 


好 =0 3=(} 3-0 
图 7.7 R? 中 的 鞍 结 点 同 宿 分支 

3. 上 有 具 一 条 同 宿 轨道 的 鞍 - 鞍 点 

如 果 存 在 具有 单个 同 宿 轨道 To 的 鞍 - 鞍 点 z0, BBA, 一 般 当 平衡 点 消失 时 唯 
一 极限 环 出 现 . 这 个 环 是 鞍点 环 , 因为 定义 在 与 任 一 中 心 流 形 横 截 相交 的 截 线 上 的 
Poincaré 上 映射, 沿 着 鞍 - 鞍 点 的 稳定 特征 向 量 方向 是 压缩 , 沿 着 不 稳定 特征 向 量 方向 
是 膨胀 . 也 必须 要 求 稳定 集 Ws(20) 与 不 稳定 集 Wa) 沿 着 同 宿 轨道 T， 横 截 相 
X. 这 些 启发 式 的 说 明 可 以 叙述 为 下 面 的 定理 . 

定理 7.3 (Shilnikov, 1966) ”假设 系统 


t= f(z,a), ceR*,aeR', 


f AM, 在 a = 0 有 平衡 点 r = 0, 特征 值 Ni = 0,2 > 0,3 < 0, 且 存 在 单条 同 宿 
于 这 个 平衡 点 的 轨道 To. 
假定 下 面 的 一 般 性 条 件 得 到 满足 : 
(SNH.1) 系统 在 a 二 0 具有 一 般 折 分 支 , 使 得 它 在 中 心 流 形 上 的 限制 可 变换 成 
形式 
E = (a) + b(E)E? + O(é3), 


. 228 - 应 用 分 支 理 论 基 础 


其 中 b(0) #0, RA B'(0) £0; 
(SNH.2) Aa? 出 发 的 同 宿 轨 道 To 沿 着 它 的 中 心 流 形 之 一 又 回 到 z0, 这 意味 
着 To HABLA; 

(SNH.3) 稳定 集 W*(x°) 和 不 稳定 集 W" (0°) 沿 着 同 宿 轨道 To RAHA R. 
RAZ To UT? 的 邻 域 Uo, 对 小 |G], 当 平衡 点 消失 时 , 在 这 个 邻 域内 系统 有 唯一 稳 
定 鞍点 极限 环 Le, 且 对 小 19|, 当 存 在 两 个 鞍点 平衡 点 时 没有 极限 环 . 口 

这 个 定理 如 图 7.8 所 示 . 事实 上 , 所 有 具有 这 里 所 述 分 支 的 系统 , 和 前 一 定理 
中 的 系统 对 小 的 la| 在 Uo 内 都 拓扑 等 价 . 


Wet) 


p= 0 


g0 


图 7.8 具有 一 条 同 宿 轨道 的 鞍 - 鞍 点 同 宿 分 支 
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注 ”出现 的 环 Lg 的 稳定 和 不 稳定 不 变 流 形 的 拓扑 是 由 在 a = 0 围绕 To 的 
鞍 - 鞍 点 的 稳定 和 不 稳定 集 的 大 范围 性 态 所 决定 . W (°) 和 Ws (0°) 的 横 截 相交 性 
导致 这 些 集合 的 每 一 个 闭 包 在 To 的 管状 邻 域 Uo 内 是 二 维 非 扭转 带 或 者 是 扭转 带 . 
7.8 中 的 流 形 W" (2°) 显示 在 8 = 0 是 可 定向 . 如 果 这 些 流 形 是 非 扭转 的 (可 定 
向 ), 则 出 现 的 极限 环 有 正 乘 子 , 0 < wi < 1 < jz. RZ, 如 果 流 形 是 扭转 的 (不 可 定 
向 ), 则 极限 环 的 乘 子 都 是 负 的 , pı < -1 < po < 0. 在 前 面 的 情形 , 环 的 稳定 和 不 稳 
定 不 变 流 形 也 是 不 扭转 的 , 后 一 情形 它们 都 是 扭转 的 . > 


4. 具有 多 个 同 宿 轨 道 的 鞍 - 鞍 点 


由 于 鞍 - 鞍 点 的 稳定 和 不 稳定 集 是 二 维 , 它们 可 以 沿 着 多 于 一 条 同 宿 轨道 相交 . 
这 样 的 交 导 致 的 分 支 不 再 与 平面 系统 类 似 : 当 平 衡 点 消失 时 会 出 现 无 穷 多 个 鞍点 
极限 环 . 下 面倒 述 一 个 属于 Shilnikov 的 在 a = 0 有 两 条 同 宿 轨道 T AT. 的 对 应 
定理 . 

定理 7.4 (Shilnikov, 1969) ”假设 系统 


z=f(z,a), rER,oa ER, 


f 光滑 , 在 a 二 0 有 平衡 点 z? = 0, 特征 值 和 i = 0, 和 2 > 0,A3 < 0, 且 存在 两 条 同 宿 
于 这 个 平衡 点 的 轨道 TI Fe To. 
假定 下 面 的 一 般 性 条 件 得 到 满足 : 
(SNH.1) 系统 在 a =0 具有 一 般 折 分 支 , 使 得 它 在 中 心 流 形 上 的 限制 可 变换 成 
形式 
E = B(a) + b(€)é€? + OC’), 
其 中 b(0) #0, AR B(0) #0; 
(SNH.2) Aa? 出 发 的 两 条 同 宿 轨道 Di 沿 着 它 的 中 心 流 形 又 回 到 z0, 这 意味 
着 Ti 的 闭 包 光滑 ; 
(SNH.3) 稳定 集 W(x°) 和 不 稳定 集 W(x), 沿 着 两 条 同 宿 轨道 T RR 
相交 . 
则 存在 T1UT2Uz? 的 邻 域 Uo, 对 小 正 的 或 负 的 DB, 当 平 衡 点 消失 时 , 在 这 个 邻 域内 
系统 有 无 穷 多 个 鞍点 极限 环 . 8 的 正 负 依赖 于 对 应 平衡 点 消失 时 参数 的 变化 方向 . 
此 外 , 对 这 样 的 8 值 , 存在 整个 在 Uo 内 的 轨道 与 两 个 符号 wi € {1,2} 的 所 有 
不 等 价 序列 {wi} to 之 间 的 一 一 对 应 关系 . 
证 明 概 要 ”引入 坐标 系 {&1, £0, 63} 使 得 对 a = 0, 鞍 - 鞍 点 位 于 坐标 原点 , 且 它 
的 不 稳定 集 W*(0) 在 单位 立方 体 


{€: BA < l,k = 1,2,3} 
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内 由 {6 > 0,6 = 0} 给 定 . BER W (1?) 定义 在 同一 个 立方 体内 由 {6 < 0,é&2 = 
0} 给 定 ( 见 图 7.9, 比较 它 与 (7.7) HAA). 考虑 立方 体 的 两 个 面 : 

Th, = {€: & = -1, |23| < 1}, Te = {€: & = 1, |é2,3| < 1}. 
设 A), Bi 是 轨道 D, 当 它 们 回 到 鞍 - 鞍 点 而 进入 单位 立方 体 时 与 平面 TH 的 交 
点 , 类 似 地 , 记 Ao, Bo 为 Pi,Ts 当 它 们 离开 单位 立方 体 时 与 平面 H。 的 交点 . 


图 7.9 具有 两 条 同 宿 轨 道 的 较 - 遂 点 


取 |8| 小 值 它 的 符号 对 应 于 平衡 点 的 消失 . 于 是 , 沿 着 系统 的 轨道 在 h EE 
义 的 Poincaré 映射 
Ps : Ilh 一 II 
可 以 表示 为 沿 着 通过 立方 体内 轨道 的 “局 部 ”映射 Ag : II 一 Tl. 和 “大 范围 ” 映 
射 Qe: Tl 一 ID 的 合成 
Ps = Qg 0 Ag. 
注意 , Ag 对 9 = 0 以 及 当 双 曲 平衡 点 在 立方 体内 部 时 没有 定义 . 
利用 求解 立方 体内 的 线性 化 系统 可 证 明 ,正方 形 TL, 在 映射 As 作用 下 沿 & 
方向 压缩 , 沿 & 方向 膨胀 ， 因 此 , 它 的 象 AsI 与 正方 形 b 的 交 是 水 平 长 条 
£ = Apl N M(E 7.10(b)), 当 8 — 0 时 它 越 来 越 细 (解释 为 什么 ). 
长 条 二 包含 有 点 A 和 Bo. 由 于 对 8 = 0 映射 Qs 将 点 42 送 到 点 Al, 将 B。 
送 到 By, 
Qa(Az2) = A1, Qa(B2)= Bi, 


对 |8| > 0, 映射 Qs BR Ia 中 Ao, Bo 的 某 邻 域 分 别 为 O, 中 A, 和 Bi 的 邻 域 . 因 
此 , 象 Qa(Z) 将 与 正方 形 m 相交 于 两 个 长 条 D 和 D, U D = Q5 ath (A 
图 7.10(a)), 它们 分 别 包含 A 和 By. 由 于 横 截 性 的 假设 , 在 点 A 和 Bi 附近 Dy 5 
与 铅 直 轴 分 别 相交 于 非 零 角 . 
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图 7.10 鞍 - 鞍 点 附近 的 截面 


因此 , 在 Poincaré 映射 Ps = Qa o Asp 作用 下 , Th 的 象 与 Th 的 交 星 现 标准 的 
Smale 马蹄 特性 ( 见 第 1 章 ). 例如 , 再 用 一 次 构造 , 首先 得 到 两 个 在 上 内 的 长 条 , 然 
后 得 到 在 每 个 So 内 的 两 个 罕 长 条 , 等 等 (AE 7.10). 把 步骤 反 转 , BHA Cantor 
结构 的 铅 直 长 条 . Smale 马蹄 的 出 现 导致 用 两 个 符号 , 如 {1,2} 的 序列 对 Ti Ur BY 
近 的 轨道 进行 编码 的 可 能 性 . 等 价 序列 编码 相同 的 轨道 . 口 

在 当前 的 意义 下 , 这 个 编码 有 明显 的 几何 解释 . 事实 上 , Ry 是 一 条 对 所 有 
t € (—00, +00) 位 于 同 宿 轨道 Pi。 邻 域内 Uo 内 的 轨道 . 于 是 它 在 Ti R r 附近 跑 
到 立方 体外 . 对 应 序列 w = {--- ,w2,w-1,wW0,wi,we, >} 的 元 素 指定 轨道 y 使 它 
的 第 i 段 通过 在 Ti 或 PT 附近 . 前 一 情形 , w; = 1, 后 一 情形 , wi = 2. 例如 , 序列 


Citas} 
对 应 于 围绕 Pi 所 得 到 的 唯一 鞍点 环 . 序列 
ES fy Be a ey 
刻画 位 于 Ts 附近 的 鞍点 环 , 周期 序列 
人 


对 应 的 环 使 得 它 在 T， 附近 作 第 一 次 旅游 , 在 T。 附近 作 第 二 次 旅游 ,等 等 ( 见 图 
7.11). 

当 在 临界 参数 值 鞍 鞍点 存在 多 于 两 个 同 宿 轨道 71,T,.… ,Tw 时 , 这 种 情形 
可 类 似 处 理 . 这 时 , 整个 位 于 Ti UT U.… UTw U2? 邻 域内 的 轨道 可 用 N 个 符号 
的 序列 , 例如 w € {1,2,… , N} 编码 . 

在 结束 对 非 双 曲 同 宿 分 支 的 讨论 时 , 我 们 指出 , 本 节 对 三 维系 统 所 述 的 结果 可 
以 推广 到 任何 有 限 维 相 空 间 中 去 ( 见 文献 评注 中 的 文献 ). 
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图 7.11 对 应 于 序列 {--- ,1,2,1,2,…} 的 环 


7.2 ”极限 环 的 同 宿 轨 道 分 支 


儿 个 在 一 般 单 参数 系统 中 的 其 他 余 维 1 分 支 已 经 理论 地 分 析 过 . 下 面 简要 地 
讨论 一 下 它们 中 的 某 些 问题 但 没 给 出 完整 图 像 


7.2.1 ” 双 曲 环 的 非 横 截 同 宿 轨 道 


考虑 具 双 曲 极 限 环 Za 的 三 维系 统 (7.1)， 它 的 稳定 和 不 稳定 二 维 不 变 流 形 
W*(La) 和 W"(La) TRE t > too 时 趋 于 La 的 同 宿 轨道 相交 . 一 般 地 , 这 种 相 
交 是 横 截 的 . 如 同 已 经 在 第 2 章 看 到 的 , 这 导致 在 同 宿 轨道 附近 出 现 无 穷 多 个 鞍点 
极限 环 . 但 是 , 在 某 个 参数 值 , SBI, 在 a = 0, 流 形 可 能 变 成 彼此 相 切 , 于 是 不 再 
相交 ( 见 图 7.12, 那里 画 出 了 同 宿 结构 的 截 线 ). 在 a = 0, 存在 同 宿 于 Lo 的 同 宿 轨 
道 To, 沿 着 它 流 形 Ws(L。) 和 W*(L。) 一 般 具有 二 次 切 触 . 如 将 在 下 面 指出 的 , 通 
过 临界 参数 值 伴随 着 在 To 附近 有 无 穷 多 个 极限 环 的 倍 周期 分 支 和 折 分 支 . 


DD 


人 o=0 a0 


R712 同 宿 切 触 


首先 , 建立 同 宿 切 触 附近 适当 定义 的 回复 映射 与 1.9 节 引 入 的 Hénon 映射 之 
间 的 关系 . 以 Ps 记 在 所 考虑 的 三 维系 统 (7.1) 中 La 的 “大 范围 ” 二 维 截面 上 适当 
定义 的 Poincaré 映射 . La 与 截面 的 交 是 Pa 的 鞍点 不 动 点 O. 设 oO 的 乘 子 记 为 y 
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和 A, 满足 
0<|IAM<1< fyl. 


为 简单 起 见 , 将 只 考虑 Al y 都 是 正 的 且 它 们 的 乘积 满足 
Ay <1 


的 情形 . 由 于 两 个 乘 子 都 光滑 依赖 于 a, 只 需 在 a = 0 验证 上 面 的 不 等 式 就 够 了 . 
如 图 7.12, Lo 的 稳定 和 不 稳定 流 形 沿 着 鞍点 不 动 点 O 的 稳定 和 不 稳定 流 形 与 截 线 
相交 . (7.1) 的 同 宿 于 Ze 的 轨道 将 由 同 宿 于 O 的 已, 的 离散 轨道 表示 .不 动 点 O 
的 稳定 和 不 稳定 流 形 横 截 相交 或 者 沿 着 同 宿 轨道 彼此 相 切 地 接触 . 

我 们 对 整个 位 于 临界 同 宿 轨道 Po 的 小 邻 域 内 的 轨道 有 兴趣 . 这 个 邻 域 是 由 O 
的 小 邻 域 Do MARDE Do 外 同 宿 轨道 上 点 的 小 邻 域 所 组 成 ( 见 图 7.13). 回复 映 
射 是 由 两 个 映射 的 合成 来 构造 : 定义 在 Do 中 的 “局 部 " 映射 和 沿 着 同 宿 轨道 位 于 
Do 外 部 分 定义 的 “大 范围 ”映射 . 


图 7.13 截面 上 临界 同 宿 轨道 的 邻 域 


暂时 固定 a = 0 而 考虑 Do 内 临界 同 宿 轨 道上 的 两 点 : O 的 稳定 流 形 上 的 点 
M+ 和 O 的 不 稳定 流 形 上 的 点 M. 存在 整数 no, 使 得 M+ = PIM). BEF 
X, 可 在 Do 内 选择 两 个 小 邻 域 : (点 M+ 的 )II+ 和 (点 M RI. 考虑 在 Py 作 
用 下 IT 的 向 前 象 ( 见 图 7.14(a)). 对 所 有 充分 大 的 , 差 IT-\VPk(H+) 是 由 两 个 不 
相交 的 分 枝 组 成 . 用 of 记 PK(II+)nI-. 也 可 以 用 >! 对 I- 作 和 迭代 , 得 区 域 
og = P*O) N+ (AM 7.14(b)), 它 是 cl 的 原 象 , 即 ok = P&(o?). 显然 ,只 有 从 
op 中 出 发 的 轨道 才 可 以 经 Py 的 次 迭代 终 让 于 I, 然后 经 Py 的 no 次 迭代 回 
到 of. 因此 , 回复 映射 的 不 动 点 是 在 cg 定义 的 Po 的 (k 十 no) 周期 环 . 这 样 的 构造 
可 以 对 所 有 的 具 充分 小 la| 的 a 进行 . 
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(a) (b) 
7.14 “局 部 ”映射 定义 的 区 域 
在 截面 上 引入 特殊 坐标 系 (u,v), 使 得 
O= (0,0), M` = (0,97), AM = (u*,0), 


且 对 充分 小 lal, O 的 局 部 稳定 和 不 稳定 流 形 在 Do 内 分 别 与 水 平 轴 和 铅 直 轴 重 合 . 
设 (uo,vo) € I+ 以 及 (u,v) EI. 在 这 个 坐标 系 下 ，( 在 o? 上 定义 的 )* 局 部 ” 
映射 

PE : II+ — II- 


接近 于 P 的 大 次 迭代 的 线性 化 , 即 


uy = 和 RaL0， 
AE: A (7.8) 
vy = 7 vo. 


由 于 同 宿 切 触 是 二 次 的 ,“ 大 范围 ” 映射 Pe : IT 一 II+ 必须 接近 于 映射 


Qa: | tio = U+ + au; + b(u1 —V~), 


7.9 
to = p + cu, +d(v, — VT’, (7-9) 


其 中 y,a,b,c,d,U+ 和 -光滑 依赖 于 a, (0) = 0, 和 U+(0) = ut, V-(0) = v. 
“分 裂 函 数 "j = ua) 测量 在 M+ 附近 稳定 和 不 稳定 流 形 之 间 的 v 距离 ， 假设 
{0) £0, 则 可 用 u 作为 新 参数 , 并 考虑 和 ,YY,a,b,c,d,U+ A V 为 u 的 光滑 函数 . 
此 外 , 由 于 切 触 的 二 次 特性 , d A 0, 且 因 为 Poincaré 映射 已 是 一 个 保持 方向 的 微 
DER, be < 0. 

由 (7.8) 和 (7.9) 定义 的 映射 的 合成 QuoA 在 cg 上 近似 回复 映射 Pro+k， 
此 可 写 为 


| tio = Ut + aug 十 b(y*u9 ~V~), (7.10) 


vo = u + od uo + d(y* uo -V )2. 
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引入 
E = uo 一 Ut, 
n= yu —V-. 


在 (€,n) 坐标 系 下 , 映射 (7.10) 将 取 形 式 


E = ad Ut + aAĂE + bn, 
(7.11) 
H=—V~ + 9% et ey Ut + eA EE + dyfn. 
最 后 , 引入 新 坐标 
X= -全 人 -ao 
Y= -H (ante + bn). 
将 (7.11) 化 为 
X Y ‘ 
( Y ) K ( Mx + be(ày)" X — Y? ) TERS e 
其 中 
My = —dy**(u — yV + O(A*)) + OOF). (7.13) 


同样 的 结果 可 不 用 截断 “局 部 ”和 “大 范围 ”映射 ( 见 本 章 附 录 中 的 参考 文献 ) 
得 到 . 

由 |A| < 1 和 Au] < 1 得 知 , 临界 同 宿 轨 道 附近 的 回复 映射 可 用 Hénon 映射 很 
WME, 后 者 的 Jacobi -be|Ay|* + 0 当天 一 co. 4 OEE) a 一 起 ) 微小 变化 但 固 
EE pw = 0 周围 的 区 间 内 , RE k 足够 大 , Mi 取 任意 大 实数 值 . 如 此 , 近似 回复 映 
射 的 Hénon 映射 在 临界 同 宿 轨道 To 附近 的 截面 的 无 穷 多 个 区 域 o cit KA 
义 . 由 于 Hénon 映射 具有 折 分 支 和 翻转 分 支 ( 见 例 4.1), 原来 的 映射 可 期 望 有 这 种 
分 支 的 无 穷 序 列 . 事实 上 , 对 (7.12), 折 分 支 和 翻转 分 支 分 别 发 生 在 


M$ = | +O), MP = 3 + O(X*) 
上 (考虑 例 4.1 中 的 极限 8 一 0). 由 关系 式 (7.13) 得 知 两 个 分 支 参 数值 的 无 穷 序列 


uË =4-*V- - yT? + o(-y~?*), 


1 


uP = YEV- + 2k + ofk) 


aor 


的 存在 性 . 它们 当 k> oo 时 凝聚 在 w = 0. 我 们 指出 , 当 jy > 0 时 , 即 L。 的 不 变 
流 形 不 相交 时 ( 见 图 7.12 中 a > 0 的 情形 ) 所 有 这 些 分 支 都 会 发 生 . 
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7.2.2” 非 双 曲 极限 环 的 同 宿 轨道 


假设 三 维系 统 (7.1) 在 a = 0 有 非 双 曲 极限 环 No, 它 有 单 乘 子 m = 1, 第 二 个 
乘 子 满足 jul < 1. 在 一 般 扰动 下 这 个 环 或 者 消失 , 或 者 分 裂 为 两 个 双 曲 环 NL? 和 
NO RAGA, 见 5.3 节 ). 但 是 , 环 No 的 局 部 不 稳定 流 形 WH (No) 在 临界 参数 
值 a = 0 可 “ 回 ” 到 环 No, 而 形成 一 个 由 当 t 一 too 时 趋 于 No 的 同 宿 轨 道 组 成 
的 集合 . 这 里 存在 两 种 情况 , 它 依赖 于 W*(No) 的 闭 包 是 否 是 流 形 . 

(1) 环 面 情 形 . 如 果 WN) 形成 一 个 环 面 , 两 个 子 情形 仍 有 可 能 ( 见 图 7.15, 
那里 用 到 No 的 大 范围 Poincaré 截面 , 故 出 现 的 这 个 环 面 如 同 两 条 同心 曲线 ). 按照 
环 是 否 光滑 (图 7.15(a) 光滑 , (图 7.15(b) 不 光滑 ), 在 参数 变化 时 环 No 的 消失 导 
致 产生 光滑 不 变 环 面 或 者 产生 包含 无 穷 多 个 鞍点 和 稳定 极限 环 的 “大 怪 * 吸引 不 变 
R. 对 维 数 高 于 3 的 系统 , 在 临界 参数 值 还 可 存在 几 个 环 面 (或 Klein M), 导致 更 
加 多 种 多 样 和 复杂 的 分 支 图 像 . 


(a) 
7.15 ”由 大 范围 Poincaré 映射 描述 的 鞍 - 结 点 环 的 同 宿 结构 : (a) 光滑 情形 (b) 不 光滑 情形 


(2)“ 蓝 天 ”情形 . 当 W*(No) 不 是 流 形 时 , 这 时 出 现 的 分 支 如 熟知 的 “蓝天 ” 
突变 . 更 确切 地 说 , 在 a = 0, 环 No 的 不 稳定 集 W*(No) 可 以 变 成 一 个 管子 回 到 
No 形成 一 个 “法 兰 西 号 角 ”( 图 7.16). 在 环 No 的 局 部 截面 上 , 这 个 号 角 的 螺旋 末 
端 呈 现状 如 凝聚 在 对 应 于 No 上 点 的 “ 圆 形 ”无 穷 序列 . 

当 环 No 分 型 为 两 个 双 曲 环 时 , 在 号 角 附 近 没 有 其 他 周期 轨道 存在 . 在 这 个 分 
KNAW, 当 环 No 消失 时 , 呈现 唯一 稳定 的 双 曲 极限 环 L。, 它 使 得 跟随 这 个 号 
角 有 一 个 大 范围 旋转 和 几 个 局 部 旋转 . 当 a 趋 于 a = 0 时 , 环 OL, 在 可 能 成 为 临 
界 环 No 的 附近 使 得 旋转 越 来 越 多 . 在 分 支 参数 值 5。 变 成 同 宿 于 No 的 轨道 , 它 
的 长 度 和 周期 变 成 无 穷 . 由 此 , 当 环 的 长 度 la 和 周期 Ta 变 成 无 穷 时 , 稳定 极限 环 
消失 . 在 这 期 间 环保 持 有 界 且 处 于 与 所 有 平衡 点 保持 有 限 距离 . 这 个 分 支 称 为 La 
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的 “蓝天 ”突变 . 换 句 话说 , HL. 在 临界 参数 值 “破裂 ”而 另 一 个 环 No 出 现在 La 
的 “ 横 截 ”方向 , 然后 分 裂 为 两 个 双 曲 环 . 


图 7.16 “蓝天 ”分 支 附 近 的 不 变 “ 法 兰 西 号 角 ” 


例 7.1 (“蓝天 ”分 支 模型 ) ”考虑 下 面 的 属于 Gavrilov 和 Shilnikov(2000) 的 
系统 


y= —2° — (y + 1)(2? + y? + 2y) — 4a + uy, (7.14) 
ż = z2?(y +1) +2? -— e, 


这 里 pe 是 正 参 数 ,b = 10 是 固定 常数 . 如 果 u= a = 0, 圆周 
Co = {(z, y, z) : £ = 0,27 + (y+ 1)? =1} 


是 (7.14) 的 不 变 曲线 . 它 是 由 两 个 平衡 点 : Eo = (0,0,0) 和 E = (0, -2,0) 以 及 两 
条 连接 轨道 : 从 Eo 到 Bl 和 E 到 Eo 所 组 成 . 平衡 点 Eo 有 一 个 零 特 征 值 X; =0 
和 两 个 纯 虚 特征 值 A23 = iwo, wo = 2, 平衡 点 E 有 一 个 零 特 征 值 和 两 个 实 特征 
值 和 2,3 < 0( 验 证 )， 因 此 , 这 两 个 平衡 点 都 是 非 双 曲 的 , 而 且 当 参 数 变化 时 应 该 都 
有 分 支 . 可 以 证 明 , 在 (uc) 平面 上 存在 一 条 曲线 B, 沿 着 这 条 曲线 系统 (7.14) 有 
极限 环 No, 它 有 单个 单位 乘 子 . 当 参 数 沿 着 B 趋 于 参数 平面 的 原点 时 这 个 环 收缩 
到 平衡 点 Eo. 在 原点 附近 穿 过 曲线 B 时 得 到 这 个 环 的 一 般 折 分 支 : 两 个 小 双 曲 环 
(一 个 稳定 , 一 个 鞍点 ) 相 碰 , 在 临界 参数 值 形成 环 No, 再 消失 . 此 外 , 对 应 曲线 B 
上 的 参数 值 平衡 点 BF, 不 存在 , 而 二 维 不 稳定 流 形 W*(No) 回 到 No 在 Co 附近 形 
成 一 个 “法 兰 西 号 角 ”, 形状 如 图 7.16. Ak, 如 果 在 充分 接近 于 (u,e) = (0,0) F 
过 B, 则 存在 (7.14) 位 于 圆周 Co 附近 的 其 他 极限 环 , 并 产生 “蓝天 ”分 支 . 图 7.17 
显示 (7.14) 对 应 于 e = 0.02 和 三 个 不 同 的 u 值 时 的 相 轨 道 . 在 u = 0.4 存在 一 条 
稳定 极限 环 Lu, 它 使 得 在 原点 附近 有 许多 横 截 旋转 .蓝天 分 支 发 生 在 pp = 0.3. 对 
= 0.25, 一 条 从 (看 不 见 ) 鞍点 环 NA 附近 出 发 的 轨道 趋 于 鞍点 环 NG) 并 永远 停 
留 在 那里 oO 


| è = x[2 + u — d(x? +y?) +27 +y? + 2y, 
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(a) (b) 
图 7.17 (7.14) 中 的 “蓝天 ”分 支 : (a) y= 0.4; (b) u = 0.3; (c) p = 0.25 


对 具有 多 于 三 个 相 变量 的 系统 ,“ 蓝 天 ”分 支 可 以 生成 无 穷 多 个 鞍点 极限 环 , 它 
们 属于 Smale-Williams 螺 线 管 吸引 子 . 当 参 数 趋 于 它 的 临界 值 时 这 个 吸引 子 不 分 
X, 但 其 中 任何 一 个 环 的 长 度 和 周期 趋 于 无 穷 . 


7.3 不 变 环 面 上 的 分 支 


相 空 间 维 数 ”> 2 时 的 连续 -时 间 动 力 系统 可 以 有 不 变 环 面 . 正如 在 第 4 5 章 
已 经 看 到 的 , 通过 一 般 的 Neimark-Sacker 分 支出 现 二 维 不 变 环 面 T?. 例如 , R3 中 
一 个 稳定 环 , SCN MBER FMAM AL KEE. 于 是 , 只 要 不 是 
强 共 振 且 三 次 规范 形 系 数 有 适当 符号 , 则 一 个 光滑 @、 稳定 的 不 变 环 面 从 这 个 环 分 
支出 . 这 一 节 讨论 系统 的 参数 变化 时 二 维 不 变 环 面 上 轨道 结构 的 变化 . 

7.3.1 Poincaré 映射 的 简化 


B T? 是 (7.1) 在 a=0 的 一 个 光滑 、 二 维 不 变 环 面 . 为 简单 起 见 , 可 考虑 三 维 
RB. 在 环 面 上 引入 截面 S, codim X = 1 ( 见 图 7.18). X ToS 是 闭 曲线 S, € 
拓扑 (或 者 甚至 有 限 光滑 ) 等 价 于 单位 圆 S1. 我 们 只 考虑 任 一 从 点 ze 5 出 发 的 轨 
道 又 回 到 S 的 情形 . 于 是 , Poincaré 映射 


P:S—5 


有 定义 . 交替 地 , 还 可 考虑 (7.1) 在 截面 了 上 定义 的 Poincaré 映射 . 闭 曲 线 5 显然 
是 这 个 映射 的 不 变 曲 线 . CHE S 上 的 限制 是 上 面 引入 的 映射 已 映射 P 和 它 的 逆 
都 是 可 微 的 . P 的 不 动 点 和 (7.1) 的 极限 环 之 间 的 标准 关系 存在 . 所 有 这 些 环 属于 
这 个 环 面 . 

假设 不 变 环 面 T 在 小 参数 变化 时 保持 , 意思 是 对 所 有 o, lal 充分 小 ,存在 
(7.1) 的 闭 不 变 环 面 . 于 是 , 上面 的 限制 可 对 所 有 临近 的 a 作出 , 所 得 Poincaré 映 
W Pa :5 一 5 是 光滑 地 依赖 于 参数 . 

D 有限 次 可 微 . 
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注 ” 可 以 证 明 ( 见 文献 评注 ), 稳定 的 不 变 环 面 T? 如 同 流 形 一 样 在 小 参数 的 变 
化 下 仍 保持 , 只 要 它 是 标准 双 曲 的 , 即 在 引入 适当 的 收敛 性 度量 后 , T? 
收敛 性 强 于 在 这 个 环 面 上 的 轨道 收敛 性 . 

现在 的 问题 是 对 Pa: S 一 S 的 可 能 的 轨道 结构 进行 分 类 ， geen 
分 析 它 们 的 变形 (metamorphose). 为 此 , 在 T? 上 引入 标准 坐标 , 即 由 两 个 角 坐 标 
Y, p (mod 2x) 参数 化 . 用 这 些 坐标 , 可 将 对 边 恒 同 把 环 面 映 为 正方 形 ( 见 图 7.19) 


U = {(4, p) :0 < Y, < Qa}. 


图 7.18 环 面 上 的 Poincaré 映射 图 7.19 环 面 上 的 轨道 y 

假设 交 S=T7AS Hv =—0 给 出 . 考虑 从 5S 上 点 (0,eo) 出 发 的 在 T? 上 的 轨 
道 y. 由 假设 , y ERA (2r, P(po)) = (0, P(eo)) 回 到 S, 这 里 P:S — S! 是 光滑 
函数 . 由 于 环 面 上 的 轨道 不 相交 名 , 故 

P'(p) > 0, 

因此 , BR P 保持 5 的 方向 . 
7.3.2 ”旋转 数 与 轨道 结构 

映射 P 的 不 动 点 po, P(o) = vo, 对 应 于 T 上 的 环 , 此 环 在 它 闭合 之 前 沿 着 
纬 线 转 一 圈 , 沿 着 经 线 转 p 圈 , p 为 某 个 正 整 数 ( 见 图 7.20). 一 个 周期 q 的 环 

{po, P(po), P?(¥0),-++ , P(o] = Yo} 


对 应 于 T? 上 的 环 , 它 沿 纬 线 转 g BM, 沿 着 经 线 转 p 图 (图 7.20(b))， 这 样 的 环 称 
为 (p,g) 环 . S 上 P 的 不 动 点 和 周期 轨道 的 局 部 理论 和 纯 量 映 射 的 相 同 . 特别 , 如 果 
P'(po) < 1(P'(eo) > 1), 不 动 点 wo 稳定 (不 稳定 ). 满足 P'(yo) #1 的 点 称 为 是 双 
曲 的 . 如 通常 , 这 些 概念 通过 考虑 P, P 的 gq 次 迭代 , 可 推广 到 ¢ 周期 轨道 . 显然 ， 


D 我 们 对 曲线 S 上 的 映射 和 定义 在 单位 贺 S! 上 的 函数 用 了 同样 的 记号 . 
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如 果 稳 定 (p,q) 环 存在 , 不 稳定 (p,q) 环 也 必须 存在 , 因为 Ps 的 稳定 和 不 稳定 不 动 
点 必须 是 交替 的 ( 见 图 7.21). 


aR P(o) — p KA A Ba. 


(b) 


图 7.20 环 面 上 的 环 : (a) p=2,q = 1;(b) p=1,q=2 


N 
a 


图 7.21 环 面 上 稳定 和 不 稳定 (1,2) 环 


定义 7.1 已 :9 一 5 的 旋转 数 是 由 


p = > lim 


1 im Ap)+a(P(p)) +--+ + a(P**(y)) 
2T 大 一 co k 


定义 . 
可 以 证 明 , 定义 中 的 极限 存在 , 与 点 pe S 无 关 . 因此 p 的 定义 成 立 . 它 刻画 
T PWR S 的 平均 角度 . 对 于 经 过 2nv 角度 的 刚体 旋转 ， 


P(~p) = p + 2nv(mod2n), (7.15) 


有 p = v. 旋转 数 的 作用 可 由 下 面 两 条 引 理 清楚 说 明 , 这 里 不 给 出 证 明 . 
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引 理 7.1 RA P:S 一 5 的 旋转 数 是 有 理 数 ,0 二 > 当 且 仅 当 PA (p,q) 
周期 轨道 . 口 

注意 , 引 理 7.1 没有 说 周期 轨道 是 唯一 的 . 

引 理 7.2 (Denjoy, 1932) ”如果 映射 已 : S 一 9 至 少 二 次 可 微 , 且 它 的 旋转 数 
是 无 理 数 , 则 PP 拓扑 等 价 于 刚体 旋转 2rp 角度 . 口 

在 这 个 引 理 的 条 件 下 , P 的 任何 轨道 在 S EAR, 如 同 当 > 是 无 理 数 时 的 刚体 
旋转 (7.15). 存在 C1 微分 同 胚 的 例子 不 满足 Denjoy 引 理 . 但 是 , # (7.1) 的 右 端 
了 充分 光滑 且 它 的 不 变 环 面 T? 也 足够 光滑 , 则 P 必须 满足 Denjoy 的 可 微 性 条 件 . 


7.3.3 ”结构 稳定 性 和 分 支 

现在 来 谈论 环 面 上 系统 的 结构 稳定 性 问题 . 可 以 用 第 2 章 关 于 动力 系统 之 间 
的 距离 和 它们 结构 稳定 性 的 定义 , 只 要 简单 地 把 U 换 成 T2 就 行 了 . 这 个 问题 等 价 
于 在 圆周 S 上 的 离散 -时 间 动 力 系统 的 结构 稳定 性 . 下 面 的 定理 对 9 上 的 结构 稳 
定 系统 给 出 完整 的 描述 . 

定理 7.5 光滑 动力 系统 PP:5 S 是 结构 稳定 ， 当 且 仅 当 它 的 旋转 数 是 有 
理 数 且 所 有 的 周期 轨道 都 是 双 曲 的 . 口 

如 果 旋 转 数 是 无 理 数 ， 则 总 可 以 引入 一 个 任意 小 的 扰动 得 到 拓扑 不 等 价 系统 . 
事实 上 , 这 样 的 扰动 将 产生 长 周期 环 , 代替 由 有 理 数 旋转 数 所 得 的 稠密 轨道 因此 
T? 上 结构 稳定 系统 的 相 图 就 比较 简单 : 存在 偶数 条 (p,q) 类 型 的 双 曲 极限 环 . 所 有 
其 他 轨道 都 按 恰当 的 时 间 方 向 趋 于 这 些 环 之 一 . Poincaré 映射 的 q DORA PI 
在 S 上 的 偶数 个 不 动 点 具有 交替 稳定 性 ， 

考虑 对 应 于 具 不 变 环 面 的 系统 (7.1) 的 单 参数 映射 已 :9 S. Ha =a? 时 
给 出 一 个 结构 稳定 系统 . 由 定理 7.5, 存在 开 区 间 (ao — 2,09 4 £). £ > 0, 在 这 个 区 
间 内 系统 有 拓扑 等 价 的 相 图 . 这 个 区 间 的 边界 是 什么 ? 或 者 . 换 句 话说 , 旋转 数 是 
如 何 变化 的 ? 

首先 指出 , 即使 旋转 数 是 常数 , 分 支 还 可 以 发 生 . 事实 上 ， 系统 在 环 面 上 可 以 有 
偶数 个 双 曲 (p,a) 环 . 当 这 些 环 在 参数 变化 时 成 对 地 重合 和 消失 时 . 旋转 数 保持 常 


数 (o- 2), 只 要 至 少 有 两 个 环 还 在 这 个 环 面 上 .但 是 , 当 最 后 两 个 环 (一 个 稳定 


一 个 不 稳定 ) 重合 并 消失 时 , 旋转 数 就 变 成 无 理 数 直到 另 一 个 “结构 稳定 窗口 ， 打 
F. 在 这 窗口 内 部 , 系统 的 渐 近 性 态 是 周期 的 , 在 这 窗口 外 面 是 拟 周 期 的 . 在 前 一 
种 情形 . 在 T? 上 至 少 存在 两 个 极限 环 (有 可 能 具 非 常 大 的 周期 ), 在 后 一 种 情形 , 环 
面 被 稠密 的 非 周期 轨道 所 充满 . 

从 拟 周 期 性 态 到 周期 振动 的 分 支 叫 锁 相 . 在 周期 强迫 系统 中 这 种 现象 出 现 为 锁 
频 . 为 简单 起 见 , 假设 有 一 个 依赖 于 一 个 参数 的 二 维 周期 强迫 ODEs 系统 . 假定 相 
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应 的 周期 -回复 (Poincaré) 映射 有 吸引 的 闭 不 变 曲 线 . 如 果 限 制 在 这 条 曲线 上 的 映 
射 的 旋转 数 是 有 理 数 , 这 个 系统 具有 周期 振动 , 其 周期 是 强迫 周期 的 整数 倍 . 振动 
的 频率 被 “ 锁 ” 在 外 加 的 强迫 频率 上 . 

注 ”定理 7.5 在 “一 般 性 ”和 结构 稳定 性 之 间 建 立 起 一 个 微妙 的 关系 . 考虑 依 
赖 于 单个 参数 的 映射 Pa: 5 一 S. 使 得 P 是 结构 稳定 的 参数 集 是 开 稠 集 . 但 是 ， 
这 个 集 的 测度 比 对 应 于 无 理 数 旋转 数 的 参数 集 可 能 要 小 . 因此 , 从 这 个 族 中 “随机 
地 ”选择 一 个 映射 具有 无 理 数 旋转 数 的 概率 就 很 高 . © 


7.3.4 Neimark-Sacker 分 支 附近 的 锁 相 : Arnold Æ 


可 以 利用 开发 由 Neimark-Sacker 分 支出 现 的 不 变 环 面 (曲线 ) 的 理论 . 考虑 这 

种 分 支 附 近 的 一 个 二 维 离散 -时 间 系 统 . 这 个 系统 可 看 作 与 连续 时 间 系 统 (7.1) 的 

极限 环 相应 的 Poincaré 映射 (如 有 必要 , 可 限制 在 中 心 流 形 上 ) 所 生成 的 系统 . 对 
邻近 的 参数 值 , 可 用 一 个 光滑 、 可 逆 晶 光滑 依赖 于 参数 的 变换 把 这 个 映射 化 为 

z= Az + cy2lz|? + O(|z|/*), z ECl (7.16) 


其 中 入 和 cl 是 a 的 光滑 复 值 函数 ( 见 第 4 章 ). 暂时 将 Re 和 ImA 考虑 为 两 个 独 
立 的 参数 . 在 这 两 个 参数 的 平面 上 , 单位 圆 | 和 | = 1 对 应 Neimark-Sacker 分 支 轨迹 
( 见 图 7.22). 假设 出 现 的 分 支 不 是 强 共 振 而 是 超 临 界 的 . 于 是 , 在 单位 圆 外 的 临近 
参数 值 存在 稳定 闭 不 变 曲线 . (Red, Im)) 平面 内 对 应 有 理 旋转 数 的 参数 区 域 都 趋 于 
圆周 | 和 | = 1 上 的 所 有 有 理 数 点 


à=, 0= 一， 


它们 如 狭窄 的 舌头 . 这 种 区 域 称 为 Arnold &. 我 们 的 系统 依赖 于 单个 参数 a. 因 
此 , 它 在 和 平面 上 由 Aa) 定义 了 一 条 曲线 . 在 圆周 | 和 | = 1 附近 , 这 条 曲线 穿 过 对 


0 1 Re A 
图 7.22 Neimark-Sacker 分 支 附近 的 Arnold 舌 


D 它们 离开 圆周 的 宽度 w REN d 满足 当 d 一 0 时 w ~ d(9-2)/2. 
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应 不 同 有 理 旋转 数 的 无 穷 多 个 Arnold F. 因此 , 在 一 般 的 Neimark-Sacker 分 支 附 
近 产 生 无 穷 多 个 长 周期 环 ， 当 参数 变化 时 它们 消亡 .远离 Neimark-Sacker 分 支 曲 
线 , 这 些 舌 可 能 相交 . 在 这 样 的 参数 值 不 变 环 面 不 存在 加, 只 不 过 发 生 两 个 独立 的 
折 分 支 和 不 相干 的 遥远 环 . 

例 7.2 (扰动 时 灌 逻 辑 映 射 中 的 Arnold 舌 ) ”考虑 递归 方程 


Tk+1 = TLkE(l 一 ZK_1) +E, (7.17) 


这 里 zk EPRE k 年 的 密度 , r 是 增长 率 , = 是 移民 率 . 对 se = 0, 这 个 模型 已 经 在 
第 4 章 研究 过 ( 见 例 4.3). 
如 同 在 第 4 章 , 引入 yk = zk-i, 将 (7.17) 重 写 为 平面 动力 系统 


的 We (7.18) 
y L 


第 4 章 分 析 显示 , 系统 (7.18) Æ r = 2, 对 e = 0 有 超 临界 Neimark-Sacker 分 支 . 在 
(r.e) 平面 内 存在 曲线 hO 通过 点 (r,e) = (2,0), 在 这 条 曲线 上 , 系统 的 不 动 点 
l+e 


产生 Neimark-Sacker 分 支 . 曲线 A 有 表达 式 


2 
a) 一 £]; = 
h {reer sc}: 


对 。 = 0,7 BAF 2 (PA r= 2.1, BK r = 2.15) 迭代 映射 (7.18) 得 闭 不 变 曲线 , 它 
显然 被 拟 周期 轨道 所 充满 . 这 种 曲线 的 一 个 例子 如 图 所 示 . 但 是 , 如 取 r = 2.177 则 
得 稳定 的 周期 7 环 . 因此 , 这 些 参 数值 属于 锁 相 窗口 . 也 存在 一 个 不 稳定 (鞍点 ) 周 
期 7 环 , 这 个 环 是 辛苦 地 用 数值 模拟 探测 到 的 . 这 两 个 环 位 于 闭 不 变 曲 线 上 . 事实 
E, 此 曲线 是 由 鞍点 环 的 不 稳定 流 形 组 成 . 

因此 , 映射 (7.18) 的 第 七 次 迭代 有 7 个 稳定 不 动 点 和 相同 个 数 的 不 稳定 不 动 
点 . 当 增 加 或 减少 参数 r, 保持 = = 0 时 , 稳定 不 动 点 和 不 稳定 不 动 点 重合 并 在 折 
DSK. 依 r 标 出 所 有 不 动 点 的 坐标 展示 独特 的 闭 曲 线 如 图 7.23 PRO. 所 有 7 
个 稳定 不 动 点 与 它们 相应 的 鞍点 同时 在 折 点 rio 相 重 合 , 事实 上 , 由 于 只 存在 两 个 
具 相反 稳定 性 的 周期 7 环 , 它们 在 这 些 参数 值 rs BA. 注意 , 第 七 次 迭代 映射 的 
每 一 个 稳定 不 动 点 与 在 > = m 以 及 另 一 个 在 + = r 的 折 分 支 的 相 邻 的 不 稳定 不 动 
点 立刻 相 重合 . 因此 , 每 个 稳定 不 动 点 可 以 看 作 两 个 相 邻 不 稳定 不 动 点 之 间 当 r 从 
ri 到 72 变化 时 的 转移 . 


中 否则 , 在 这 种 环 面 上 定义 两 个 不 同 的 旋转 数 ,这 是 不 可 能 的 . 
@ 在 第 10 MRA, 用 它 可 计算 图 7.23 中 的 不 动 点 曲线 . 
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217 712.18 2.19 2.272 2.21 
图 7.23 周期 7 环 的 分 支 图 

锁 相 区 间 的 边界 点 的 延 拓 给 出 两 条 周期 7 环 的 折 分 支 曲线 ef? 和 eS? 
7.24). 它们 形成 典型 的 Arnold F, 接近 Neimark-Sacker 曲线 hO 上 的 点 , 原来 的 
不 动 点 乘 子 按 这 个 理论 有 表达 式 
27 
= 本， 
YER, 点 (r,e) = (2,0) 是 另 一 个 Arnold 舌 的 原点 , 它 对 应 于 周期 6 环 (参看 例 4.2) 
这 个 1:6 舌 没 有 显示 在 图 7.24 E. 


士 if 
H12 =e : 5 to 


7.24 (7.17) 中 1:7Arnold & 


值得 指出 的 是 , 如 果 e 增加 并 通过 某 个 临界 值 , 而 > 固定 则 稳定 的 周期 7 环 
具有 倍 周 期 . 临界 参数 值 形成 一 条 曲线 (O, 它 也 表示 在 图 7.24 上 . 在 这 条 曲线 的 
(附近 ) 上 方 一 个 周期 14 环 出 现 , 而 闭 不 变 曲线 就 不 再 存在 . 这 是 一 种 可 使 不 变 曲 
线 失去 它 的 光滑 性 而 消失 的 可 能 方式 之 一 . © 
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7.4 对 称 系统 中 的 分 支 


这 一 节 接 触 一 个 重要 课题 : 对 称 系统 中 的 分 支 . 首先 , 扼要 说 明 一 下 对 称 系统 
的 某 些 一 般 结 果 , 包括 中 心 流 形 定理 的 对 称 形式 . 然后 , 分 析 最 简单 的 离散 对 称 系 
统 中 出 现 的 平衡 点 分 支 和 极限 环 分 支 . 

对 称 系统 自然 地 出 现在 许多 应 用 中 .通常 对 称 性 反映 动力 系统 的 某 些 空间 不 
变性 或 它 的 有 限 维 近似 . 许多 分 支 规范 形 也 有 某 些 对 称 性 . 如 我 们 将 看 到 的 , 某 些 
分 支 在 具 给 定 对 称 性 的 一 类 系统 中 有 类 似 的 余 维 , 对 应 的 分 支 通常 也 有 某 些 唯一 特 
PE. 反之 , 某 些 分 支 在 某 些 对 称 系统 中 变 得 不 可 能 出 现 . 

7.4.1 ”对称 系统 的 一 般 性 质 
假设 有 一 OR) G, CE R” 中 对 任何 g1,。 € G 可 用 矩阵 {T,}: 
Te = In, Thag = Ty, To, 


表示 . 这 里 ee G 是 群 单位 (eg = ge = g), In Æ n x n 单位 矩阵 . 
定义 7.2 ”连续 -时 间 系 统 
t= f(z) zreR” (7.19) 


称 为 关于 群 G 的 表示 {Ty}( 或 者 , 简单 地 , G 等 价 ) 是 不 变 的 , 如 果 对 一 切 9EG 和 
所 有 ce ER", 有 


Ty f(x) = f (Taz). (7.20) 
例 7.3 著名 的 Lorenz 系统 
L=-or+oy, 
ý =TT — Y- TZ, (7.21) 
ż = 一 bz + zy 


关于 变换 


日 的 


是 不 变 的 . 矩阵 R 对 应 于 这 个 变换 (R? = 1), 连同 单位 矩阵 了 组 成 群 Z。 的 三 维 表 
示 ( 见 7.4.2 节 ). 0 
由 方程 (7.20) 得 知 线性 变换 


y=T,z, gEG 
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不 改变 系统 (7.19). 事实 上 
ý 一 797 = Ta f(x) = f(T,x) = f(y). 


因此 ,如果 z(t) 是 (7.19) ROA, D y(t) =T rlt) 也 是 解 . 例如 , ME (solt), volt), z0(t)), 
(这 里 zo # 0) 是 Lorenz 系统 (7.21) 的 一 条 同 宿 于 原点 的 同 宿 解 , 那么 存在 另外 一 
条 同 宿 于 相同 平衡 点 的 轨道 (rolt), —yo(t), zo(t)). 

定义 7.3 不 动 点 子 空间 XG CR" 是 集合 


X= {x € R” : Ty x = 2 对 一 切 9e GH. 


集合 XS 是 R" 的 线性 子 空 间 ， 这 个 子 空间 是 (7.19) 的 一 个 不 变 集 , 因为 由 
TEXS 得 eX6. 事实 上 ,对 所 有 geG, 有 


Tot = Ty f(x) = f(Tyz) = f(a) =ê. 


对 系统 (7.21), 只 有 一 个 对 称 变换 T, 所 以 不 动 点 子 空间 是 > BH, XS = {(2,y,z) : 
z= y= 0}. 这 个 轴 显 然 在 系统 相应 流 的 作用 下 不 变 . 

下 面 解释 对 称 性 带 给 对 中 心 流 形 定理 的 修改 . 假设 有 光滑 的 G 等 价 系统 (7.19). 
设 z? 是 属于 不 动 点 子 空间 XS 的 一 个 平衡 点 , Jacobi 矩阵 4= 广 在 zo 有 mo 个 
(包括 重 次 ) 特征 值 在 虚 轴 上 . 设 X。 表示 对 应 4 的 临界 特征 空间 ， 下面 的 引 理 直 
接 从 恒等式 TA = AT, 对 一 切 g E G 得 知 , 而 这 可 对 (7.20) HF r CE r = ro HH 
分 得 到 . 

引 理 7.3 X° 是 G 不 变 , 换 句 话说 , 若 vE Xec, 则 对 一 切 geEG 有 Tyve X°. 

o 

因此 ， 可 考虑 {T} 在 X° 上 的 限制 {Ts}， 若 在 Xe 上 固定 某 个 坐标 & = 
(6 e ,éno), WW {Te} 将 由 某 个 no x no 矩阵 给 出 . 

定理 7.6 (Ruelle, 1973) (7.19) 的 平衡 点 z0 c XG 的 任何 一 个 中 心 流 形 We 
是 局 部 G 不 变 . 

此 外 , Æ We 上 存在 局 部 坐标 cR, 在 此 坐标 下 , (7.19) 在 Wo 上 的 限制 


È= YE), €ER™ (7.22) 
关于 {T,} 在 X 上 的 限制 是 不 变 的 
TEWE) = p(TeE). 口 


通常 , 用 4 的 特征 值 , ReA A 0, 可 确定 We 的 吸引 性 . 如 果 (7.19) 依赖 于 参 
数 , 可 以 如 第 5 章 , 将 方程 & = 0 附加 在 系统 中 来 构造 一 个 依赖 于 参数 的 中 心 流 形 
WS. 依赖 于 a 的 限制 系统 (7.22) 对 每 一 固定 a 关于 Te 是 不 变 的 . 类 似 的 结果 对 
G 等 价 的 离散 -时 间 系 统 也 成 立 . 
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7.4.2 Zo 等 价 系统 
最 简单 可 能 的 非 平 凡 群 G 是 由 两 个 不 同 元 素 (e,7) 所 组 成 , 它 使 得 


7 一 e，Ye 一 er 一 7 € =e. 


通常 用 Z。 记 这 个 群 . HU, R} 为 Z 在 R" 中 的 线性 表示 , 其 中 In 是 nxn 单 
位 矩阵 , n xm ERE R WE 
R? = Ín. 


矩阵 RR 定义 了 一 个 对 称 变换 + RD. 容易 验证 (练习 3), 空间 R 可 分 解 为 直 和 
R? = xt ex7, 


Hp 对 ze Xt 有 Re = zx, 以 及 ,对 zeX- 有 Rz = 一 xz， A, RE Xt 上 
是 恒 同 , 在 X- 上 是 中 心 反射 , 按照 定义 7.4, Xt 是 对 应 G 的 不 动 点 子 空间 . 设 
nt = dim Xt, nt > 0,n- > 1. 显然 , 存在 R 的 基 , 在 此 基 下 矩阵 R 有 形式 


eck ( I,+ 0 l 
a a 
其 中 Im 是 m x m 单位 矩阵 .从 现在 起 , 假定 这 样 的 基 已 选 定 , 因此 可 以 考虑 光滑 


依赖 于 参数 的 系统 
z=f(z,a), rz ER",aER!, (7.23) 


它 满足 对 一 切 (x,a) € R” x R! 有 
Rf(z,a) = f(Rz, a), 


这 里 RELA MA. 不 动 点 子 空间 X+ 是 (7.23) 的 不 变 集 . 

对 Zo 不 变 系统 (7.23) 的 平衡 点 和 周期 解 存 在 简单 的 分 类 . 

定义 7.4 (7.23) 的 平衡 点 z0 称 为 不 动 的 , wR Re = a. 

由 此 , 对 称 变换 映 不 动 平衡 点 为 它 自身 .如 果 一 个 平衡 点 不 是 不 动 的 , Re = 
zi Zé 2°, WW a! 也 是 (7.23) 的 平衡 点 (验证 ) A Rr! = 2°. 

定义 7.5 (7.23) 的 两 个 平衡 点 Z0 和 zl HA RH, 如 果 r = Ro. 

类 似 的 术语 可 对 周期 解 引 入 . 

定义 7.6 (7.23) 的 周期 解 zj (t) 称 为 不 动 的 , RYH te R, 有 Rzr 人 = 
x f(t). 


@ AMR, 也 用 符号 R 表示 这 个 变换 , RAP, In 将 指 恒 同 映射 . 
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显然 ， 闭 轨 对 应 属于 X+ 的 不 动 周 期 解 且 在 对 称 变换 RR 作用 下 不 变 ( 见 图 
7.25(a)). 如 果 n+ > 2, 它 可 存在 . 但 是 , 存在 另外 一 类 定义 闭 轨 的 周期 解 它 是 R 不 
变 , 但 不 是 不 动 的 . 


(a) (b) 
图 7.25 不 变 环 : (a) F 环 ; (b) 5 环 


定义 7.7 (7.23) 的 (最 小 ) 周期 为 T, 的 周期 解 称 为 是 对 称 的 , 如 果 对 一 切 
teR', 有 
Rt (t) = £; ¢ + 3) : 


因此 , 变换 R 将 对 称 周期 解 变换 成 它 自己 , 并 将 时 间 提升 半 个 周期 . 对 应 于 对 
称 周期 解 的 轨道 不 能 交 X+, 上 且 为 了 存在 , BER n > 2. 它 在 X- 上 的 投影 关于 中 
心 反 射 是 对 称 的 ( 见 图 7.25(b)). 注意 , 对 称 周期 解 的 X+ 分 量具 有 倍 频率 的 振动 . 

称 (7.23) 的 极限 环 L 为 不 动 的 (对 称 的 ), 如 果 对 应 的 周期 解 是 不 动 的 (对 称 
的 ), SALA F IRAI S HZ. F A S 环 作为 Rn 中 的 曲线 都 是 不 变 的 , R(L) = L. 
将 下 面 的 引 理 的 证 明 留 给 读者 作为 练习 . 

引 理 7.4 (7.23) 的 任何 一 个 R RER, RRP 环 就 是 SK. 口 

当然 , 可 以 存在 有 非 不 变 极限 环 , R(L) A L. 车 z0(t) 是 对 应 于 这 种 环 的 周期 
解 , 则 z1(t) = Rz?(t) 是 (7.23) 的 另外 一 个 周期 解 . 

定义 7.8 两 个 非 不 变 极 限 环 称 为 REH, 如 果 它 们 对 应 的 两 个 周期 解 , 满足 
对 一 切 tE R! 有 zl(b = Rz0(t). 
7.4.3 Zo 等 价 系统 平衡 点 的 余 维 1 分 支 

现在 的 目的 是 对 Zo 等 价 系统 中 平衡 点 的 一 般 分 支 进行 分 析 . 显然 , R RHF 
衡 点 分 支 的 发 生 如 同一 般 系 统一 样 , 只 不 过 是 用 对 称 变换 RA”. 例如 , 两 对 有 具 
相反 稳定 性 的 R 共 辆 平衡 点 由 于 折 分 支 它们 可 以 重合 而 消失 。 因此 , 可 以 期 望 的 新 
现象 只 有 分 支 平衡 点 是 不 动 的 那 种 类 型 . 下 面 分 析 一 个 简单 的 例子 . 

例 7.4 (对 称 的 又 分 支 ) ”考虑 纯 量 系统 


之 一 ar 一 Z3，TERLa ERR1 (7.24) 
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这 个 系统 明显 是 Z 等 价 . 事实 上 , 在 此 情形 , Re = -z( 反 射 ) 以 及 nt =0,n- =1. 
在 a = 0, 系统 (7.24) 有 不 动 平衡 点 xz? = 0, CAS REE. (7.24) 的 分 支 图 是 简单 
的 ( 见 图 7.26). 总 存在 平凡 平衡 点 z0 = 0, 当 a < 0 时 线性 稳定 , a > 0 时 不 稳定 . 
按 定义 7.5, 它 是 不 动 的 ,还 存在 两 个 稳定 的 非 
平凡 平衡 点 z1?(a) = V/a, 当 a > 0 时 , 它们 
存在 且 RIH, Rae! (a) = z2(a). 

任何 一 个 Zz 等 价 系统 


之 一 az 一 Z3 十 O(z5) 

在 原点 附近 局 部 拓扑 等 价 于 系统 (7.24)， 事 实 
上 , 这 样 的 系统 有 形式 

i =ar- r? + ZWa(z2)， 


这 里 某 个 palz?) = O(z4), 这 是 因为 任何 一 个 在 x = 0 为 零 的 奇 函 数 可 表示 为 
rpl), 其 中 v(x) 为 偶 函 数 , 因此 , v(x) = W(a?). 显然 , x = 0 永远 是 (7.25) 的 平衡 
点 . 非 平凡 平衡 点 满足 方程 


(7.25) 图 7.26 ”对称 的 叉 分 支 


a—2* + (x?) = 0， 


CE (x,a) = (0,0) 附近 可 由 隐 函 数 定理 容易 地 分 析 . 这 就 证 明了 对 对 应 的 小 参数 
值 lal, (7.24) 和 (7.25) 的 平衡 点 的 个 数 和 稳定 性 是 相同 的 . 对 一 切 (z, a) 使 得 系统 
相 图 恒 同 的 同 胚 ha: R! 一 R! 可 构造 出 并 满足 


ha(-z) = —hoa (x). 


换 句 话说 , 同 胚 可 用 z 的 奇 函 数 定义 . > 
由 下 面 的 定理 , 这 个 例子 具有 基本 意义 . 
定理 7.7 ( 零 特征 值 的 分 支 ) ”假设 Zo 等 价 系 统 


t= f(z,a), rz ER",aeR, 


f 光滑 , Rf(x,a) = f(Rz,a),R? = 大 ,在 w=0 有 不 动 平衡 点 2° = 0, 具 单 零 特征 
值 à = 0,v ER” 是 对 应 的 特征 向 量 . 

TR, 系统 有 一 维 已 不 变 中 心 流 形 WE, 并 发 生 下 面 一 般 的 交替 情形 之 一 : 

(i) HAR). 车 we Xt+, 则 对 所 有 充分 小 lal, 有 WEC X+ 且 系统 在 We 上 
的 限制 在 原点 附近 局 部 拓扑 等 价 于 规范 形 


E=B+é. 
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(ii) (RFR). Fv eX, MMHHAAD+ lal, AWENXt = HARA WE 
上 的 限制 在 原点 附近 局 部 拓扑 等 价 于 规范 形 


= pe+e'. 口 


在 情形 (i), 在 不 变 子 空间 Xt 内 标准 折 分 支 发 生 , 产生 两 个 不 动 -类 型 的 平衡 
点 . 这 种 情形 的 一 般 性 条 件 就 是 第 3 章 对 非 对 称 折 分 支 已 经 叙述 过 的 条 件 . 

在 情形 (i), RABI 7.3 中 研究 过 的 又 分 支 , 得 知 当 不 动 平衡 点 改变 稳定 性 时 出 
现 两 个 RRF. 一 般 性 条 件 包 含 在 a = 0 系统 在 中 心 流 形 上 的 限制 的 不 为 
零 的 三 次 项 . 详情 留 给 读者 思考 . 

具有 一 对 纯 虚 特征 值 的 Zo 对 称 系统 没有 给 我 们 带 来 比 非 对 称 Hopf 分 支 理论 
更 新 的 东西 . 就 是 说 可 以 证 明 下 面 的 定理 . 

定理 7.8 ( 纯 虚 特征 值 上 的 分 支 ) ”假设 Zo 不 变 系 统 


z=f(z,a), rE€R",aeR!, 
f AM, Rf(z,a) = f(Rz,a),R? = In, 在 a 二 0 有 不 动 平 衡 点 z0 = 0, 它 有 单 对 纯 
虚 特 征 值 和 1,2 = Ewo wo > 0. 则 一 般 地 , 这 个 系统 有 二 维 不 变 中 心 流 形 WE, A 
统 在 We 上 的 限制 在 原点 附近 局 部 拓扑 等 价 于 规范 形 


Å _ù{8 -1 61 | 
(E)-( a (E )eeea(S), F 
这 个 规范 形 是 一 般 Hopf 分 支 的 标准 规范 形 . 它 刻 画 了 振幅 为 V3 的 唯一 极限 
环 的 出 现 (或 消失 ). 有 个 微小 的 不 同 , 就 是 依赖 于 临界 特征 空间 Xe 是 属于 X+ 还 


Æ X. WR Xec X+, WWE Xt 有 标准 的 Hopf 分 支 发 生 在 不 变 子 室 X+ 内 . 
这 个 分 支 环 是 FM RZ, MR Xe C X-, 则 WEN XX+ = z0, 系统 在 中 心 流 形 上 


的 限制 关于 变换 
a( & \--(&} 
£2 £2 
是 Zz 不 变 . 分 支出 的 小 振幅 极限 环 是 S 型 . 


7.4.4 Zo 等 价 系统 中 环 的 余 维 1 分 支 

如 同 平衡 点 情形 , 非 不 变 极限 环 分 支 的 发 生 跟 一 般 系统 的 情形 相同 . FP RH S 
环 的 分 支 则 完全 不 同 , 必须 分 别处 理 . 

1. F 环 的 余 维 1 分支 


考虑 (7.23) ABR Lp, 选择 一 个 余 维 1 BPP De SPARE RAR 
BE, R(D)= X. BE Py EENE S E, 在 它 与 Lp 交 附近 的 Poincaré 映射 ( 见 图 7.27). 
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引 理 7.5 Poincaré R4Ht Pa: X> LG 

等 价 ， 
Ry o Py = P0 Ryp, 

这 里 Ry 是 映射 RÆDD LRA. 

HERR (7.23) 的 轨道 y AA ues H 
发 , 又 回 到 接近 于 u KA ver :v= Palu). R 
HAE 了 = R(y) 从 点 “a= Ry(u) 出 发 而 在 图 727 F 环 的 Poincaré 映射 
点 五 = Ry(v) 回 到 S. HF ô= P,(a), 有 

Ry(Pa(u)) = Pa(Re(u)), 


对 所 有 ve xX 上 面 方程 两 边 都 有 定义 . 口 

因此 , F 环 的 分 支 分 析 化 为 具有 Z 对 称 的 离散 -时 间 动 力 系统 (映射 ) 的 不 动 
点 分 析 . 在 S 上 引入 局 部 坐标 E€ e R”, 使 得 € = 0 对 应 于 环 工 r. 用 相同 符号 R 
代替 Ryo, 并 将 了 分解 为 


=X, 
这 里 上 e D+, WR RE = E 分 别 考虑 每 个 余 维 1 情形 . 我 们 给 出 的 下 面 定理 , 它 


已 经 够 明显 的 了 , 就 不 给 出 证 明 . 
定理 7.9 (在 y= 1 的 分 支 ) 假设 Z2 等 价 系统 


i= f(z,a), rz ER",a eR, 


f AM, Rf(x,a) = f(Rz,a),R? = hn, Ra=0, F F K Lo, RARP wm =l, È 
是 满足 ju = 1 HR-RF. Rv 是 关于 这 个 环 的 Poincaré 映射 P) 的 Jacobi 424% 
对 应 特征 向 量 . 则 映射 Pa 有 一 维 民 不 变 中 心 流 形 Ws 以 及 Pa 在 这 个 流 形 上 的 
限制 , 一 般 地 , 这 个 限制 在 这 个 环 附 近 局 部 拓扑 等 价 于 下 面 规范 形 之 一 : 

(i) (xX) ve Xt, M 


n= B+ntn?; 
(ii) (LHR) Hvel-, i 
nr (1+ 8)n tn. 口 


在 情形 (i), WE C St, 有 标准 的 折 分 支 , 于 是 出 现 两 个 具 不 同 稳定 性 的 F 环 
Ly, Lz € X+( 见 图 7.28). 

在 情形 (ii), WEN Ot = 0, 出 现 (或 不 出 现 ) 两 个 R 共 斩 极限 环 Lia, L = 
R(L1), 如 同 原来 的 下 环 改变 其 稳定 性 (ILE 7.29). 
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RX- 


站 二 有 =0 320 


图 7.28 F 环 的 折 分 支 


图 7.29 F 环 的 叉 分 支 


定理 7.10 (在 w= 一 1 的 分 支 ) ”假设 Zo 等 价 系 统 
£=f(z,a), rz Ee R",a eR, 
f 光滑 ， Rf (x, a) = f(Rz,a), R? = In, 在 a=0, 有 FR Lo 具 单 乘 子 KH1 三 一 1， © 
是 满足 |u| = 1 的 唯一 乘 子 . 设 v 是 相应 的 Poincaré 映射 Po 的 Jacobi 矩阵 对 应 的 
特征 向 量 . 则 映射 Pa 有 一 维 R 不 变 中 心 流 形 WE 以 及 Pa 在 这 个 流 形 上 的 限制 ， 
一 般 地 , 这 个 限制 在 这 个 环 附 近 局 部 拓扑 等 价 于 规范 形 : 
n= —(1+8)n+7°. 
此 外 , 对 应 于 P2 的 不 动 点 的 倍 周期 极限 环 , Sve St MRP W, 4 venr 
则 是 9 型 . 口 
定理 7.11 (RHF jno = 1 的 分 支 ) 假设 Z SHAK 
i= f(z,a), rEeR",aeR), 
f 光滑 ， Rf(z, a) = f(R2z,a), R? = In, 在 a= 0, 有 FOR Lo 具 单 乘 子 1,2 = etilo, 
它 是 满足 |u = 1 的 仅 有 的 乘 子 ， 则 映射 Po 有 二 维 R REPAR Ws, 其 上 从 
对 应 Lo 的 不 动 点 , 一般 地 分 支出 唯一 不 变 闭 曲线 . 这 条 曲线 对 应 于 系统 的 二 维 不 
变 环 面 T2，R(T2) = T?. oO 
注 ” 折 分 支 和 叉 分 支 是 R3 中 一 般 单 参数 的 Z。 等 价 系统 中 仅 有 可 能 的 余 维 1 
分 支 . 0 


第 7 章 连续- 时间 动力 系统 中 的 其 他 单 参数 分 支 . 253 - 


2. 5 环 的 余 维 1 分 支 
如 我 们 可 看 到 的 , 在 这 情形 截面 不 可 能 选择 为 R 不 变 . 代 之 以 可 选 两 个 与 环 
Lo 相 制 的 超 平面 DS, 和 D, 使 得 


R(X) = 2X, 


对 所 有 充分 小 lal, Poincaré 映射 P 可 表示 为 在 这 个 环 附近 定义 的 两 个 映射 OU) : 
D > Sp M QP: Sy = D WAR LA 7.30) 


Pa = QQ). 


图 7.30 S 环 的 Poincaré 映射 
引 理 7.6 ”存在 光滑 映射 Qa : 驴 一 X 使 得 
P= 02. (7.26) 


证 明 ”在 适当 的 坐标 下 映射 QD 与 QO 重合 . 更 确切 地 , 由 于 系统 的 对 称 性 ， 


QR oR= RQ”, 
或 者 , 等 价 地 , QP = Ro Qk) oR}. 现在 引入 映射 
Qa =R o QW, 


CE n 映 为 它 自己 . 首先 , 允许 沿 着 系统 的 轨道 从 D 上 的 点 飞 到 D ERA, 然 
后 应 用 对 称 变换 的 逆 变 换 R 把 它 变 回 马 . 有 
Pa = RoQY) 0 R 0 QM) = Ro(RoR!)o QoR!oQ = R20 Q®, 


这 就 给 出 了 (7.26), 因为 R =I. 口 
因此 , S 环 的 分 支 分 析 简 化 为 映射 Qa 的 不 动 点 分 析 , 而 这 映射 没有 特别 的 对 
称 性 . 但 是 , 方程 (7.26) 在 可 能 的 分 支 上 加 了 强 的 限制 . 
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命题 7.1 一 个 5 环 不 可 能 有 单 乘 子 几 = 一 1. 
证 明 A A BE Po A Qo 在 它们 的 公共 不 动 点 计算 的 Jacobi HM. 于 是 


由 (7.26) 得 
A=B. 


如 果 u 是 A 的 单 实 特征 值 , 则 存在 B 的 单 实 特征 值 和 . 因此 , p= \? > 0. 口 
因此 , 只 有 情形 j= 1 和 jy = eti9 必须 考虑 . 
定理 7.12 (在 j= 1 的 分 支 ) 假设 Zo 等 价 系统 


=f(r,a), xcxeR",aeR', 


f 光滑 , Rf(x,a) = f(Rz, a), R = In, # a =0, F SRK Lo RARF ji =1, ER 

满足 |u| = 1 HRA RF. 设 v 是 相应 的 Poincaré 映射 Py = 2 的 Jacobi 46% 

A= B? 对 应 的 特征 向 量 . 则 映射 已 AER ARP COAG WE, 以 及 Pa 在 这 个 

流 形 上 的 限制 , 一 般 地 , 这 个 限制 在 这 个 环 附近 局 部 拓扑 等 价 于 下 面 规范 形 之 一 : 
(i) (HAR) H Bu =v, 则 


n= B+n+7n?; 
(ii) (又 分 支 ) H Bv = —v, i 
ne (1+ 8)n+n°. 


证 明 概要 ”在 情形 (i), 有 Qa 的 标准 折 分 支 (和 = 1). 因此 , 在 它 的 中 心 流 形 
上 ( 它 也 是 Pa 的 中 心 流 形 ) 映射 8。 一 般 地 等 价 于 


Era tee, 
这 个 映射 的 不 动 点 对 应 系统 的 5 环 . 它 的 二 次 和 迭代 
E OF) HA HE E2 


拓扑 等 价 于 规范 形 (i). 
在 情形 (i), 有 Qa 的 标准 翻转 分 支 (Ai = -1,\? = 1). 在 它 的 中 心 流 形 上 映 
E ~(1+ E+ é*. 
这 个 映射 的 周期 2 环 对 应 于 原来 系统 的 一 对 OR SEER. 这 个 映射 的 二 次 迭代 


Ero (L+2y4+---JEF(Q+--- J+... 


拓扑 等 价 于 规范 形 (i). 口 
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定理 7.13 (BHF |u12| = 1 的 分 支 ) ”假设 Za 等 价 系 统 
t= f(r,a), rz ER",a€ R?, 


f 光滑 ， Rf (z, a) = f(Rz, a), R? = In, 在 a= 0, 有 SH Lo FBR F 41,2 = etio, 
它 是 满足 u = 1 BAART. 于 是 , 映射 P 有 二 维 已 不 变 中 心 流 形 WE, 其 上 


从 对 应 Lo 的 不 动 点 ,一 般 地 分 支出 唯一 不 变 闭 曲线 . 这 条 曲线 对 应 于 系统 的 二 维 

不 变 环 面 T2，R(T2) =T. ag 

i R? 中 在 变换 Re = -r,r E R? 下 不 变 的 系统 不 可 能 具有 5 环 的 Neimark- 

Sacker 分 支 . © 
7.5 & 习 


1. ( 鞍 - 结 点 同 宿 分 支 附近 环 周期 的 渐 近 ) 当 环 趋 于 在 鞍 - 结 点 分 支 的 同 宿 轨道 
时 , 计算 作为 8 函数 的 环 周 期 Te 的 渐 近 表达 式 . 提示 : 表达 式 的 主 项 由 


1 dé 


给 出 , 其 中 & 是 鞍 - 结 点 附近 中 心 流 形 WS 上 的 坐标 . 
2. (Arnold 的 圆周 映射 ) 考虑 下 面 的 两 参数 光滑 映射 Pae : S'S}, 


Pae(y) =Y +a +esinð, 


其 中 0 < <1, p,a(mod27). 计算 曲线 的 渐 近 表达 式 , 此 曲线 在 (a, e) 平面 界定 的 
区 域内 对 应 的 映射 有 旋转 数 p = 了. 提示 : 由 旋转 数 p = 2 得 知 出 现 周期 2 环 , 而 
边界 是 由 这 些 环 的 折 分 支 定义 . 

3. (对 称 分 解 ) 设 R 是 使 得 R? = 1, W nxn 实 矩阵 . 证 明 : 空间 R 可 分 解 
为 了 = Xto X`. HP Rr =z, X ce Xt UR Rr = r, MH re X`. 提示 : R 
任何 一 个 特征 值 满足 A? = 1. 

4. (Zo 等 价 的 平面 系统 中 的 Hopf 分 支 ) 证 明 : 在 变换 


作用 下 不 变 的 平面 系统 永远 不 会 发 生 Hopf 分 支 . 提示 : 任何 一 个 满足 AR = RA 
的 实 矩 阵 是 对 角形 , 其 中 R 是 上 面 定 义 的 . 

5. (Lorenz 系统 中 又 分 支 ) 证 明 : Lorenz 系统 (7.21) 的 平衡 点 (x,y,z) = (0,0,0) 
在 ro = 1 对 任何 固定 的 正 数 (c, 有 非 退 化 的 又 分 支 . 提示 : (a) 验证 在 ro = 1, 在 
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原点 的 平衡 点 有 单 零 特 征 值 , 计算 它 对 应 的 特征 向 量 v. 验证 Av = —v, 其 中 4 是 
(7.21) Ex = y = z = 0 X} r=1 WHR Jacobi 矩阵 ,所 以 定理 7.6 中 的 情形 (ii) 
可 应 用 . 

(b) 计算 中 心 流 形 We 在 ro = 1 的 二 阶 近似 并 证 明 它 是 R 不 变 . 

(c) 验证 系统 在 中 心 流 形 上 的 限制 没有 二 次 项 . 能 否 预先 知道 这 点 ? 

(d) 计算 作为 (o, 5b) 的 函数 的 三 次 项 系数 , 并 验证 对 正 参数 值 它 是 非 零 的 . 

6. (O(2) 对 称 Hopf 分 支 的 规范 形 ) 下 面 考虑 写 为 两 个 复方 程 的 光滑 四 维系 统 


(7.27) 


41 = 21(8 + iw(8) + A(S)|z1|? + B(B)|z0!?), 
22 = 22(8 + iw(B) + B(B)|z|? + A(3){z2|?), 


其 中 8 是 分 支 参数 , w(0) > 0, A(8) 和 B(B) 是 复 值 函数 , 日 对 ap) = ReA(8), (3) = 
ReB(6) 有 
a(0)b(0)(a?(0) — 6?(0)) 40. 


这 是 一 个 具 四 维 中 心 流 形 的 O(2) 等 价 系统 , Hopf 分 支 的 (截断 ) 规范 形 (van Gils, 
Mallet-Paret, 1986; Kuznetsov, 1984, 1985), 注意 , 一 对 临界 特征 值 土 w(0) 是 二 重 
的 . 

(a) 验证 系统 (7.27) 关于 由 变换 


R(z, z2) = (z2, 21), To(z1, 22) = (e?z, e? z2) (0 mod 27) (7.28) 


在 C? 中 组 成 的 正 交 群 0(2) 的 表示 是 不 变 的 . 

(b) 将 系统 (7.27) 写 为 极 坐标 形式 zx = pel”, k = 1,2, 并 验证 Pk 方程 与 py 
(c) 引入 re = pik = 1,2 并 推导 m 的 平面 二 次 系统 . 假设 a(0) < 0, 当 8 
变化 时 求 所 得 系统 的 分 支 图 ， 提 示 : 存在 三 个 子 空间 (i) 8(0) < a(0); (ii) b(0) > 
a(0),a(0) + b(0) < 0; (iii) 6(0) > 0,a(0) + b(0) > 0. 在 所 有 情形 ， 振幅 系统 没有 极 
限 环 . 

(d) 借助 四 维系 统 (7.27) 解释 (c) 中 的 结果 . 证 明 : 除了 在 原点 的 平凡 平衡 点 
以 外 , 系统 还 有 一 对 RRRA, 以 及 /或 者 由 闭 轨 叶 化 的 二 维 R 不 变 环 面 和 Ty 
不 变 环 面 . 解释 为 什么 在 参数 变化 下 在 环 面 上 存在 这 种 结构 不 稳定 轨道 配置 得 到 
保持 . 证 明 当 它 们 同时 存在 时 环 与 环 面具 有 相反 的 稳定 性 . 

(e) RUE: 任何 一 个 关于 变换 (7.28) 不 变量 有 A(0) = iw(0) 的 光滑 系统 


(7.29) 


21 = A(Q)z1 + filz, 2, 22, 22, a), 
22 = A(a)ze + fo(21, Z1, 22, 22, a) 
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可 用 光滑 依赖 于 参数 的 光滑 可 逆 变 换 化 为 三 次 项 在 内 的 系统 (7.27), 其 中 8 = Bla). 
验证 所 得 的 变换 具有 对 称 性 ( 即 在 (7.28) FRÆ). 
(£) 证 明 : 在 截断 规范 形 (7.27) 中 添加 任何 O(2) 等 价 高 阶 项 后 , 极限 环 和 环 面 
(g) 假设 (7.27) 是 二 维 区 域 8 内 反应 扩散 系统 在 中 心 流 形 上 方程 的 截断 规范 
FE, 它 有 由 旋转 和 反射 所 组 成 的 空间 对 称 群 0(2). 证 明 : 这 个 系统 在 中 心 流 形 上 的 
环 对 应 反应 扩散 系统 的 旋转 波 , 环 面 刻画 这 个 系统 的 驻 波 . 


7.6 附录: 文献 评注 


Andronov(1973) 在 20 世纪 40 年 代 就 已 经 在 叙述 平面 其 他 余 维 1 分 支 时 讨论 
了 鞍 - 结 点 同 宿 分 支 . 关于 鞍 - 结 点 和 鞍 - 鞍 点 同 宿 分 支 的 高 维 定理 是 属于 Shilnikov 
(1963, 1966, 1969). 这 里 叙述 的 鞍 - 鞍 点 多 重 同 宿 情 形 是 根据 Ilyashenko 于 1987 年 
在 国立 莫斯科 大 学 所 作 的 报告 (Tlyashenko, Li, 1999)， 非 横 截 鞍 - 鞍 点 同 宿 轨道 的 
两 参数 开 折 是 由 Champneys, Harterich 和 Sandstede (1996) 所 分 析 , 他 们 也 构造 了 
一 个 具 两 条 同 宿 于 鞍 - 鞍 点 的 轨道 的 多 项 式 系统 . 当 同 宿 轨 道 沿 着 非 中 心 方向 回 到 
毫 -鞍点 时 的 其 他 余 维 2 情形 , 平面 系统 是 由 Lukyanov(1982) 分 析 , 一 般 情形 是 由 
Chow 和 Lin(1990) 以 及 Deng(1990) 分 析 . 

Gavrilov 和 Shilnikov(1972, 1973) 第 一 个 研究 鞍点 环 的 不 变 流 形 非 横 截 相交 ， 
他 们 分 析 在 临界 参数 值 附近 Smale 马蹄 是 如 何 产生 和 消失 , 也 见 文 献 (Gruzdev, 
Neimark, 1975), 这 个 复杂 现象 的 详细 情形 是 由 Newhouse 等 (1983) 以 及 Palis 和 
Takens(1993) 研究 . 后 面 的 书 还 包含 有 在 非 横 截 同 宿 轨 道 于 壕 点 环 附近 定义 的 Poin- 
caré 映射 可 用 Hénon 映射 逼近 的 证 明 . 当 鞍 点 环 是 中 性 时 对 应 的 余 维 2 分 支 是 由 
Gonchenko 和 Gonchenko(2000) 研究 的 ， 这 引导 Gonchenko, Kuznetsov 和 Mei- 
jer(2004) 对 广义 Henon 映射 的 研究 . 非 双 曲 环 同 宿 轨道 分 支 原 先 是 由 A fraimovivh 
和 Shilnikov(1972, 1974, 1982) 分 析 ; 这 个 现象 的 近代 处 理 见 文献 (Ilyashenko, Li, 
1999). 

“蓝天 ”问题 第 一 个 是 由 Palis 和 Pugh(1975) 叙述 . Medvedev(1980) 在 Klein 
瓶 上 第 一 个 构造 了 这 种 分 支 的 明确 例子 . 但 是 , 当 趋 于 “蓝天 * 参数 值 时 构造 的 极限 
环 具 有 无 穷 多 个 折 分 支 . 稳定 环 的 “蓝天 ”分 支 的 “法 兰 西 * 号 角 装 置 是 由 Turaev 
和 Shilnikov(1995) 以 及 Gavrilov 和 Shilnikov(2000) 提出 并 分 析 (Shilnikov et al., 
2001, 第 12.4 节 ). 有 些 作者 朴素 地 把 任何 一 个 同 宿 分 支 看 成 : ' 蓝 天 ”突变 . 

在 环 上 的 连续 - 时 间 系 统 的 分 支 以 及 相应 的 圆周 映射 分 支 是 一 个 古典 课题 ， 要 
追溯 到 Poincaré 的 年 代 . 环 面 上 微分 方程 理论 的 一 个 好 介绍 可 在 书 (Arnold, 1983) 
找到 , 它 还 包含 了 Denjoy 定理 的 证 明 (Denjoy 1932; Nitecki, 1971). 通常 的 双 曲 不 


- 258 - 应 用 分 支 理论 基础 


变 流 形 (包括 环 面 ) 在 扰动 下 得 到 保持 是 由 Fenichel(1971) 证 明 的 . 当 通 常 的 双 曲 
性 失去 时 , 环 面 可 破裂 . 可 能 出 现 破 裂 的 情景 由 Arnold, Afraimovich, Ilyashenko 和 
Shilnikov(1994) 分 类 , 进一步 的 分 析 由 Broer, Simo 和 Tatjer(1998) 做 出 . 一 个 例子 
显示 分 支 序列 导致 不 变 环 面 破 裂 的 复杂 性 也 可 见 文献 (Aronson et al., 1982). 

具有 对 称 性 的 分 支 是 一 个 巨大 而 迅速 发 展 的 领域 . 这 里 标准 的 参考 书 是 Golu- 
bitsky 和 Schaeffer(1985) 以 及 Golubitsky, Stewart 和 Schaeffer(1988). 但 是 阅读 它 
们 需要 相当 高 深 的 数学 知识 . 中 心 流 形 定理 在 紧 对 称 群 上 的 实现 是 Ruelle(1973) $ 
述 的 . 到 非 紧 情形 的 推广 是 由 Sandstede, Scheel 和 Wulff(1997) 证 明 的 . 出 现在 离散 
对 称 系统 中 的 极限 环 和 它 的 分 支 的 主要 结果 是 由 Fiedler(1988) 以 及 Nikolaev(1994) 
得 到 的 . 本 书 对 Zo 等 价 系统 环 分 支 的 叙述 接近 于 Nikolaev(1992, 1995)( 也 可 见 文 
献 (Nikolaev, Shnol, 1998a, 1998b)). 
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这 一 章 讨论 一 般 双 参数 微分 方程 系统 的 平衡 点 分 支 . 首先 列 出 全 部 这 类 分 支 . 
然后 对 每 一 个 分 支 在 最 小 可 能 相 维 和 指定 有 关 的 一 般 性 条 件 下 推导 依赖 于 参数 的 
规范 形 . 接 下 来 , 截断 高 阶 项 并 显示 所 得 系统 的 分 支 图 . 完整 地 分 析 高 阶 项 的 影响 ， 
在 这 些 情形 它 并 不 定性 地 影响 分 支 图 , 截断 系统 对 有 关 的 分 支 提 供 了 拓扑 规范 形 . 
利用 依赖 于 参数 的 中 心 流 形 定理 和 定理 5.4( 见 第 5 章 ) 可 把 这 一 章 的 结果 应 用 到 n 
维系 统 中 去 . 结合 简化 /标准 化 技巧 对 所 有 余 维 2 分 支 临界 规范 形 系 数 作 了 推导 以 
结束 本 章 . 

用 参数 和 坐标 变换 将 系统 化 为 规范 形 可 导致 元 长 的 中 间 计 算 和 表达 式 , 使 得 这 
个 理论 看 上 去 呈现 不 必要 的 复杂 性 . 这 里 有 许多 这 样 的 表达 式 , 读者 会 考虑 尝试 反 
对 这 种 “ 手 算 ”. 强烈 建议 用 符号 操作 软件 包 之 一 , 这 对 这 个 问题 是 合适 的 ( 见 本 章 
末 练 习 15 以 及 第 10 章 文献 评注 ). 


8.1 平衡 点 的 余 维 2 分 支 一 览 
考虑 双 参 数 系统 
i= f(z,a), (8.1) 
这 里 x = (21,82, tn) E€ R",a € (a), 00)" € R?, f FE (x,a) 的 充分 光滑 函数 . 
8.1.1 RH 1 分 支 曲线 


假设 在 a = o, 系统 (8.1) 有 平衡 点 x = z0, 对 此 折 分 支 或 Hopf 分 支 条 件 满 
AE. 于 是 , 一 般 地 , 在 (a1, az) 平面 内 存在 分 支 曲线 B 沿 着 这 条 曲线 系统 具有 相同 
分 支 的 平衡 点 . 考虑 两 个 简单 例子 . 

例 8.1( 纯 量 系 统 的 折 分 支 曲线 ) ”假设 在 a = 0° = (a9 08)", 系统 


t= (za)， rER!, a= (a1,a2)! € R? (8.2) 
有 平衡 点 z = 2°, 特征 值 = fola, 0°) = 0. 考虑 非 线 性 纯 量 方程 组 


| f(a,a) = 0， R 


fe(z,a) = 0. 
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这 是 R? 中 以 (2,01,02) 为 坐标 的 两 个 方程 的 方程 组 .一般 地 , 它 定义 了 一 个 通过 
点 (2°,0°, a3) 的 一 维 光滑 流 形 (曲线 )T Cc R3( 见 图 8.1)， 这 里 “一 般 地 ”意味 着 


(8.3) 的 Jacobi 矩阵 
| fr fox fon ) 
fez fici faoa 


的 秩 是 最 大 , 即 等 于 2. 例如 , 如 果 定理 3.1 在 ao 关于 a 的 折 分 支 条 件 满足 : 
(A.1) 亡 =(z0,a0) Æ 0; 
(A.2) fa, (2°, a?) £ 0. 


图 8.1 分 支 曲 线 以 及 它 对 应 的 分 支边 界 B 
则 在 (z0,a0), RJ = 2, 因为 


fe. Fis O fan 
det = det = rata; 0. 
° es foa; ) : Pi feai )- Srebra 


这 时 , 由 隐 函 数 定理 , 满足 (8.3) 且 使 得 
X(a3) =z0o，4(ag) = a 


的 两 个 光滑 函数 
xz = X(az), 
H = A(a2) 
(局 部 ) 存在 . 这 些 函 数 定义 了 在 点 (zo,a0) 附近 由 a 参数 化 的 曲线 T. 由 连续 性 ， 
一 般 性 条 件 (A.1) 和 (A.2) 在 T 附近 的 点 也 满足 . 因此 , 构造 可 重复 以 进一步 延展 
这 条 曲线 . 
如 果 在 某 一 点 fo, = 0 但 fag #0. 其 中 fax £0, 类似 的 论述 给 出 由 w 参数 
化 的 工 的 局 部 存在 性 . 即使 在 某 点 fas = 0, 这 表明 非 退 化 条 件 (A.1) 不 成 立 , 系统 
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(8.3) 仍 可 以 定义 一 条 曲线 ， 只 要 
fa fas 
d 0. 
«( ae oe d 
如 前 , 在 这 样 的 点 , 秩 J = 2, HAT 由 z 局 部 参数 化 . 


每 一 点 (zx, a) eT 确定 了 系统 (8.2) 的 平衡 点 , 在 参数 值 a 这 个 平衡 点 有 零 特 
征 值 ( 见 系统 (8.3)). 标准 投影 


T :(x,a)> a 


将 工 映 为 参数 平面 上 的 曲线 8 = rT( 见 图 8.1). 折 分 支 在 这 条 曲线 上 发 生 . 人 
例 8.2 (平面 系统 中 的 Hopf 分 支 曲线 ) ”考虑 平面 系统 


&=f(x,a), x= (z1, £2)! ER? a= (a1, a2)" € R? (8.4) 


E a = a° = (af, a2)? 系统 有 平衡 点 2° = (19,19), 具 一 对 在 虚 轴 上 的 特征 值 
入 ,2 = +iwo. 现在 考虑 R* 中 以 (21, x2, al, 02) 为 坐标 的 三 个 纯 量 方程 的 系统 


f(z, a) = 0， 
| tr( 户 (z,a)) = 0, 2) 
这 里 tr 表示 和 矩阵 对 角 线 元 素 之 和 (WE). 显然 , (z0, 0°) 满足 (8.5), 因为 迹 等 于 f 的 
特征 值 之 和 . 如 果 平 衡 点 zx? 在 ao 有 一 般 Hopf 分 支 , 那么 (8.5) 的 Jacobi 矩阵 在 
(2°, 0°) 有 最 大 的 秩 (等 于 3). 证 明 留 给 读者 . 事实 上 , 在 较 少 限制 假设 下 这 个 秩 仍 
等 于 3. 因此 , 系统 (8.5) 在 R4 定义 了 通过 (zx?, a?) 的 曲线 .曲线 上 的 每 一 点 给 
出 (8.4) 具 和 ,2 = tiwo, wo > 0 的 平衡 点 , 只 要 det (f(z,Q)) > 0. T Æ (ai,a2) 平 
面 上 的 标准 投影 给 出 了 Hopf 分 支边 界 B = oT. 
注意 , (8.5) 中 第 三 个 方程 对 有 两 个 实 特征 值 


的 平衡 点 也 满足 , 这 里 r > 0. 这 时 det (f(z,a)) < 0, 平衡 点 称 为 中 性 鞍点 . a 
性 鞍点 , 鞍点 量 o = Xi + àz = 0( 见 第 6 章 ). 

例 8.1 和 例 8.2 的 构造 可 以 推广 到 任意 高 的 n 维 相 空间 中 去 ， 如 前 ， “ah 

a =a? 系统 (8.1) 有 满足 折 分 支 或 Hopf 分 支 条 件 的 平衡 点 z = 2°. 在 每 一 个 情 

形 , 借助 于 Jacobi 矩阵 f, 的 元 素 可 构造 一 个 光滑 纯 量 函数 y = yle a). 将 这 个 函 
数 加 到 平衡 点 方程 得 系统 

f(x,a) =0, 

| ea, (8.6) 
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一 般 地 , 它 在 以 (x,a) 为 坐标 的 及 "+2 中 定义 一 条 通过 点 (0,00) 的 曲线 T. T Æ 
由 满足 确定 分 支 条 件 的 平衡 点 组 成 . T 在 a 平面 上 的 标准 投影 对 应 于 分 支边 界 5. 
在 折 分 支 情形 函数 y 最 容易 构造 . 满足 


Y = Ylz, a) = det( fz (x, a)) (8.7) 


的 系统 (8.6) 定义 的 平衡 点 曲线 至 少 有 一 个 零 特 征 值 . 事实 上 , 是 fa 的 所 有 特征 
值 的 积 , 因此 在 具 零 特征 值 的 平衡 点 为 零 . 可 以 验证 , 在 一 般 的 折 分 支点 (zo,ao)， 
秩 J=n+1, HP J Æ (8.6) 关于 (z,a) 的 Jacobi 矩阵 . 

函数 多 = wa(z,a) 可 以 对 Hopf 分 支 构造 . 也 就 是 说 ， 


bu (x, a) = det (2f2(z,a) © In), (8.8) 


其 中 © 表示 两 个 矩阵 的 双 交 错 积 . 这 个 积 是 某 个 3n(n — 1) 阶 方 阵 . 函数 wn 等 于 
fe 所 有 形式 上 不 相同 特征 值 之 和 的 积 : 
bu =| [A + dj). 
i>j 
因此 , 它 在 一 对 其 和 为 零 的 特征 值 的 平衡 点 等 于 零 . 同时 指出 在 一 般 Hopf 分 支 秩 
J=n+1. 在 第 10 章 将 回 到 双 交 错 积 的 确切 定义 和 实际 计算 . 


8.1.2 ” 余 维 2 分 支点 


令 参数 (al,az) 同时 变化 去 追踪 分 支 曲线 (E B). 于 是 , 在 某 些 参数 值 监控 
非 双 曲 平衡 点 时 下 面 的 事情 或 许 会 发 生 : 

(i) 额外 的 特征 值 趋 于 虚 轴 , 因此 改变 了 中 心 流 形 We 的 维 数 ; 

(ii) 某 些 对 余 维 1 分 支 的 一 般 性 条 件 不 满足 . 

对 邻近 的 参数 值 我 们 可 期 望 出 现 系统 新 的 相 图 , 这 意味 着 余 维 2 分 支 的 出 现 . 
折 分 支 或 Hopf 分 支 不 同 的 一 般 性 条 件 有 着 不 同 的 特性 . 正如 在 第 3 章 看 到 , 有 些 
条 件 ( 称 为 “ 非 退 化 条 件 ”) 意味 着 在 中 心 流 形 上 方程 的 规范 形 系数 在 临界 点 不 为 
零 ， 这些 系数 可 用 f(z,0) 在 平衡 点 的 Taylor 系数 来 计算 . RZ, 有 些 条 件 ( 称 为 
“ 横 截 性 条 件 ") 包含 有 f(z, a) 关于 某 些 参数 a; 的 某 些 导数 . 这 两 种 类 型 的 条 件 在 
分 支 分 析 中 起 着 不 同 的 作用 . 非 退 化 条 件 本 质 上 决定 在 参数 扰动 下 出 现 平衡 点 以 
及 环 的 个 数 和 稳定 性 , 而 模 截 性 条 件 只 不 过 建议 引入 新 参数 以 “ 开 折 ” 分 支 ( 见 第 
3 章 ). 因此 , 只 有 破坏 非 退 化 条 件 才能 产生 新 的 相 图 . 例如 , 在 Hopf 分 支点 , 车 


ð 
Ba A1,2(@) = 0, 


则 一 般 地 , 当 a 通过 临界 值 时 特征 值 不 穿 过 虚 轴 . FAIRS BAG 
界 参 数值 有 相同 的 局 部 相 图 . 
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先 追 随 折 分 支 曲 线 B,， 一 个 在 这 条 曲线 上 的 典型 点 确定 的 平衡 点 有 单 零 特征 
值 和 1 = 0, 且 没 有 其 他 特征 值 在 虚 轴 上 . (8.1) 在 中 心 流 形 We 上 的 限制 有 形式 
E = bE? + O(€?). (8.9) 
关于 系数 的 公式 已 经 在 第 5 章 推导 过 . 由 定义 , 系数 a 在 非 退 化 折 分 支点 不 为 零 . 


跟踪 此 曲线 可 遇 到 下 面 的 奇异 性 : 
(1) 另外 的 特征 值 和 s FER, We 变 成 一 维 : 


Al,2 =0 


( 见 图 8.2(a))， 这 是 Bogdanov-Takens (或 零 - 零 ) 分 支 的 条 件 . 要 有 这 种 分 支 ， 需 要 
n > 2. 


(2) 两 个 另外 的 复 特 征 值 2,3 到 达 虚 轴 , W 变 成 三 维 : 
Mt = 0, 和 2 3 一 tiwo, 


对 wo > 0( 见 图 8.2(b)). 这 些 条 件 对 应 于 折 Hopf (fold-Hopf) 分 支 , 有 时 称 为 Gavr- 
ilov-Guckenheimer 分 支 或 零 -对 分 支 . 显然 要 出 现 这 种 分 支 , WE n > 3. 


(b) 
8.2 RÈ 2 的 线性 奇异 性 


(3) 特征 值 Xi = 0 保持 单 的 , 且 只 有 这 一 个 在 虚 轴 上 (dim W° = 1), 但 是 (8.9) 
中 规范 形 系 数 a AS: 
à 一 0， b=0. 


这 是 尖 分 支 条 件 , 只 有 在 n> 1 的 系统 中 才 可 能 出 现 . 注意 , 仅仅 观察 平衡 点 的 特 
征 值 是 无 法 发 现 这 种 分 支 的 , 因为 f(c,0) 的 二 次 项 包含 在 b 的 计算 中 . 这 种 类 型 
的 分 支 有 时 称 为 “ 非 线 性 项 的 退化 性 ”. 

现在 追随 系统 (8.1) 的 Hopf 分 支 曲线 By. 在 这 条 曲线 上 的 典型 点 , 系统 有 单 
对 纯 虚 特征 值 Aro = iwo, wo > 0 的 平衡 点 , 且 没 有 其 他 具 Re 和 = 0 的 特征 值 . 
中 心 流 形 We 在 此 情形 是 二 维 , HEE ( 极 ) 坐标 (pp), 在 此 坐标 系 下 (8.1) 在 此 
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流 形 上 的 限制 轨道 等 价 于 
p =h? + O(p'), (8.10) 
p= 1+ O(p*). 
公式 中 的 系数 | 已 经 在 第 3 章 和 第 5 章 中 推导 过 . 由 定义 , 在 非 退 化 的 Hopf 点 
se, 


当 沿 着 这 曲线 移动 时 , 还 会 遇 到 下 面 新 的 可 能 性 : 
(4) PSS MS HY SS SERRE EA Ag. 趋 于 虚 轴 , We 变 成 四 维 : 


Al,2 = iwo, A34 = iw, 


wo,1 > 0( 图 8.2(c)). 这 些 条 件 定义 了 HopfHopf 分 支 或 对 -对 分 支 AB n > 4 这 种 
分 支 才 可 能 发 生 . 

(5) 最 后 , 当 Xia = iwo 保持 单 时 第 一 个 Lyapunov 系数 1 可 能 为 零 , 因此 ， 
dim W° = 2, 


A1,2 = tiwo, ly = 0. 


在 这 一 点 ,“ 软 的 "Andronov-Hopf 分 支 变 成 “ 硬 的 ”分 支 (或 反之 ). 称 这 种 情形 
为 Bautin 分 支 ( 见 文献 评注 )， 通 常 称 它 为 广义 (或 退化 )Hopf Ye. WME n > 2, 
这 是 有 可 能 的 . 如 同 尖 分 支 , Bautin 分 支 不 可 能 只 观察 特征 值 就 能 发 现 . 我 们 必须 
考虑 到 (8.1) 右 端 在 平衡 点 的 Taylor 级 数 的 二 次 项 和 三 次 项 的 系数 

显然 , 当 wo 趋 于 零 时 , 沿 着 Hopf 分 支 曲线 Bogdanov-Takens 分 支 也 可 定位 . 
在 这 点 两 个 纯 虚 特征 值 重合 得 二 重 零 特征 值 . 如 果 继 续 跟踪 由 (8.6) 定义 的 曲线 , 其 
P Y= wn 由 (8.8) 给 出 , 我 们 将 注意 到 一 个 特征 值 满足 A = A 的 中 性 鞍点 平 
衡 点 , 显然 , 跟踪 Hopf 分 支 曲线 时 折 Hopf 分 支 也 可 能 被 找到 

因此 , 我 们 识别 了 五 种 分 支点 , 这 些 在 沿 着 余 维 1 曲线 移动 时 在 一 般 的 双 参 数 
系统 中 都 可 能 会 遇 到 ， 这 种 分 支 的 每 一 种 都 由 两 个 独立 条 件 所 刻画 (因此 是 余 维 
2). 在 一 般 的 连续 -时 间 系 统 中 不 存在 其 他 余 维 2 分 支 . 

8.2~8.6 节 在 最 少 可 能 的 相 空间 维 数 下 系统 地 研究 这 些 分 支 . 每 一 个 余 维 2 分 
支 的 分 析 组 织 得 类 似 于 对 余 维 1 分 支 的 研究 : 

(i) 首先 ， 任何 一 个 具有 分 支 的 一 般 双 参数 系统 都 可 用 光滑 的 坐标 , 参数 的 可 逆 
变换 以 及 时 间 重 参数 化 (如果 有 必要 ) 化 为 依赖 于 参数 的 最 简 单 的 形式 . 在 这 个 推 
导 的 过 程 中 某 些 非 退 化 条 件 和 横 截 性 条 件 将 加 在 系统 中 使 得 变换 成 为 可 能 . 这 些 条 
件 明 确 指出 系统 是 “一 般 ” 的 . 

(ii) 然后 , 截断 高 阶 项 并 叙述 所 得 系统 的 分 支 图 , 有 时 称 这 种 系统 为 “近似 规范 
形 ” 或 “模型 系统 ". 对 这 个 系统 有 非 退化 的 分 支 图 ， 一 些 额 外 的 一 般 性 条 件 在 这 一 
步 就 得 加 进去 . 


第 8 章 连续- 时间 动力 系统 平衡 点 的 双 参 数 分 支 - 265 . 


(iii) 最 后 , 讨论 高 阶 项 的 影响 . 

对 尖 分 支 、Bautin 分 支 和 Bogdanov-Tankens 分 支 , 高 阶 项 并 不 定性 地 影响 分 
支 图 , 对 模型 系统 给 出 了 对 应 分 支 的 拓扑 规范 形 ( 见 第 2 章 定义 ). 注意 , 在 一 般 的 纯 
量 系统 或 者 平面 系统 中 , 这 些 恰好 是 可 能 的 余 维 2 分 支 . 对 剩 下 的 余 维 2 分 支 ( 折 
Hopf 和 Hopf-Hopf 情形 最 低 相 维 分 别 为 n = 3 M n = 4), 情况 更 为 复杂 , 因为 高 阶 - 
项 会 改变 分 支 图 . 如 果 考 虑 到 这 些 项 , 就 要 讨论 系统 的 性 态 哪些 特性 将 保持 , 哪些 
不 保持 . 在 任何 情形 , 近似 规范 形 的 研究 提供 在 分 支点 附近 系统 性 态 的 重要 信息 . 

所 得 结果 可 利用 Shoshitaishvili 的 定理 5.4 推广 到 n 维 情形 . 由 这 个 定理 得 知 ， 
在 临界 参数 值 附 近 所 有 出 现在 不 变 中 心 流 形 We 上 的 “本 质 ” 性 态 沿 横 截 方向 ( 标 
准 双 曲 性 ) 指数 地 吸引 或 者 排斥 , 得 到 的 图 描述 了 系统 在 We 上 限制 的 分 支 . 为 确 
定 所 给 系统 的 分 支 情况 , 对 应 的 临界 规范 形 系 数 必须 计算 了 . 8.7 节 用 结合 简化 / 规 
范 化 方法 推导 所 有 余 维 2 分 支 的 临界 规范 形 系数 . 


8.2 R 分 支 


8.2.1 ”规范 形 的 推导 

t= f(z,a), rER!, oaeR?, (8.11) 
函数 f 光滑 ， 在 a = 0 有 平衡 点 z = 0, 对 此 尖 分 支 条 件 满 足 , B A= 广 (0,0) = 0, 
以 及 b= fa(0, 0) = 0. WAER 3 章 对 折 分 支 的 分 析 , f(z,a) 在 zx = 0 关于 > 
的 Taylor BRE 


f(z,a) = fola) + fila)a + fo(a)z* + fa(a)2* + O(c'). 


由 于 z=0 是 平衡 点 . 有 Ha = f(0,0)=0. 由 尖 分 支 条件 得 f1(0) = fe(0,0) = 0, 
以 及 f2(0) = fz(0, 0) = 


如 第 3 le 
E= r + ôla) (8.12) 
分 析 (8.11) 右 端的 简化 . 将 (8.12) 代入 (8.11) 并 考虑 到 f(z,a) 的 展开 式 得 


€ =[fo(a) — fi(a)s + 62p(a, O)] + [fi(a) — 2f2(a)5 + 6206(a, 6)]é 
+ [fe(a) — 3f3(a@)6 + 62W%(a， 0)]82 二 [Ps(a) + b(a, ð yes +O (£4), 
® 假设 系统 -- 般 地 依赖 于 参数 故 要 求 横 截 性 条 件 满 足 ， 原则 上 , 这 必须 分 开 验 证 . 
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其 中 y,9,w 和 9 为 菜 光 滑 函 数 . 由 于 fo(0) = 0, 所 以 不 能 用 隐 函 数 定理 选择 函 
数 O(a) 以 消去 上 面 方程 中 E 的 线性 项 (如 第 3 章 ). 但 是 , 存在 光滑 平移 函数 dla), 
6(0) = 0, 对 所 有 充分 小 ||al| 可 消去 方程 中 的 二 次 项 , 只 要 
(CD fa(0) = = faza (0,0) £0. 
为 看 到 这 一 点 , 以 F(a, ô) 记 Ee 前 面 的 系数 : 
F(a, ô) = fo(a) — 3f3(a)6 + Yla, ô). 


A 

OF 
86 | 
因此 , 隐 函 数 定 理 给 出 光滑 纯 量 函数 6 = 5(a) 的 (局 部 ) 存在 性 和 唯一 性 , 使 得 
6(0) = 0 且 对 足够 小 ||al| 有 


F(0,0) = 0， = —3f3(0) £0. 
,0) 


F(a,d(a))=0. 
用 上 面 构造 的 i(a), € 方程 中 就 不 包含 有 二 次 项 . 现在 可 用 


| pla) = fola) — fi(a)5(a) + 5?(a)y(a, 6(a)), 
mla) = fila) — 2f2(a)5(a) + 6?(a)4(a, 5(a)) 


引入 新 参数 jy = (m, p2). 这 里 ji 是 方程 中 与 & 无 关 的 项 , wo 是 前 面 的 系数 . 显 
然 , u(0) = 0. 参数 (8.13) 可 定义 , WRB y = ula) 的 Jacobi 矩阵 在 a, = as =0 


非 奇异 : 
(C.2) det (3) a = ae ( i a 


于 是 , 由 反 函 数 定理 , 局 部 存在 唯一 光滑 逆 函 数 a = alu) 满足 a(0) = 0. HIE, EX 
程 现在 化 为 


(8.13) 


# 0. 


a=0 


E= m + p£ + c(u)é* + O(€4), 

其 中 c(u) = fs(a(u)) + 6(a(u))0(a(u), 6(a(u))) 是 的 光滑 函数 , 且 由 于 (C.1), 
c(0) = f3(0) = = feza(0, 0) £0. 

最 后 , 执行 线性 尺度 化 


= Tew] 
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A=, b= p 
le(u)| 


这 给 出 
ù = bı + Bon + sn? + O(n), (8.14) 

其 中 s = sign c(0)= +1, 以 及 可 光滑 依赖 于 8 的 项 O(n*). 

因此 证 明了 下 面 引 理 . 

引 理 8.1 ”假设 一 维系 统 

t=f(z,a), rE€R!, a€ R?’, 
f AR, 在 a = 0, 有 平衡 点 z= 0, 尖 分 支 条 件 满足 : 
ye, 0/20; iw 5 fee(0,0) =: 


假设 下 面 的 一 般 性 条 件 得 到 满足 : 
(C.1) fzzz(0,0) # 0; 
(C.2) (fos fzaz = fos fra, )(0, 0) 天 0. 
则 存在 坐标 和 参数 的 光滑 可 逆 变 换 将 系统 化 为 


Ñ = Bı + Bon +n? + O(n"). 口 
+ (1) 注意 , 由 (C.2) 得 知 , 由 
f(z, a) =0, 
fc (x, a) =0 


定义 唯一 光滑 折 分 支 曲线 T, 它 在 以 (z,a) 为 坐标 的 R 空间 中 通过 (z, a) = (0,0) 
并 局 部 地 由 z 参数 化 (A 8.1.1 节 ). 

(2) 给 定 户 (0,0) = fz(0,0) = 0, 非 退化 条 件 (C.1) 和 横 截 条 件 (C.2) 一 起 等 
价 于 由 

(za)] + (f(z, oa), fr(x, a), frx(x,@)) 

定义 的 映射 T : R? RS 在 点 (z,a) = (0,0) 的 正则 性 (Jacobi 矩阵 的 非 奇 性 )， 4 

(8.14) 被 截 去 项 O(n*) 的 系统 称 为 尖 分 支 的 近似 规范 形 . 在 下 面 的 小 节 里 将 研 
究 它 的 分 支 图 , 并 将 看 到 高 阶 项 事实 上 并 不 改变 它 的 性 态 . 这 说 明 称 


1 = Br + Bon+n? 


为 尖 分 支 的 拓扑 规范 形 是 有 道理 的 . 
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8.2.2 ”规范 形 的 分 支 图 
考虑 对 应 于 s = -1 的 规范 形 : 
ù = Bi + Bon — n’. (8.15) 
它 的 分 支 图 容易 分 析 . 系统 (8.15) 可 有 1 到 3 个 平衡 点 . 折 分 支出 现在 (A, Go) 平 
面 的 分 支 曲 线 TT E, 它 是 曲线 


r.J B+Ban -m=0, 
| Be -—3n? =0 


在 参数 平面 上 的 投影 . 从 这 两 个 方程 消去 7 得 投影 
T = {(G1, 82) : 483 — 276? = 0}. 


这 是 一 条 半 立 方 抛物 线 ( 见 图 8.3). 曲线 T 有 两 个 分 枝 五 和 To, 它们 在 尖 点 (0,0) 
相 切 . 所 得 的 模 将 参数 平面 分 成 两 个 区 域 . 在 攀 内 部 的 区 域 1 中 有 系统 (8.15) 的 三 
个 平衡 点 , 两 个 稳定 , 一 个 不 稳定 , 在 攀 的 外 部 的 区 域 2 存在 单个 平衡 点 , 它 是 稳定 
的 (图 8.3). 容易 验证 , 如 果 在 异 于 原点 的 任 一 点 穿 过 N 或 To, 非 退 化 折 分 支 ( 关 
于 参数 B81) RÆ. 如 果 从 区 域 1 到 区 域 2 穿 过 曲线 n, 右边 的 稳定 平衡 点 与 不 稳 
定 平衡 点 相遇 而 两 者 都 消失 . 左边 的 稳定 平衡 点 与 不 稳定 平衡 点 在 Ts 同样 情况 发 
E. 车 从 区 域 1 内 部 趋 于 尖 点 , 则 三 个 平衡 点 都 合并 成 (8.15) 右 端 的 三 重 根 . 


图 8.3 一 维 尖 分 支 
叙述 这 种 分 支 的 一 个 有 用 的 方法 是 在 R 中 画 出 (8.15) 的 平衡 点 流 形 


M = {(n, 81, 82): Bi + B2- n? =0}, 
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见 图 8.4. M 在 (61, G2) 平面 上 的 标准 投影 沿 着 工 除了 原点 有 折 型 奇异 性 , 在 原点 
显示 尖 点 奇异 性 . 注意 , HAT 到 处 光滑 且 在 尖 点 没有 几何 奇异 性 . 投影 使 得 折 参 
数 边 界 不 光滑 . 

尖 分 支 导致 出 现 的 现象 是 大 家 知道 的 滞后 (hysteresis) WR. 更 确切 地 , REE 
分 枝 T BET, 上 的 突变 “跳跃 " 到 不 同 稳定 平衡 点 (起 因 于 参数 变化 时 折 分 支 使 得 
追踪 的 稳定 平衡 点 消失 ) 是 发 生 在 分 枝 T 还 是 T 上 , 取决 于 被 追踪 的 平衡 点 原先 
属于 M 的 上 面 一 片 还 是 在 M 的 下 面 一 片 ( 见 图 8.5). 如 果 在 参数 平面 围绕 原点 
一 图 , 将 穿 过 横 两 次 , 跳跃 将 在 T 的 每 个 分 校 上 出 现 . 

情形 s = 1 可 类 似 处 理 , 或 者 用 代 换 上 一 -t, B81 > -i, Bs > 一 Bo 将 它 化 为 
已 经 考虑 过 的 情形 . 在 这 情形 , 截断 系统 典型 地 有 一 个 不 稳定 平衡 点 或 者 一 个 稳定 
平衡 点 和 两 个 不 稳定 平衡 点 , 通过 折 分 支 时 它们 可 成 双 地 相遇 而 消失 . 


1 
7 ; M 


8.4” 尖 分 支 附 近 的 平衡 点 流 形 图 8.5 ” 尖 分 支 附近 的 滞后 


8.2.3 ”高 阶 项 的 影响 


下 面 的 引 理 实际 上 指出 (8.14) 中 的 高 阶 项 是 无 关 紧 要 的 . 
引 理 8.2 A% 
ù = Bi + Bon En? + O(n") 


在 原点 附近 拓扑 等 价 于 系统 
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ù = Bi + Bont. 口 


这 个 引 理 的 一 个 初等 证 明 在 这 一 章 练习 2 的 提示 中 有 概要 说 明 . 现在 叙述 一 
条 一 般 定理 来 结束 对 尖 分 支 的 分 析 . 

定理 8.1( 尖 分 支 的 拓扑 规范 形 ) ”任何 一 个 一 般 的 在 a = 0 有 平衡 点 工 一 0 
且 在 平衡 点 有 尖 分 支 的 双 参 数 纯 量 系统 


îi = f(r,a) 
在 原 点 附近 是 局 部 拓扑 等 价 于 下 面 规范 形 之 一 : 
ù = Bi + Bonen. 口 


如 果 n 维系 统 有 类 分 支 , 上面 的 定理 应 该 被 应 用 于 中 心 流 形 上 的 方程 ( 见 第 5 
章 ). 回忆 c(0)( 因 此 规范 形 中 的 符号 ) 可 以 用 公式 (5.28) 和 (5.23) 计算 . 在 8.7 节 
给 出 一 个 c(0) 的 另 一 个 推导 . Shoshitaishvili 定理 对 这 个 情形 给 出 下 面 的 拓扑 规范 
形 : 


E=- 
Ç+ = C+, 


EP n eR, C4 ER”, n Al ny 是 临界 平衡 点 具 Re \ <0 和 Re A > 0 的 特征 值 
个 数 . 图 8.6 显示 n = 2, c(0) <0, 且 在 尖 点 第 二 个 特征 值 是 负 (n_=1, mn; =0) 时 


的 分 支 图 . 


| ù =b + Bon +n, 


T, Ts 


© 


ysa 


图 8.6 平面 上 的 尖 分 支 


= 
say 
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8.3 Bautin (广义 Hopf) a3 


8.3.1 ”规范 形 的 推导 


假设 系统 
t= f(r,0), rER!, acR?, (8.16) 


其 中 函数 f 光滑 , 在 a = 0 有 平衡 点 x = 0, 满足 Bautin 分 支 条 件 . 更 确切 地 说 , F 
衡 点 有 一 对 纯 虚 特征 值 和 1,2 = iwo, wo > 0, 且 第 一 个 Lyapunov RAAF, lı = 0. 
由 于 入 = 0 不 是 特征 值 , 对 所 有 充分 小 ||all, 当 参 数 变 化 时 平衡 点 一 般 会 移动 但 仍 
保持 孤立 并 接近 于 原点 ， 如同 对 Andronov-Hopf 分 支 的 分 析 , 对 所 有 足够 小 |lal| 
的 a, 总 可 以 利用 依赖 于 参数 的 坐标 平移 将 平衡 点 移动 到 c = 0, 从 现在 起 , 假设 
f(0,a) 三 0. 

由 引 理 3.3, 可 将 (8.16) 写 为 复数 形式 


ż = (u(a) + iw(a))z + g(z,Z,a), > ECl (8.17) 
这 里 pw 和 9 是 它们 变量 的 光滑 函数 , y(0) = 0,w(0) = wo, 形式 地 


1 a 
g(z,z,a)= $, ggs (0) a, 
k+l>2 °° 


其 中 函数 gula) 光滑 . 
引 理 8.3 (Bautin 分 支 的 Poincaré 规 范 形 ) ”方程 


z= X(Q)z + >P 9 (0)2ta + O(|z|S), (8.18) 
2<k+I<5 `" 
其 中 Aa) = pla) + iw(a), p(0) = 0, w(0) = wo > 0,: 对 所 有 充分 小 |la||, 可 经 可 逆 
的 光滑 依赖 于 参数 的 复 坐标 变换 : 
z=wt >» a (a)w*w', hala) = jaz(a) = 0, 


Wl 
2<k+1<5 kil! 


化 为 方程 
w = Aaw 二 cli(a)wlw + ca(ajalw| + OlwlÊ). (8.19) 
Oo 


这 条 引 理 可 用 与 引 理 3.6 的 相同 方法 证 明 . 由 引 理 3.6, 可 以 假定 (8.18) 中 的 
所 有 二 次 项 和 非 共 振 三 次 项 都 已 经 消去 : goo = gı = go2 = 930 = 912 = gai = 0, 
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以 及 5021 =o. 于是, 适当 选取 hij, i 十 j = 4, 可 以 消去 (8.18) 中 所 有 四 次 项 , 当 
改变 五 次 和 更 高 次 项 系数 时 没有 去 触及 三 次 共振 项 的 系数 ola). 最后, 可 以 “ 移 
去 "(8.19) 中 除了 共振 项 以 外 的 所 有 五 次 项 . 这 些 计 算 可 作为 符号 操作 很 好 的 练习 . 
系数 c(a) 和 ca(a) 是 复数 , 用 时 间 重 参数 化 可 使 它们 同时 成 为 实数 . 
引 理 8.4 A (8.19) 局 部 轨道 等 价 于 系统 


w= (v(a) + iw + h(a)whvh + lo(a)wlw|* 二 OUaol9)， (8.20) 


其 中 v(a), L(a) 以 及 h(a) RK BH, v(0) = 0. 
证 明 ”首先 , 引入 新 时 间 r= w(a)t. 由 于 w(0) = wo > 0, 对 所 有 充分 小 ial 
时 间 方向 保持 . 这 给 出 


T = (v(a) +i)w + dı (a)wlwl? + do(a)wlwl4 + O(lwls), (8.21) 
a (a) (a) (a) 
_ pla ala _ cz(a 


注意 , v1,di 和 do 光滑 , 而 di,2 仍 是 复 值 . 
接 下 来 , 沿 着 (8.21) 的 轨道 引入 新 时 间 9 使 得 


dr = (1 + €1(a)}w|? +ez(a)lwl4)d6， 
以 改变 时 间 参 数 化 , 其 中 实 函数 e 还 得 定义 . 借助 于 0, (8.21) 可 写 为 


Se = (v +i)w + ((v +ije1 + di)wlwl? + ((v + i)ez + e1dı + dz)wļw|4 + O(\w}°). 


d 
因此 , + 

el(a) = —Im di(a), ez(a) = —Im dz(a) + [Im dı (a)j? 
i d 

S = (v(a) +i)w + h(a)whwl? + 12(a)whwlt + O(hels), 
其 中 


l(a) = Re di(a) 一 z(a)Im di(a) = Seela — u(a) mao 


(8.22) 
是 第 3 章 引入 的 第 一 个 Lyapunov 系数 , 以 及 
la(a) = Re dz(a) — Re dı (œ) Im di(a) +v(a) ((Im dı (a)? — Im dz(a)). 


函数 v(a), hla) 和 lla) 光滑 且 是 实 值 . 口 
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定义 8.1 KBR h(a) 称 为 第 二 个 Lyapunov 系数 . 
在 (8.22) 中 用 的 «a = ala) 可 以 用 公式 ( 见 第 3 章 ) 


g21 | g20911(2 和 十 入 ) pe lgl? \go2|?_ 
2 QAP NN 


计算 , 其 中 入 = Ala), ge = gula). 
在 Bautin 分 支点 , 这 里 


0) =0, (0) = a = (Re ga(0) — Im(gx(0)on(0)) ) = 


Cl = 


1(0) = Re Presl, 


下 面 的 公式 给 出 12(0) Æ Bautin Hose Reames 
1 
1212(0) 一 一 Re g32 
wo 
1 1 
+ aes [920931 — 911(4931 + 3922) 一 3 902(940 + 913) — 930912} 
1 
+ ag {Re (920(911(3912 — 930) + go2 (arz = 3m) + + 3902903) 


aie is l 
+ 911(Go2 3930 + 3912 | + 3 902903 一 4911930)] 
+ 3Im(g20911) Im g21} 
1 eet ae 
F za tim [911902(930 — 3920911 — 49?,)] 
0 


+ Im(g20911)[3 Re(g20g11) — 2\go2|"}, (8.23) 


其 中 , 所 有 的 gx 都 在 a = 0 计算 . 在 推导 这 个 公式 时 要 考虑 到 方程 11(0) = o( = 或 


者 , 等 价 地 , Re gai = 二 mooon)) 
假设 在 Bautin 点 
(B.1) l2(0) £0. 


点 a=0 的 邻 域 可 由 两 个 新 参数 参数 化 , 第 一 个 的 零点 轨迹 对 应 于 Hopf 分 支 条 件 ， 
在 给 定 的 Bautin 点 两 者 同时 为 零 . 显然 , 可 以 把 v(a) 视 为 第 一 个 参数 , 而 把 la) 
视 作为 第 二 个 参数 . 注意 , 它们 两 个 对 所 有 充分 小 llal| 都 有 定义 且 在 a = 0 WE. 


因此 , 用 映射 
{ Hı = v(a), 
2 = l(a) 


(8.24) 
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引入 新 参数 (m, 12), 假设 它 在 a = 0 正则 : 


ðv Ov On On 
l aal daz _ da, Oa 
(B2) det (2 z ) = det (3% 2 | #0. 
Oa, az a=0 Oa, Jag a=0 


由 于 wo #0, 这 个 条 件 可 容易 地 用 ula), Re c(a) 和 Im ci(a) 表达 . 这 等 价 于 映射 
(8.24) 的 局 部 光滑 可 逆 性 , 因此 可 用 j 来 表达 a, 由 此 得 方程 


ù = (m + i)w + powlw|? + La(p)whwl + O(\wI%), 


由 于 (B.1), 其 中 Le(u) = b(a(u)) 是 满足 L2(0) = 12(0) 40 u 的 光滑 函数 . 于 


是 重 尺度 化 
w= Lztp) lu uec}, 
以 及 定义 参数 
By = pn, 
| Bz = VIL2(p)| p2, 
得 规范 形 


ù = (B + iju + Boulul? + sulu|* + O(lul®). 


其 中 s = sign 12(0) = +1, m l2(0) 是 由 (8.23) 所 给 . 
总 结 所 得 结果 , 可 叙述 为 下 面 定 理 . 
定理 8.2 ”假设 平面 系统 


z= f(z,a), ze 了 有 2，a € R?, 
f AR, 有 平衡 点 工 = 0, 对 所 有 充分 小 |lal|, 具 特征 值 
à1,2(a) = NA(a) + iw(a), 
其 中 w(0) > 0. # a=0, KR Bautin 分 支 条 件 成 立 : 
A(0) = 0， (0) = 0， 


其 中 hla) 是 第 一 个 Lyapunov 系数 . 假设 下 面 的 一 般 性 条 件 满足 : 

(B.1) lo(0) A 0, 这 里 l2(0) 是 由 (8.23) 给 出 的 第 二 个 Lyapunov 系数 ; 

(B.2) 映射 ar (u(a), h (a))T Aa=0 正则 . 
则 由 所 引入 的 复 变量 , 应 用 光滑 依赖 于 参数 的 可 逆 坐 标 变换 ， 以 及 执行 光滑 的 参数 
和 时 间 变 换 , 系统 可 简化 为 复数 形式 


ż = (Bı +i)z+ Boz\z|? + sz|z|4 + O(|zl5)， (8.25) 
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这 里 s = sign 12(0) = +1. 口 
用 与 对 尖 分 支 分 析 的 同样 方法 进行 讨论 . 首先 , 将 研究 (8.25) 去 掉 O(|z|s) 项 
所 得 的 近似 规范 形 . 如 将 看 到 的 , 这 个 近似 规范 形 也 是 Bautin 分 支 的 拓扑 规范 形 . 


8.3.2 ”规范 形 的 分 支 图 
$ s = -1 并 把 没有 O(\z|°) 项 的 系统 (8.25) 用 极 坐 标 (p,p), z = pei? BH 


| a i + Bop? — p4), (8.26) 


(8.26) 中 的 两 个 方程 是 互相 独立 的 . 第 二 个 方程 描述 单位 角速度 的 旋转 . 第 一 个 方 
程 的 平凡 平衡 点 p = 0 对 应 于 截断 系统 的 仅 有 的 平衡 点 ,z = 0. (8.26) 第 一 个 方程 
的 正平 衡 点 满足 

Bi + Bop” — p* =0, (8.27) 
它 刻 画 圆 形 极限 环 . 方程 (8.27) 可 有 零 个 、 一 个 或 两 个 正解 ( 环 ). 这 些 解 沿 着 直线 


H = {((3;, 82) : B = 0} 
从 平凡 点 分 枝 并 在 半 抛 物 线 
T = {(51, 82) : 82 +481 =0, A2 > 0} 


相遇 而 消失 . 环 的 稳定 性 可 从 (8.26) 的 第 一 个 方程 明显 地 察觉 . (8.26) 的 分 支 图 描 
绘 在 图 8.7. 直线 H 对 应 于 Hopf 分 支 : 沿 着 这 条 直线 平衡 点 有 特征 值 和 2 = i. 
Bi < 0 平衡 点 稳定 , 81 > 0 时 平衡 点 不 稳定 . 第 一 个 Lyapunov 系数 (8) = Go. Al 
此 , Bautin 分 支点 Bi = Go = 0 分 五 为 两 个 分 枝 : HE Al H, 它们 分 别 对 应 Hopf 
分 支 的 负 Lyapunov 系数 和 正 Lyapunov 系数 ( 即 “ 软 ” 和“ 硬 ”). 若 从 左 到 右 穿 过 
互 _, 则 从 平衡 点 分 支出 稳定 极限 环 , 若 相反 方向 穿 过 AL, , 则 出 现 不 稳定 极限 环 . 这 
些 环 在 对 应 于 环 的 非 退 化 折 分 支 (第 4, 5 章 研究 过 ) 的 曲线 T 上 相遇 并 消失 . 沿 着 
这 条 曲线 系统 有 乘 子 为 1 的 临界 极限 环 以 及 Poincaré 映射 的 非 零 规范 形 系数 a. 
这 些 曲 线 将 参数 平面 划分 成 三 个 区 域 ( 见 图 8.7). 

为 了 完全 弄 清楚 分 支 图 , 在 参数 平面 上 绕 着 Bautin 点 逆 时 针 方向 漫游 考察 , 从 
区 域 1 中 的 点 开始 , 在 该 区 域 系 统 有 单个 稳定 平衡 点 而 没有 环 . 从 区 域 1 到 区 域 2 
FIL Hopf 分 支边 界 五 _， 出 现 唯一 稳定 极限 环 , 当 进 入 区 域 3 时 它 依然 存在 . 穿 过 
Hopf 边界 Hi, 当 平 衡 点 恢复 它 的 稳定 性 时 , 产生 一 个 额外 的 在 第 一 个 环 内 部 的 不 
稳定 极限 环 . 两 个 具 相 反 稳定 性 的 环 在 区 域 3 中 存在 并 在 曲线 T 上 通过 折 分 支 时 
消失 而 留 下 单个 稳定 平衡 点 , 这 就 走 完 了 一 圈 . 
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0 


(6) | 7 


图 8.7 s = 一 1 时 的 Bautin 分 支 
(8.25) 中 s = 1 的 情形 可 类 似 地 处 理 , 或 者 通过 变换 (2,8,1) (Z, -8,-t) 把 
它 化 为 已 经 研究 过 的 情形 . 
8.3.3 ”高 阶 项 的 影响 
引 理 8.5 系统 


3, 
© |H, 


ż = (6, +i)z + Bazļz|? + 2|z|* + O(lz|8), 
在 原点 附近 局 部 拓扑 等 价 于 系统 
= (Bı +i)z + Po2z|z|? + 2|z/*. 口 


引 理 的 证 明 可 以 从 推导 第 一 个 系统 的 Poincaré 映射 的 Taylor 展开 式 并 分 析 
它 的 不 动 点 得 到 . 于 是 得 知 低 于 6 次 的 项 与 0(|z|5) 无 关 ， 因此 与 第 二 个 系统 重合 . 
这 意味 着 两 个 映射 对 相应 的 参数 值 有 相同 个 数 的 不 动 点 ， 且 当 参数 变化 时 这 些 不 动 
点 在 原点 附近 产生 类 似 的 分 支 . 于 是 , 可 以 构造 一 个 同 胚 (实际 上 是 一 个 微分 同 胚 ) 
使 得 在 原点 附近 系统 的 参数 图 恒 同 ， 且 对 所 有 参数 值 同 胚 将 第 一 个 系统 的 相 图 映 为 
第 二 个 系统 的 相 图 (如 第 3 章 的 附录 ). 因此 ， 可 以 用 下 面 所 述 的 定理 完成 对 Bautin 
分 支 的 分 析 . 

定理 8.3(Bautin 分 支 的 拓扑 规范 形 ) 任何 一 个 一 般 双 参数 平面 系统 


i = f(x, a) 


在 a=0 有 平衡 点 Z = 0, FEA Bautin 分 支 , 则 此 系 统 在 原点 附近 局 部 拓扑 等 价 
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于 下 面 的 复 规范 形 之 一 : 
2 = (A +i)z + Baz|z[? + zz 口 


这 个 定理 意味 着 所 述 的 规范 形 捕捉 到 具有 Bautin 分 支 且 满 足 一 般 性 条 件 (B.1) 
和 (B.2) 的 任何 一 个 二 维系 统 的 拓扑 . 特别 , 虽然 这 种 系统 中 的 极限 环 可 能 不 是 漂 
亮 的 圆周 , 但 我 们 还 是 可 以 期 望 它们 两 个 对 附近 的 参数 值 存在 . 此 外 , 它们 沿 着 从 
RHE 2 点 出 发 的 曲线 相遇 并 消失 . 

Bautin 分 支 是 说 明 从 平衡 点 余 维 2 分 支 附 近 出 现 极限 环 分 支 的 第 一 个 例子 . 
在 这 种 情形 , 用 纯粹 的 局 部 分 析 (在 Hopf 点 计算 Lyapunov 系数 l Al l2) 可 以 证 
明 对 附近 的 参数 值 极限 环 的 折 分 支 的 存在 性 . 

Bautin 分 支 的 高 维 情 形 可 以 用 中 心 流 形 简化 到 已 经 研究 过 的 平面 情形 来 处 理 . 
TE, (8.16) 应 该 考虑 为 中 心 流 形 上 的 方程 . Shoshitaishvili 定理 给 出 R” 中 Bautin 
分 支 的 拓扑 规范 形 : 

z = (bı +iDz 十 B2z|z|2 十 sz|z|4， 
(_=-¢., 
C=C, 
其 中 s = sign 12(0) = +1, z € C, GE R+, n An, 分 别 是 临界 平衡 点 具 
Re 和 和 <0 和 Re 和 >0 的 特征 值 个 数 , 故 n_ 十 ni 十 2=n. 
在 8.7 节 的 n 维 情 形 回 到 对 12(0) 的 计算 


8.4 Bogdanov-Takens ( 零 - 零 ) 分 支 


8.4.1 ”规范 形 的 推导 
考虑 平面 系统 
z=f(r,a), rE€R’, a€ R’, (8.28) 
f 光滑 . 假设 (8.28) 在 a = 0 有 平衡 点 x = 0, RASS RE (Bogdanov-Takens 
SAK), Xi az(0) = 0. 
第 0 步 (预备 变换 ). 在 a = 0, 可 将 (8.28) 写 为 形式 


t = 4oz 十 F(x), (8.29) 


其 中 ho = f,(0,0), 以 及 F(x) = f(z,0) — Aor 是 光滑 函数 ，P(z) = O(||zjl?). 由 分 
支 条 件 得 
A(0) = det Ag =0, o(0)=tr Ao=0. 
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假设 
(BT.0) Ao #0, 


这 就 是 说 , Ao 至 少 有 一 个 非 零 元 素 . TE, 存在 两 个 实 线性 无 关 向 量 go €R, 使 
得 

Aogo =0, Aog = go. (8.30) 
向 量 go 是 Ao 对 应 于 特征 值 0 的 特征 向 量 , qg 是 Ag 对 应 于 这 个 特征 值 的 广义 特 
征 向 量 . 此 外 , 存在 转 置 矩 阵 AT 相似 的 伴随 特征 向 量 p1,2 € R2: 

40pl =0, 48po = pi. (8.31) 


向 量 qa 和 po 不 是 唯一 确定 的 , 即使 go 和 mi 是 固定 的 @. 不 过 , 总 可 以 选择 四 个 
满足 (8.30) 和 (8.31) 的 向 量 使 得 


(qo, Po) = (q1, p1) = 1, (8.32) 
RE (-,-) 是 R? 中 的 标准 数量 积 (z,y) = ziw + z242, 且 
(q1, Po) = (qo, p1) = 0, (8.33) 


若 把 qo 和 gi 选 作为 基 , 则 任 一 向 量 z e R? 可 唯一 表示 为 
T = Y1go 十 yoq, 


对 某 实 数 y2 €R! 考虑 到 (8.32) Al (8.33), 我 们 找到 新 坐标 (yı, y2): 


yı = (po, 2), 
| ten, (8.34) 


在 坐标 系 (yi, yo) F, 系统 (8.29) 取 形 式 
wm \)_f 01 yı (po, F(y190 + y2q1)) 
( Y2 ) ( 0 0 ) ( y2 ) $ ( (pi, F(y190 + y2q1)) l wy 
注意 , 这 是 Jacobi 矩阵 的 特殊 形式 , 它 是 二 阶 零 Jordan H. 
对 所 有 小 lal| 的 a 用 相同 坐标 (y1,y2). 在 这 个 坐标 下 系统 (8.28) 化 为 


vi \ _ ù (po,f(yigo + yogi, @)) 
( y2 ) ( (Pi; F(y19o + y2q1, 0)) i Wo 


D 例如 , Æ gi 满足 (8.30) 的 第 二 个 方程 , 则 % =q 十 Yqo 也 满足 这 个 方程 , y ER! 为 任 一 实数 . 
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EX a =0 它 化 为 (8.35). 将 (8.36) 的 右 端 在 y = 0 关于 y RR Taylor 级 数 得 


tn =y2 + ao0(@) + aro(a)yı + ao: (a)y2 

+5a20(a)y? + a1(a)yiye + 5200(a)¥8 + Pilv, a), 
Yo =boo(a) + bio(Q)yi + bor (a)y2 

+3b20(o)y + bn(a)yiyz + abo2 (a)y3 + Po(y, a), 


(8.37) 


其 中 agi (a), bala) 和 Pily, œ) = Olly) 是 它们 变量 的 光滑 函数 . 我 们 有 
aoo(0) = a10(0) = aol(0) = boo(0) = b10(0) = bo1(0) = 0. 


函数 anla) 和 bula) 可 借助 (8.28) 的 右 端 f(z,a) 和 向 量 vo, wor 表达 . 例如 ， 


6? 
a20(a) = Bye Po f(yigo + y291, @)) 
y 


8? 
b2o(a) = gyz Pv fM + yoqi, @)) 
y=0 


6? 
bi (a) = Darya Pr TM + yom; @)) 


y=0 


现在 开始 用 光滑 的 逆 变换 (光滑 地 依赖 于 参数 ) 和 时 间 重 参数 化 将 (8.37) 化 为 
较 简 单 的 形式 . 无 疑 我 们 将 要 引入 新 的 参数 . 

第 一 步 (化 为 非 线 性 振子 ). 记 (8.37) 的 第 一 个 方程 的 右 端 为 wz, 并 把 y 改名 
为 u, 引入 新 变量 (u, u2): 


ui = Yt, 
1 2 1 2 
U2 = Y2 + a00 + Q10Y1 十 Q01Y2 十 522041 + @11y1y2 + 720242 + Pi(y,.), 


这 个 变换 对 小 llal| 在 y = 0 的 某 邻 域内 可 北 且 光滑 地 依赖 于 参数 . 如 果 a = 0, 原 
点 是 这 个 映射 的 不 动 点 . 这 个 变换 将 (8.37) 变 成 


Ul = U2, 
tz 一 goo(a) + gio(@)u1 + gor(a)u2 (8.38) 
1 1 š 
+5920(a@)uy 十 gli(a)ulizu2 + 3902(0)u3 + Q(u, a), 


其 中 gula), goo(0) = g10(0) = g10(0) = go1(0) = 0 为 某 些 光滑 函数 以 及 Qlu, a) = 
O(||ul|3). 可 以 验证 


920(0) = b20(0), 
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911(0) = azo(0) + b11 (0), 
go2(0) = bo2{0) 十 2a11(0). (8.39) 
进一步 , 有 
goo(Q) = boo(a) +--+, 
glo(a) = bio(a) + a1 (a)boo(a) — bui(a)aoo(a) +++ , 
Joi (a) = bo) (a) + a\o(a) + @02(a)boo (a) 一 (all(a) 十 boz(a))aoofa) os (8.40) 
这 里 省 略 号 表示 包含 至 少 某 Art , bki 的 一 个 乘积 的 所 有 项 ， HH ktl<1(itj< 1). 
由 于 对 所 有 k +1 <1, akl(a) bala) 在 a = 0 HS, 所 显示 的 项 只 需要 计算 


gola), gola) 和 gola) 在 a = 0 关于 (a1, 02) 的 一 阶 偏 导数 . 
TER, 系统 (8.38) 可 以 写 为 关于 四 = u 的 单个 二 阶 微分 方程 : 


ü = G(w, a) + WH(w, a) + w?Z(w, w, a), 


它 提供 了 非 线性 振子 运动 的 一 般 形 式 . 
第 二 步 (依赖 于 参数 的 平移 ) 依赖 于 参数 的 坐标 沿 ul 方向 的 平移 
| ul =v + O(a), 


U2 = V2 


将 系统 (8.38) 变 成 


Ù = v2, 
V2 = goo + 9105 + O(5?) + (gro + g206 + O(6))v1 + (gor + guid + O(8?))v2 
+5 (920 + O(6*) v2 + (gn + O(6))vrv2 + 3(g02 + O(8))v3 + O(|jn||%. 
假设 
(BT.1) gi1(0) = a29(0) + b11(0) £0. 
于 是 , HKR Be Fe ARE RUR EI mm 


7 ~ _ gol(a) 
yay 911(0) 


的 局 部 存在 性 , 消去 vw 方程 中 与 v 成 比例 的 项 得 系统 


ùi = v, 
: 1 1 
| v2 = hoola) + hio(a)vi + 5 h20(a)vz + hyi(a)vy v2 + 9 o2(a)v3 + R(v, a), 
(8.41) 


第 8 章 ”连续 -时 间 动 力 系统 平衡 点 的 双 参 数 分 支 - 281 - 


其 中 haula) 和 R(v, a) = O(|\v||°) 光滑 . 于 是 求 得 


hoola) = gola) +=, Mola) = gola) ~ gola) +o, (842) 


这 里 又 一 次 只 需 保 持 在 a = 0 关于 (at, az) 的 一 阶 偏 导数 的 计算 ( 见 (8.40)). © 
然 , hoo(0) = hio(0) = 0. 我 们 将 看 到 , 只 有 hala), k++1=2 在 a =0 的 值 是 有 关 
的 . 这 些 项 为 


h20(0) = g20(0), hiı(0) = g11(0),， ho2(0) = go2(0), (8.43) 


其 中 gr(0), K+ 1=2 由 (8.39) 确定 . 
第 三 步 (时 间 重 参数 化 以 及 第 二 次 化 为 非 线性 振子 )， 由 方程 


dt 一 (1 十 0ol)d7 


引入 新 时 间 7, 其 中 9 = 9(a) 是 后 面 待定 的 光滑 函数 . 时 间 方 向 对 小 llal| 在 原点 
附近 保持 . 假设 现在 变量 上 面 的 点 表示 关于 r 的 导数 , 于 是 有 


V1 = ve + Ov, v2, 
: 1 1 
va = hoo + (hio + hoof)v1 + 5 (h20 + 2h100)v? + hii1vV1v2 + 5 ho203 十 O(||v|]*). 


上 面 的 系统 类 似 于 (8.37) 的 形式 , 这 似乎 有 点 灰心 . 但 是 , 可 以 用 类 似 于 第 一 步 的 
坐标 变换 


£1 = U1, 

E2 = v2 + Ov, v2 
再 次 将 它 化 为 非 线性 振子 . 对 所 有 的 6, 它 将 原点 映 为 自己 . 系统 在 (1, €2) 坐标 下 
取 形 式 


fi = 2, 
| & = fola) + fio(a)&1 + 5 foola)e? 十 万 1(a)6162 + > fool)? + O((|€1|*). 
(8.44) 
其 中 
foo(a) = hoo(a), fiola) = hio(a) + hoo(a)b(a， 
以 及 
jzo(a) = h2o(a) + 2h10(@)0(a), 
fula) = his (a), 
fo2(a) = hoz(a) + 20(a). 
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现在 可 取 
o(a) = -4ale) 
以 消去 6 项 , 这 样 将 时 间 重 参数 化 . 由 此 , 有 
éi = éz, (8.45) 
&2 = m (Q) + p2(a)£1 + A(a)é? + B(a)E Eo 二 Of 人 |)， 
其 中 i 
H1 (a) = hoo(@), ula) = hio(a) = 3 t00(@)ho2 (a) (8.46) 
WR 
Aaye 5 (hao(o) = molala), Bia) = hla): (8.47) 
第 四 步 (最 后 尺度 化 与 设置 新 参数 ). 引入 新 时 间 (DEA t) 
_ | B(a) 
Fe ý 


鉴于 (BT.1), B(0) = hıı (0) = g1 (0) = a20(0) + b11 (0) A 0, 车 进一步 假设 
(BT.2) 2A(0) = h20(0) = g20(0) = b20(0) # 0, 
则 上 面 的 时 间 尺 度 化 可 定义 . 同时 , 引入 新 变量 进行 尺度 化 


_ A(a) ey B(a)\ A?(a) 
m = Braye! n2 = sign (42) Bs(a) 


TEM, 由 于 4(0) 关 0 和 B(O) 关 0, 上 面 分 母 在 a = 0 RHE. 在 坐标 (m,n) F, 系 
统 (8.45) RIB 


{ 办 = ne, (8.48) 
To = By + Bam +n? + smn + O(|\n||3), 
其 中 BO) (0) + bu1(0) 
ER DO _. Q20(U) + b11 a 
:sm (Z9) =sien ( b20(0) j= 
以 及 


4 2 
Bila) = Fagaloa), Bala) = pale) . 
显然 , Pi(0) = Pr(0) = 0. 为 了 在 原点 附近 定义 可 着 的 光滑 参数 变换 , 必须 假定 映射 
or B HE o = 0 的 正则 性 ; 
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op 
(BT.3) det ( 22) S #0. 
这 个 条 件 等 价 于 映射 a u Ea =0 的 正则 性 , 且 如 果 考 虑 到 公式 (8.46), (8.42) 
和 (8.40), 它 可 更 清晰 地 表示 . 事实 上 , 下 面 的 引 理 可 直接 计算 证 明 . 
引 理 8.6 RAK (8.37) FA 


y= P(y,a), ye R?, ac 及 2， 


且 非 退化 条 件 (BT.1) 和 (BT.2) 满足 . 则 横 截 性 条 件 (BT.3) 等 价 于 映射 
(y,a) (Pino), tr (2a) , det (Se) ) 


在 点 (y,a) = (0,0) 的 正则 性 . o 
引 理 中 的 映射 是 将 及 4 BRE RA, 因此 它 的 正则 性 意味 着 它 的 Jacobi 矩阵 的 行 
列 式 不 为 零 . HFA (8.34) 定义 的 线性 坐标 变换 z y 是 正则 的 , 所 以 可 以 仅仅 验 


证 映射 


在 (z,a) = (0,0) 的 正则 性 . 
因此 , 在 这 一 小 节 我 们 证 明了 下 面 的 定理 . 
定理 8.4 ”假设 平面 系统 


é¢=f(z,a), zeR?, oeR?. 
f 光滑 , 在 a = 0 有 平衡 点 了 = 0, 具 重 零 特征 值 : 
Al.2(0) = 0. 


假设 下 面 的 一 般 性 条 件 满足 : 
(BT.0) Jacobi 468 A(0) = 万 (0,0) £ 0; 
(BT.1) azo(0) + bi1(0) # 0; 
(BT.2) b20(0) # 0; 
(BT.3) 映射 


(z,a) = (S20), (AE) , det (29) ) 
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在 点 (za) = (0,0) 正则 . 
则 存在 光滑 依赖 于 参数 的 光滑 可 逆 的 变量 变换 , 保持 方向 的 时 间 重 参数 化 , 以 及 光 
滑 可 逆 的 参数 变换 一 起 将 系统 简化 为 


M = Ne 
Ì2 = Bı + Bom +n? + smn + O((In]|%), 


其 中 s = siga [bao (a20(0) + b11(0))] = 41. 口 
系数 ozo(0)，bzo(0) 和 b11(0) 可 根据 f(x, 0) 用 系统 (8.37) 后 面 给 的 公式 计算 . 
注 (1) 时 间 重 参数 化 在 推导 中 间 依 赖 于 参数 的 规范 形 (8.45) 是 本 质 的 , 但 在 
临界 参数 值 这 是 不 必要 的 . 可 以 证 明 (8.37) 在 a = 0 光滑 等 价 于 


“i = $z» (8.49) 
6 = A(O)EF + B(O)ErEo + O(|IELIS), 


其 中 , A(O) = Fb20(0) 以 及 B(O) = az0(0) + b11 (0). 


(2) 存在 几 个 (等 价 的 )Bogdanov-Takens 规范 形 . 规范 形 (8.48) 是 由 Bogdanov 
引入 的 , Takens 推导 了 规范 形 


™ = 12 + Bom +n? + O(n), 
(8.50) 
tp = Bi + sn? + O(||n)|), 
其 中 s = 41. 这 两 个 规范 形 的 等 价 性 证 明 留 给 读者 作为 一 个 练习 . 0 


8.4.2 ”规范 形 的 分 支 图 
取 s = —1 并 考虑 (8.48) 中 没有 项 Oln) 的 系统 


D1 = 72; = 
(8.51) 
mh = Bı + Bom +? — mn. 


这 是 第 一 个 情形 , 这 里 截断 系统 的 分 析 是 非 平凡 的 . 更 确切 地 说 , 平衡 点 分 支 是 容 
易 分 析 的 , 极限 环 的 研究 (实际 上 是 环 的 唯一 性 ) 有 点 棘手 . 
系统 (8.51) 的 分 支 图 如 图 8.8 所 示 . 这 个 系统 的 任何 平衡 点 都 位 于 水 平 轴 
m=0 上 , 且 满 足 方程 
Bi + Bam +7? = 0. (8.52) 
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8.8 s= —1 时 的 Bogdanov-Takens 分 支 


方程 (8.52) 可 没有 实 根 或 者 有 两 个 实 根 . 判别 抛物 线 


了 ={(06):40 — 82 = 0} (8.53) 


对 应 于 折 分 支 : 沿 着 这 条 曲线 系统 (8.51) 有 具 零 特征 值 的 平衡 点 . 车 Go #0, WH 
分 支 是 非 退化 的 , 且 从 右 到 左 穿 过 了 时 出 现 两 个 平衡 点 . 以 记 左 边 的 那个 , E 


Eia = (19,0) = (aa, o) 


点 B= 0 将 折 分 支 曲 线 分 为 两 个 分 枝 TT. 和 工 ,, 它们 分 别 对 应 于 Bo < 0 Al Bo > 0. 
可 以 验证 , 通过 T- 时 稳定 结 点 及 和 鞍点 Eo 合并 在 一 起 , 当 穿 过 T 时 产生 一 个 
不 稳定 结 点 EB! 和 一 个 鞍点 Eo， 存在 一 条 非 分 支 曲线 (图 中 未 画 ), 这 条 曲线 位 于 
A > 0 并 通过 原点 , 在 它 上 面 平 衡 点 Bl 经 历 从 结 点 到 焦点 的 转移 . 

HHAH A = 0 是 一 条 直线 , 在 它 上 面 平衡 点 E 有 一 对 特征 值 , 它们 的 和 为 零 
即 Xi + Ao = 0. 铅 直 轴 的 下 半 部 分 


H = {(G1, 82) : 61 =0, b2 < 0} (8.54) 
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对 应 于 非 退 化 的 Andronov-Hopf 分 支 (和 2 = +iw), 上 半 轴 是 一 条 非 分 支 直线 , 它 
对 应 于 中 性 鞍点 . 由 于 Li < 0, Hopf 分 支 给 出 一 个 稳定 极限 环 (练习 10(b)). 这 个 
TREE H 附近 对 b < 0 存在 . 平衡 点 E 对 所 有 在 曲线 T 的 左边 的 参数 值 保持 为 
鞍点 并 没有 分 支 . 在 (8.51) 的 动力 学 中 没有 其 他 局 部 分 支 . 

围绕 Bogdanov-Takens 点 8 = 0 附近 作 来 回 旅游 , 从 区 域 1 出 发 , 那里 没有 平 
衡 点 ( 故 也 不 可 能 有 极限 环 ). 从 区 域 1 穿 过 折 分 支 曲 线 的 分 枝 T_ 进入 区 域 2 得 
到 两 个 平衡 点 : 鞍点 和 稳定 结 点 . 然后 , 当 穿 过 Hopf 分 支边 界 H 时 结 点 变 成 焦点 
而 失去 稳定 性 . 当 参 数值 接近 H 的 左边 的 参数 值 时 出 现 一 个 稳定 极限 环 . 如 果 继 
续 顺 时 针 方向 旅游 最 后 回 到 区 域 1, 必须 保留 没有 极限 环 . 因此 , 在 H 和 也 之 间 
的 某 个 地 方 必 须 有 大 范围 分 支 “ 破 坏 ” 这 个 极限 环 . 我 们 知道 , 平面 系统 只 有 两 个 
这 样 的 余 维 1 分 支 : 鞍点 同 宿 分 支 (第 6 章 ) 和 鞍 - 结 点 同 宿 分 支 (第 7 章 ). 由 于 
鞍 - 结 点 平衡 点 在 折 分 支 不 可 能 有 同 宿 轨道 , 大 范围 分 支 唯一 可 能 的 候选 者 只 能 是 
出 现 同 宿 于 鞍点 Ez 的 轨道 . 因此 , 应 该 至 少 存在 一 条 从 8 = 0 出 发 的 分 支 曲线 , 沿 
着 这 条 曲线 系统 (8.51) 有 鞍点 同 宿 分 支 . 当 沿 着 曲线 P 朝 着 Bogdanov-Takens 点 
追踪 同 宿 轨 道 时 , 似 回 路 的 轨道 收缩 并 消失 . 

引 理 8.7 存在 对 应 于 系统 (8.51) 的 鞍点 同 宿 分 支 的 唯一 光滑 曲线 P, EM 
B==0 出 发 并 有 局 部 表示 


P= TEA : Ba = -ÈB + (B), fr < o} (8.55) 


此 外 , 对 小 上 6 上 |， 当 参数 值 在 由 Hopf 分 支 曲线 H 和 同 宿 分 支 曲线 P 所 围 的 区 域 
内 时 , 系统 (8.51) 有 唯一 且 双 曲 的 稳定 环 , 在 这 个 区 域 之 外 没有 环 . 口 

附录 A 对 这 条 引 理 给 出 一 个 扼要 “标准 ”证 明 , 这 个 证 明基 于 奇异 尺度 化 的 
“爆炸 ”和 Hamilton 系统 扰动 的 Pontryagin 技巧 . 证 明 给 出 表达 式 (8.55)( 也 见 练 
习 14(a)), 并 几乎 可 逐 词 逐 句 地 应 用 到 对 保留 有 项 O(llyll3) 的 完全 系统 (8.48). 

鉴于 这 条 引 理 , 通过 Hopf 分 支 产生 的 稳定 环 不 在 区 域 3 中 分 支出 . 我 们 顺 时 
针 运动 时 , 这 个 环 “ 生 长 ”并 趋 于 鞍点 , 在 已 变 成 同 宿 轨 道 . 注意 , 在 同 宿 分 支 附 近 
环 的 双 曲 性 由 沿 着 P 的 鞍点 量 mo < 0 这 个 事实 得 知 . 为 完成 我 们 的 环 游 , 注意 , 在 
位 于 曲线 P 与 折 分 支 曲线 分 枝 T， 之 间 的 区 域 4 中 没有 环 . 参数 在 这 个 区 域 存在 
不 稳定 结 点 和 鞍点 , 它们 在 折 分 支 曲 线 T, 相遇 而 消失 . 我 们 也 指出 , 在 8 =0 具有 
两 个 零 特征 值 的 临界 平衡 点 刚好 有 两 条 渐 近 轨道 (一 条 t> +o 时 趋 于 平衡 点 , 另 
一 条 上 一 -o 时 趋 于 它 ). 这 两 条 轨道 构成 独特 的 “尖刀 口 "( 见 图 8.8). 

情形 9 = +1 可 类 似 处 理 . 由 于 它 可 通过 变换 t，_+, 加 _n 化 为 我 们 已 
经 研究 过 的 情形 , 参数 图 仍 保 留 但 极限 环 在 Bogdanov-Takens 点 附近 变 成 不 稳定 . 
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8.4.3 ”高 阶 项 的 影响 
5| 8.8 系统 


ù = M2, 
to = Bı + Bom +n? + mn + O(|\n||) 


在 原点 附近 局 部 拓扑 等 价 于 系统 


m = 72, 
mh = bı + Bam + nf + ma. 口 


我 们 仅 给 出 一 个 证 明 概 要 . 取 s = -1, 并 把 系统 (8.48) 中 的 项 Olli) 展 成 
m 的 Taylor 级 数 ， 得 


M = N2, 
ho = fi + bem +(+ mP(m, 8)) — mne(1 + mQ(m, 8)) (8.56) 
+n3(m R(n, 8) + n2S(n, 8)), 


其 中 PQ,R 和 5 是 某 些 光滑 函数 . 

这 是 一 个 容易 的 练习 , 用 隐 函 数 定 理 证 明 (8.56) 的 折 分 支 曲 线 和 Hopf 分 支 曲 
线 的 存在 性 , 它们 接近 于 (8.51) 中 对 应 的 曲线 TA H. 这 些 分 支 的 非 退 化 条 件 也 
可 直接 验证 . 

一 步 一 步 地 几乎 重复 附录 A 中 的 证 明 概要 , 就 可 对 系统 (8.56) 证 明 类 似 于 引 
理 8.7 的 引 理 中 . FE, 映 (8.56) 的 参数 图 为 (8.51) 的 参数 图 的 同 胚 (实际 是 微分 
AE) 以 及 对 应 相 图 (依赖 于 参数 ) 等 同 的 微分 同 胚 可 构造 . 

如 通常 , 我 们 叙述 一 条 一 般 性 定理 . 

定理 8.5(BT 分 支 的 拓扑 规范 形 ) ”任何 一 个 在 a = 0 有 平衡 点 , 具 Bogdanov- 
Takens 分 支 的 一 般 平 面 双 参数 系统 


t = f(z,a) 
在 平衡 点 附近 局 部 拓扑 等 价 于 下 面 规范 形 之 一 : 


7 = 712， 
Ne = Bı + Bom +n? + mm. 口 
O 为 了 确切 地 如 附录 A 中 的 方法 进行 证 明 , 我 们 必须 用 适当 的 变量 和 时 间 变 换 来 去 除 (8.56) 中 的 项 
P(m, 8). 于 是 (8.56) 的 平衡 点 与 (8.51) 的 重合 . 
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如 对 Bautin 分 支 , Bogdanov-Takens 分 支 引 起 极限 环 分 支 , 即 对 附近 参数 值 出 
现 同 宿 轨 道 . 因此 , 可 解析 地 证 明 (验证 分 支 条 件 和 一 般 性 条 件 (BT.1)~(BT.3)) 系 
统 大 范围 分 支 的 存在 性 . 这 又 是 解析 地 发 现 同 宿 分 支 不 多 的 几 个 通常 方法 之 一 . 

Bogdanov-Taken 分 支 在 高 维 情形 并 没有 带 来 新 东西 , 因为 用 中 心 流 形 定理 可 
以 把 它 化 到 平面 情形 . Shoshitaishvili 定理 给 出 下 面 的 Bogdanov-Takens 分 支 在 R” 
中 的 拓扑 规范 形 : 

m = M, 
m2 = Bı + Bom +n? + smn, 
& = 一 5-， 


S+ = S+， 


其 中 s = sign A(0)B(0) = +1, (m,m)? € R?, s+ ER", 以 及 n Al n, 是 临界 平 
衡 点 具 Re 和 < 0 Re 入 > 0 的 特征 值 个 数 , 所 以 n_ tn, +2 二 n. 

我 们 将 在 8.7 节 解 释 如 何 找 4(0) 和 B(O). 这 里 仅 指出 中 心 流 形 在 临界 参数 值 
的 线性 近似 已 足够 计算 它们 . 

例 8.3(Bazykin, 1985) ”考虑 两 个 微分 方程 的 系统 


i =r zane ex? 
1=2- 
l+ax, ze 
A 2122 2 
t2 = —YyT2 + — 6x 
工 十 GZ 2 


这 个 方程 模拟 捕食 -被 捕食 生态 系统 的 动力 学 . 变量 r 和 zs( 已 尺度 化 ), 分 别 是 被 
捕食 者 和 捕食 者 种 群 的 数目 , a,y,e 和 5 是 非 负 参数 , 它们 刻画 孤立 种 群 以 及 它们 
相互 之 间 的 交互 作用 (Bazykin, 1985). 如 果 6 = 0, 这 个 系统 化 为 的 模型 , 与 第 3 章 
考虑 过 的 系统 仅仅 不 同 于 尺度 化 ( 见 例 3.1). 假设 。 < 1 而 y = 1 固定 . 这 个 系统 
关于 剩 下 参数 (0,6) 的 分 支 图 具有 平面 系统 所 有 可 能 的 余 维 2 分 支 . 

系统 有 两 个 平凡 平衡 点 


O=(0,0), HS (2.0) 


平衡 点 O 始终 是 鞍点 , Ep 当 a > 1-s 时 是 稳定 结 点 ， 并 且 对 这 些 参数 值 是 仅 有 的 
吸引 点 . 在 直线 
k = {(a,6):a=1-e} 


上 , 4 Eo 变 成 鞍点 (上 临界 分 支 ) 时 , 从 Eo 到 正 象限 分 支出 非 平凡 平衡 点 .事实 
E, 在 直线 k 的 左 方 系统 可 以 有 一 个 和 三 个 正平 衡 点 Ey, E2, E3. 这 些 平衡 点 在 曲 
线 t: 
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t ={(a, 6) : 4e(a — 1)? + [(a? — 20a — 8)e? + 2ae(a? — 11a + 10) 
+a? (a — 1)?] ô — 4(a + €)°6? = 0} 


上 由 于 折 ( 切 ) 分 支 而 成 双 地 重合 并 消失 . 这 条 曲线 界定 的 区 域 形 如 “嘴唇 ”, 如 图 
8.9(a) ARO. 在 这 个 区 域内 部 , 系统 有 三 个 平衡 点 (PRB E, By 和 一 个 鞍 
点 E). 在 这 个 区 域外 面 , 至 多 有 一 个 非 平凡 平衡 点 可 存在 . 在 曲线 t 上 有 两 个 尖 
奇 点 C 和 Co. 可 以 验证 对 应 的 尖 分 支 是 一 般 的 . 从 “嘴唇 ”内 部 趋 于 这 些 点 的 任 
何 一 个 时 , 三 个 正平 衡 点 同时 相遇 , 它们 中 只 有 一 个 依然 在 外 面 存 在 . 


ò 


(c) 
图 8.9 参数 图 的 结构 


系统 平衡 点 满足 M + A2 = 0 的 参数 值 属于 曲线 


h ={(a, 6) : dela(a — 1) + ela + 1)] + [2(e + 1)a? + (Be? — 2e — 1)a 
+ ele? — 2e + 5)]5 + (a +e — 1)75? = 0}. 


曲线 h 与 曲线 t 在 点 BT, 和 BT, 有 二 次 切 触 ( 见 图 8.9(b)). 平衡 点 在 对 应 的 参 

数值 有 重 零 特 征 值 . 可 以 验证 系统 在 这 些 点 有 一 般 Bogdanov-Takens 分 支 . BT, 和 

BT 之 间 部 分 ho 上 的 点 对 应 中 性 鞍点 , 外 面 的 分 枝 定 义 两 条 Hopf 分 支 曲线 hy 和 

在 它 上 面 第 一 个 Lyapunov 系数 h AS, 但 是 第 二 个 Lyapunov 系数 l < 0. 沿 着 
D 事实 上 , 这 个 区 域 比 图 8.9 中 的 更 狭 窜 . 
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i ge Se O 
hz 在 点 B 的 右 方 有 L <0, 在 点 BT 和 B 之 间 h > 0, 而 在 BT, MAF 1, <0. 
负 值 h Hopf 分 支 保证 出 现 稳定 极限 环 , 正 值 导致 附近 出 现 不 稳定 环 . 

基于 在 上 一 节 发 展 的 Bautin 与 Bogdanov-Takens 分 支 理论 , 我 们 可 以 对 系统 
的 极限 环 分 支 作出 某 些 结论 . 存在 从 Bautin 点 B 出 发 的 分 支 曲线 TC, 在 上 面 产生 
极限 环 折 分 支 : 一 个 稳定 极限 环 和 一 个 不 稳定 极限 环 重合 形成 一 个 具 乘 子 = 1 的 
非 双 曲 环 , 再 消失 CLA 8.9(c)); 另外 两 条 极限 环 分 支 曲线 P, Fl Po M Bogdanov- 
Takens 点 BTi2 出 发 . 当然 ， 这 些 是 同 宿 分 支 曲线 , 沿 着 它们 “中 性 * 鞍点 E: AM 
绕 RER RRA Ey 3 之 一 的 同 宿 轨道 . 

分 支 图 的 完成 要 求 如 第 10 章 叙 述 的 数值 方法 ， 所 得 的 参数 图 如 图 8.10 Bra, 
有 关 的 相 图 如 图 8.11 MRO. RRA Po 终止 于 折 曲 线 t 上 的 点 Dio. 这些 
点 是 余 维 2 鞍 - 结 点 同 宿 点 ， 在 上 面 同 宿 轨道 沿 着 非 中 心 流 形 回 到 鞍 _ 结 点 ( 见 图 
8.12(a)). 同 宿 曲 线 Pio 与 曲线 t 相 切 于 点 Dy». 令 人 惊讶 的 是 环 折 曲线 TC 的 端 
点 : 它 终止 于 分 枝 ho。 上 对 应 于 中 性 鞍点 的 点 . 这 是 另 一 类 余 维 2 大 范围 分 支 , 我 
们 对 它 还 没有 研究 过 , 即 曲线 TC 终止 于 点 F, 那里 ho 跟 另 一 条 鞍点 同 宿 曲 线 Po 
相交 . 这 条 曲线 Po 对 应 “大 同 宿 环 ”的 出 现 ( 见 图 8.12(b)). 它 在 折 曲 线 t 上 终止 
于 类 似 于 Dio 的 点 D3.4. 在 点 已 存在 同 宿 于 鞍点 E 的 “大 同 宿 轨道 , 在 这 点 的 
RAE oo ES ( 见 第 6 章 ). 由 大 同 宿 轨道 破裂 所 产生 的 环 的 稳定 性 沿 着 被 严 分 
开 的 Po 的 两 个 分 枝 相 反 . 这 导致 环 附近 折 曲 线 的 存在 性 . 数值 延 拓 技巧 显示 折 曲 
线 TC 从 B 点 出 发 终止 于 F. 曲线 TC 与 P) ÆA F 有 无 穷 阶 切 触 . 切 曲 线 t 的 
区 间 Di Ds 和 DoD, 对 应 余 维 1 RR- (第 7 章 已 经 研究 过 , 定理 7.1). 
通过 这 些 区 间 的 任何 一 个 离开 “嘴唇 " 产生 的 极限 环 在 D, Ds 附近 稳定 , 在 Ds Ds 
附近 不 稳定 ; 不 稳定 环 位 于 “大 ”稳定 环 的 内 部 . 参数 图 是 完全 的 , 建议 读者 绕 着 它 
“散步 ", 并 追踪 相 图 的 各 种 形态 . 


© 


Cy 
图 8.10 Bazykin 捕食 -被 捕食 系统 的 分 支 图 
O 相 图 是 在 单位 球面 r? + 22 +(zs — 1)? = 1 的 下 半球 面 在 平面 (zt zz) 上 的 中 心 投影 上 . 


+ 
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图 8.11 Bazykin 捕食 -被 捕食 系统 的 一 般 相 图 


Ws Ww 
H> 
w 
{a) ( 


b) 
图 8.12 (a) 非 中心 鞍 - 结 点 同 宿 轨道 ; (b)“ 大 ” 同 宿 轨 道 


没有 定理 保证 所 研究 的 系统 不 能 多 于 两 个 极限 环 , 即使 = < 1 和 ?7 = 1. 尽管 
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如 此 , 数值 模拟 确认 的 相 图 如 图 8.11 Bras. 事实 上 , 它 是 对 一 般 参数 值 (a, 6) 系统 
只 有 这 些 可 能 . 所 述 分 支 图 的 生态 解释 可 以 在 文献 (Bazykin, 1985) 中 找到 . 在 这 里 
仅 指 出 此 系统 的 非 平凡 平衡 点 和 振动 性 态 共存 . > 


8.5 折 -Hopf 分 支 
现在 有 依赖 于 两 个 参数 的 三 维 光 滑 系统 


i= f(x,a), ZE 了 3，ae R’. (8.57) 


假设 在 a = 0, 系统 有 平衡 点 x = 0, 具 一 个 零 特征 值 X; = 0 和 一 对 纯 虚 特征 值 


和 2.3 = iwo, wo > 0. 
8.5.1 规范 形 的 推导 
把 (8.57) 的 右 端 在 x = 0 关于 z 展开 得 
t = ala) + A(a)z + F(z,Q), (8.58) 


这 里 a(0) = 0，F(z,a) = O(||x||?). 由 于 矩阵 4(0) KIE A = 0 和 X23 = tiwy 
是 单 的 , 对 所 有 充分 小 ||all, 矩阵 4(a) 有 单 特征 值 


Ai(@) = v(a), A2,3(a) = A(a) + iw(a), (8.59) 
其 中 vy Mw 是 a 的 光滑 函数 使 得 
v(0) = (0) =0，w(0) = wo > 0. 


注意 , 这 些 特征 值 是 平衡 点 z = 0 在 a = 0 时 的 特征 值 , 但 是 , 典型 地 , 对 附近 的 参 
数值 ala) 关 0, 矩阵 A(a) 不 是 (8.58) 任何 平衡 点 的 Jacobi 矩阵 . 尽管 如 此 , 矩阵 
Ala) 可 定义 , 它 分 别 有 两 个 对 应 于 特征 值 v(a) M Ala) = ula) + iw(a) 的 光滑 依 
赖 于 参数 的 特征 向 量 go(a) ER 和 g(a) € C3: 


A(a)qo(@) = v(a)qo(a), A(a)q (a) = A(a)qı (a). 
此 外 , 伴随 特征 向 量 pola) € R? 和 pi(a) € C3 可 由 
A™(a)po(@) = v(a)po(a), AT(a)pı(a) = Xa)pi(a) 
定义 . 标准 化 特征 向 量 , 使 得 对 一 切 小 的 ||lal|D 有 


(po, qo) = (p,q) = 1. 
© 通常 , 对 两 个 复 向 量 w w EC? 有 (v, w) =w + dow + zws. 
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下 面 的 正 交 性 由 Fredholm 交替 定理 得 知 
(p1, q0) = (Po, q1) = 9. 
现在 任何 一 个 实 向 量 zx 可 表示 为 
x = ugo(a) + zq (a) + 2 (a), 


其 中 
| u = (po(a), £), 
z = (pı (a), 2). 


在 坐标 u c R! 和 > ECl F, 系统 (8.58) 化 为 


ù =T(a)+v(a)u + glu, z, Z,a), 
| z= (a) + A(a)z + h(u, z, 2 a). 00) 
这 里 
r(a) = (po(@),a(a)), Qa) = (pı(a),a(a)) (8.61) 
是 a 的 光滑 函数 , T(0) = 0, Q(0) = 0, 以 及 
glu, z,z,aœ) = (po(a), F(ugo(a) + zqi(a) + Z q (a), @)), 
h(u, z,Z,a) = (pı (a), F(ugo(a) + zqi(a) + Z q (a), a)) (8.62) 


是 zz a 的 光滑 函数 , 它们 关于 前 面 三 个 变量 从 二 次 项 开始 的 Taylor ERE 


1 ae 
g(u,z,Z,a)= >> gpm low ee 
j+k+l>2 


2 1 | 
h(u, 2,2Z,a) = eos PATE (ajui z* zt, 
EHA, ya) 是 实数 , 且 由 于 9 必须 是 实 的 , 有 galà) = gla). Alt, Xt k = 1, 
grt 是 实 的 . TAA, gjiri 和 hjr 可 由 (8.62) 给 的 表达 式 关于 u, z 和 三 计算 形式 导数 
得 到 . 
利用 标准 技巧 , 可 以 用 坐标 变换 简化 (8.60) 中 的 线性 部 分 并 消去 非 共 振 项 . 
引 理 8.9(Poincaré 规范 形 ) ”假设 


(ZH.1) g200(0) # 0. 
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$e KS 
则 存在 局 部 定义 的 光滑 依赖 于 参数 光滑 可 逆 的 变量 变换 ， 对 所 有 充分 小 |lal|, 把 
(8.60) 化 为 


ù = y(a) + Gala jv? + Gori (a)lwl? + Gso0(a)v3 
+Gini(a)v|w|? + O((|v, w,5)]]4), 

w = A(a)w + Aij0(a)vw + H210(a)v2w + Hozi (a)w|w|? 
+O((|v, w, w)||*), 


(8.63) 


其 中 weERI wet! 以 及 ||(w， w, D)||? = v? + |w|?. 在 (8.63), (a) 和 Gijki(Q) 是 实 
AT RK, Aa) 和 Hjula) 是 复 值 光滑 函数 . 此外, y(0) = 0, A(0) = iwo, 


G'200 (0) = Z g200(0), Go11(0) = g011(0), H110(0) = hy10(0), (8.64) 

ee 1 1 
G300(0) = 5 9200(0) — mp (910 (0)h200(0)), (8.65) 
G111(0) = g111(0) — Że Im(g110(0)ho11(0)) + Im(go20(0)ho10(0))), (8.66) 
H210(0)= 3 hao(0)+ z= hao0(0) (hozo(0) — 29110(0)) — |h101(0)|? 一 ho11(0)h290(0)), 
(8.67) 

Hoa (0) =5hoa(0) + z+ (hon (0)ho2o(0 

= 5 9020(0)/0 (0) — 2}ho11(0)|? — 3\oo2(0)P). (8.68) 


证 明 概要 EX a= 0 证 明 引 理 , 这 时 二 y=Q -0. 对 (8.60) 执行 非 线性 
变量 变换 


| v=ut 5 Voo0z? + 3 Vooz2? + Viiouz + Vioi uz, 
i (8.69) 
2 

其 中 Virt 和 Wi 是 后 面 将 确定 的 未 知 系数 . 变换 (8.69) 在 (uz) = (0,0) 附近 是 
可 逆 的 且 将 (8.60) 化 为 直到 三 阶 项 的 (8.63) 的 形式 , 只 要 取 


1 s 下 
w= z+ z Weo0u" + Woz0z? 十 z Wo022? + Wio1uz + Wo1122, 


Wet 9020 9002 9110 9101 
020 Oi? VRS 5) 9Viro =—-——, Vo = 42, 
2iwo 2iwo iwo iwo 
以 及 
Wooo — [2200 Woon — [2020 hio1 00 hou 
200 = ——, 020 = 一 一 一 ， Of -= D= amS 011 ==, 
iwo iwo 2iwo iwo 
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其 中 所 有 gu 和 hj 都 必须 在 a = 0 计算 . 恰当 选取 这 些 系数 使 得 消去 所 得 系统 
中 的 所 有 二 次 项 , 除了 (8.63) 中 出 现 的 项 . 然后 , 可 以 消去 所 有 非 共振 三 次 项 而 不 
用 改变 位 于 (8.63) 中 共振 项 前 的 系数 .为 验证 表达 式 Gjri(0) 和 Hye (0), 必须 求 
(8.69) 的 逆 直 到 并 包括 三 次 项 中 . 
为 了 对 a £0, 小 llal| 证 明 这 条 引 理 , 必须 执行 依赖 于 参数 的 变换 , 它 在 a = 0 
与 (8.69) 相同 , 但 包含 a £0 时 小 仿 射 部 分 以 平衡 (8.63) 中 “不 希望 ”出 现 的 线性 
项 . 例如 , 可 取 
v = u + ola) + ôi (au + b2(a)z + 63(0)z 
+5 Vo20(a)2? + Z Vooz(a)2? + Viio(Q)uz + Vior(a)uz, 

w = z + Ao(a) + Ai(a)u + Ao(a)z + As(a)z (8.70) 

+5 Waoo(a)u? + 5 Wo20(a)2” + 5 Woor(a)2” + Wio1(a)uz 

+Wo11(a)zz, 


这 里 ok(0) = 0 和 A, (0) = 0. 为 了 证 明 这 一 点 可 选取 (8.70) 中 依赖 于 参数 的 系数 ， 
以 对 所 有 小 lall 去 消去 所 有 常数 项 、 线 性 项 , 以 及 二 次 项 , 除了 (8.63) 中 所 示 的 项 . 
为 此 , 必须 用 关于 4(0) 特征 值 的 假设 和 条 件 (ZH.1) MESAER GE. 详细 留 
给 读者 . 口 

在 (8.63) 中 作 非 线性 时 间 重 参数 化 并 执行 额外 的 变量 变换 以 进一步 简化 系统 . 
如 下 面 引 理 指出 的 , 在 某 些 非 退 化 条 件 下 , 所 有 三 次 项 除了 一 项 共振 项 外 都 可 “ 移 
K”. 

51 8.10(Gavrilov 规范 形 ) ”假设 

(ZH.1) G200(0) # 0; 

(ZH.2) Go11(0) #0. 


则 系统 (8.63) 在 原点 附近 局 部 光滑 轨道 等 价 于 系统 
ù = 6(a) + B(a)u? + C(a)|z|? + O(!|(u, z, Z)|!4), (8.71) 
z= D(a)z + D(a)uz + E(a)u?z + O(||(u, z, Z4), l 


其 中 O(a), Bla), Cla) 和 Ela) 是 光滑 的 实 值 函数 , Dla) 和 Dla) 是 光滑 的 复 值 
函数 . 此 外 , 6(0) = 0, (0) = A(0) = iwo, 以 及 


B(0) = G200(0), C(0) = Gori (0), (8.72) 
D(0) = Hi10(0) = ine. (8.73) 


@ 一 个 明显 避免 求 (8.69) 的 逆 的 方法 , 是 微分 (8.69), 并 用 (8.60) 的 (0) 和 所 得 的 (8.69) 的 变换 
代入 (8.63), 再 比较 用 (u,v) 表达 的 ò M wh 的 方程 . 
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Re Ho21(0) 3G300(0) Giri (0) 
Pas [oa #00) Gaon ~ 3Ga0(0) + ea) 


Ho21(0)G299(0) 
7 oe CaO) (8.74) 


证 明 ”如 同 引 理 8.9, 从 a = 0 开始 . 在 (8.63) 中 作 下 面 的 时 间 重 参数 化 : 


dt = (1 + ev + e9|w|?)dr, (8.75) 
常数 elz ER! 待定 . 同时 通过 下 面 公式 引入 新 的 变量 , 仍 记 为 w 和 z: 
二 
l u=v+ zet", (8.76) 
z = w + Kvu, 


其 中 es e R! 和 K eC 是 “未 知 系数 ". 重 参数 化 (8.75) 在 原点 附近 保持 时 间 方 
向 , 变换 (8.76) 局 部 可 道 . 在 新 变量 和 新 时 间 下 ， 若 令 


G300(0) jwoe2 + Ho21(0) G111(0) 
Se ; Kae oe =2ReK—e, — 
G290(0) Gori (0) i E 40) 


则 系统 (8.63) 取 形 式 (8.71), 然后 再 调节 余下 的 自由 参数 e 去 消去 项 u2 系数 的 
虚 部 . 这 永远 是 可 能 的 , 因为 这 个 系数 有 形式 


.  G200(0) 
亚 — iwo Gori (0) €2, 
在 ez 前 它 有 纯 虚 因子 ， 直 接 计算 显示 Rew = E(0), 其 中 E(0) 是 引 理 所 述 中 由 


(8.74) 所 给 的 表达 式 . 
对 小 a A 0 借助 隐 函 数 定理 的 帮助 , 如 果 在 (8.75) 中 视 e12 为 a 的 函数 , 并 用 


Į 
{ u =v + e4(æ)v + z(a)’, 


z=w+K(a)ow 


RE (8.76), 其 中 €3,4(Q), e4(0) = 0 以 及 K(a) 为 光滑 函数 ， 读者 可 验证 类 似 的 
结构 . 口 
最 后 , 在 (8.71) 中 作 变 量 和 时 间 的 线性 尺度 化 

u BO B?(a) 


i - E(a) 
TRO? “~ AS 


t= Bla) (a) Ti 
得 到 


{ È = Bi (a) + €2 + sie? + OIE GIS, 


¢ = (B2(a) + iw, (a))¢ 十 (A(a) + iD (a))EC 4 EC + Ol(li(é, C II+), (8.77) 
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其 中 s = sign[B(0)C(0)] = +1, 以 及 


E? (a) E(a) 


Bila) = Ba) d(a), Bo2(a) = Ba) Re D(a), 
0+ id(a) = at wila) = Bey Im L(a) 


因为 鉴于 (ZH.1) 和 (ZH.2), 有 B(0)C(0) 40, 为 使 尺度 化 有 效 只 需 假定 

(ZH.3) E(0) £0. 
注意 , 如 果 E(0) > 0,7 与 + 有 相同 方向 . 当 解 释 稳定 性 结果 时 我 们 要 注意 这 点 . 引入 
这 个 使 得 时 间 可 能 转向 的 自由 是 为 了 减少 不 同情 形 的 数目 . 也 可 以 假设 wi(a) > 0, 
因为 变换 5 一 5 改变 wi 的 符号 . 

若 加 入 另外 一 个 横 截 性 条 件 , 即 

(ZH.4) 映射 a > 8 Ë a = 0 IEM, 
则 (81, 62) 可 视 为 新 变量 , 而 9 视 为 8 的 函数 (保留 符号 ). 条 件 (ZH.4) 等 价 于 映 
Bt a (y(a), u(a))T Æ a = 0 的 正则 性 ( 见 (8.59) 和 (8.61)). 

我 们 用 下 面 的 定理 总 结 在 这 一 节 所 得 的 结果 . 

定理 8.6 ”假设 三 维系 统 


Z£=f(t,a), rz eR, aE R?, (8.78) 
f 光滑 , 在 a =0 平衡 点 Z=0 有 特征 值 
Ai (0) = 0, A2,3(0) = +iwo, wo > 0. 

设 

(ZH.1) g200(0) 4 0; 

(ZH.2) 9011 (0) x 0; 

(ZH.3) E(0) # 0, 这 里 E(0) 可 用 (8.64)~(8.68) 以 及 (8.74) 计算 ; 

(ZH.4) 映射 a+ (yla), ula) 在 a=0 正 则 . 


则 利用 引入 复 变 量 、 光 滑 依 赖 于 参数 的 光滑 变换 、 时 间 重 参数 化 (如 果 E(0)<0 更 
改 方向 ) 以 及 引入 新 参数 , 就 可 将 系统 (8.78) 化 为 形式 


l =A +e + sic? + OIIE, G, OI), 
È = (Ba + iw )G + (8 + WES + 26 + OLIE, 6, ÒIS, 


R PEER 和 CE Cl! 是 新 变量 ; 81 和 [Ba 是 新 参数 ;9 = 0(B), 9 = (8), wi = wi(B) 
是 光滑 实 值 函数 ; wl(0) 40, 以 及 


(8.79) 


Re hi10(0) 


s = sign|g200(0)go11(0)] = +1, 0(0) = g200(0) ` 
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对 下 面 叙 述 只 有 s 和 9(0) 是 重要 的 . 假设 

(ZH.5) 6(0) £ 0. 

注 ”观察 规范 形 中 哪 一 个 三 次 项 得 到 保留 是 重要 的 . 代替 (8.79), Gavrilov 用 
下 面 属 于 Guckenheimer 的 规范 形 : 


E = Bi +E? + sl + ONIE, c OI), 
: ae (8.80) 
= (Bq + iwi) + (8 + iW)EC + CI + OUE, 6, OII), 


其 中 保留 在 第 二 个 方程 中 的 项 Ce 代替 出 现在 (8.79) 中 的 项 EC 当然 , 交替 的 
选择 导致 等 价 的 分 支 图 . 0 


8.5.2 ”截断 规范 形 的 分 支 图 
在 坐标 系 (Epp), 5 = pel? F, 没有 项 Ol- ||*) 的 系统 (8.77) 可 写 为 


E= b +E + sp’, 
P = p(B2 + 0E + £?), (8.81) 
$ 一 wl 十 VE, 
前 面 两 个 方程 与 第 三 个 方程 无 关 . 对 小 |&|, y 的 方程 刻画 围绕 E 轴 并 以 几乎 是 常 角 
速度 2 = wi 的 旋转 . 因此 , 为 理解 (8.81) 的 分 支 , 只 需要 研究 对 (E, p), 满足 p>0 


的 平面 系统 : 
E= +E + sp?, 
| È = p(B + 6E + €?). oD 
通常 称 这 个 系统 为 (截断 ) 振 幅 系 统 . 如 果 考 虑 整个 (&,p) 平面 , 系统 (8.82) 是 Zo 对 
称 , 因为 反射 p> -p 使 它 不 变 . (8.82) 对 应 于 各 种 可 能 不 同情 形 的 分 支 图 描绘 在 
8.13、 图 8.14, 以 及 图 8.16、 图 8.17 中 . 在 所 有 情形 , 系统 (8.82) 在 原点 的 小 邻 
域内 对 小 ||3|| 有 有 零 个 或 三 个 平衡 点 . 两 个 对 b < 0 存在 的 p = 0 的 平衡 点 为 


五 1,2 = (0) = (Fy —B1, 0). 
这 些 平衡 点 在 直线 
$={(8,B): B= 0} 


上 出 现 一 般 折 分 支 . 分 支 直 线 S 有 两 个 分 枝 S+ 和 S, 它们 被 点 8 = 0 AH, 这 两 
个 分 枝 分 别 对 应 于 Bo > 0 和 6。< 0( 例 如 见 图 8.13). 穿 过 分 枝 S+ 产生 一 个 不 稳 
定 结 点 和 一 个 鞍点 , 通过 S 得 到 一 个 稳定 结 点 和 一 个 鞍点 . 
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平衡 点 El,z 可 进一步 分 支 , 即 具 p > 0 的 非 平凡 平衡 点 


k 32 
Es = (é3 ,ps )= 所 + o(a), 4/-= Q +a =) 


可 从 Ey 或 Eo 分 枝 (这 里 第 一 次 用 了 假设 (ZH.5)). 显然 , (8.82) 可 以 有 另外 的 非 
平凡 的 平衡 点 满足 
E=-O04+---, P=., 


这 里 的 省 略 号 表示 当 6 一 0 时 为 零 的 项 . 我 们 不 用 担心 这 个 平衡 点 , 因为 它 位 于 相 
平面 原点 的 任何 充分 小 邻 域 之 外 , 并 不 影响 Ee 中 的 任何 一 个 , 上 = 1,2,3. 非 平凡 
平衡 点 Es 出 现在 分 支 曲线 


83 2 
H = TEA : py = -9z +02} 


E. 如 果 sg > 0, 出 现 的 平衡 点 Es 是 鞍点 , s0 < 0 时 它 是 结 点 . 对 98。 > 0, 这 个 结 
点 如 果 存 在 则 稳定 , 如 果 这 个 不 等 式 反 向 则 不 稳定 中 . 

如 果 sb > 0, 非 平 凡 平衡 点 Es 不 分 支 , (8.82) 的 分 支 图 如 图 8.13( 对 s = 1 0> 
0) 和 图 8.14( 对 s = -1, 9 < 0) 所 示 . 


8.13 ”振幅 系统 (8.81)(s = 1, 9 > 0) 的 分 支 图 


@ 细心 的 读者 会 认 出 如 在 第 7 章 研究 过 的 又 分 支 , 由 于 (8.82) 的 Zo 对 称 性 , CE H 发 生 . 
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图 8.14 振幅 系统 (8.81) (s = 一 1, 9 < 0) 的 分 支 图 


注 OM s = 1, 情形 9(0) > 0 和 情形 0 < 9(0) < 1 之 间 的 微妙 差别 仅 出 现在 临 


界 参 数值 8 = 0( 见 图 8.15). } 
(a) (bb) 


8.15 s=1 的 临界 相 图 : (a) 0 < 9(0) < 1; (b) b(0) >1 
WR 36 < 0, 对 参数 值 属 于 直线 
T = {(81, 82) : 82 =0, 08, >0} 


上 的 平衡 点 Es, 有 两 个 纯 虚 特征 值 . 
可 以 验证 对 应 的 第 一 个 Lyapunov 系数 是 


bV851 


C+ > 0 是 某 常数 . 因此 , 对 充分 小 ||8|| > 0, HF T, Lyapunov AML 不 为 零 . A 


h = 
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此 , 如 果 在 9 = 0 的 邻 域内 穿 过 直线 T, 非 退 化 的 Hopf 分 支 发 生 , 对 邻近 的 参数 值 
存在 唯一 极限 环 . 它 的 稳定 性 依赖 于 的 符号 . 

BY DAWEH, (8.82) 在 (&,p) 平面 的 原点 的 充分 小 邻 域内 对 小 ell 至 多 有 一 个 
极限 环 . 证 明 是 困难 的 , 这 里 就 省 略 了 名 ， 这 个 极限 环 的 命运 依赖 于 s = 1， 还 是 
s= 一 1 而 不 同 GLA 8.16 和 图 8.17). 


图 8.16 ”振幅 系统 (8.81) ( s = 1, 9 < 0) 的 分 支 图 


gn s = 1( 0 <0), 极限 环 不 稳定 并 与 另外 两 个 平凡 平衡 点 E HF, 它们 
BRA. 在 参数 变化 下 环 趋 于 这 两 个 鞍点 分 界线 所 形成 的 异 宿 环 : 环 的 周期 趋 于 无 
穷 而 环 消失 . 注意 , 由 于 对 称 性 E 轴 永 远 是 不 变 的 , 故 连接 鞍点 B12 的 轨道 总 是 存 
E. 第 二 个 连接 出 现在 沿 着 从 8 = 0 出 发 且 有 表达 式 

P= { (21s) : Ba = apf + o(p), A < of 

的 曲线 上 ( 见 练习 14(b)). 所 得 的 分 支 图 如 图 8.16 Pra. 

mR s = -1( 且 0 > 0), 当 没 有 p = 0 的 平衡 点 时 , 通过 Hopf 分 支出 现 稳定 极 
限 环 . 当 在 参数 平面 内 围绕 原点 顺 时 针 方 向 移动 时 , 环 必 须 在 进入 区 域 3 前 在 某 个 
地 方 消失 , 那里 没有 极限 环 存在 , 因为 那里 没有 非 平凡 平衡 点 . 稍微 想 想 , 环 不 可 能 
由 于 同 宿 分 支 或 异 宿 分 支 而 “消亡 ”*. 为 了 理解 由 Hopf 分 支 产 生 的 环 会 发 生 什么 
情况 , 在 相 平面 原点 固定 一 个 的 小 邻 域 Uo. 然后 , 在 参数 平面 内 围绕 6 = 0 顺 时 针 


D 这 基于 奇异 尺度 化 和 Hamilton 系统 扰动 的 Pontryagin 技巧 (如 同 Bogdanov-Takens 情形 , 但 
更 为 复杂 , 见 附录 A 和 练习 14(b)). 
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方向 移动 , 环 “ 增 大 ”并 与 Uo 的 边界 相 接触 . 接 下 来 只 看 Uo 的 内 部 环 变 得 看 不 见 
T. 我 们 不 能 缩小 邻 域 Uo 而 去 掉 这 个 称 为 环 爆炸 的 现象 , 也 不 可 能 使 得 这 个 邻 域 
变 得 很 大 , 因为 前 面 所 有 的 分 析 只 能 在 原点 的 充分 小 邻 域内 有 效 . 因此 , 对 s = 1, 
存在 从 8 = 0 出 发 并 依赖 于 在 其 中 考虑 系统 (8.82) 的 区 域 的 “分 支 ”曲线 7, AE 
上 面 环 趋 于 这 个 区 域 的 边界 ( 见 图 8.17). 如 果 在 参数 平面 上 沿 着 以 原点 8 = 0( 曲 
BJ 终止 于 这 个 原点 ) 为 中 心 的 任意 小 圆 作 围 绕 旅游 , 我 们 发 现 , 这 个 现象 最 奇怪 
的 特征 是 环 通过 Hopf 分 支 而 产生 , 然后 趋 于 任何 小 但 固定 的 区 域 的 边界 . 这 意味 
着 当 圆 周 的 半径 收缩 而 参数 任意 快 变 化 时 , 环 的 直径 却 增 大 . 这 就 是 为 什么 说 环 具 
有 爆炸 性 . 


8.17 ”振幅 系统 (8.81)(s = 一 1, 9 > 0 ) 的 分 支 图 


现在 可 以 用 所 得 (8.82) 的 分 支 图 , 利用 关于 y 旋转 的 “ 扭 扩 ”去 构造 三 维 截 
断 规范 形 (8.81) 的 分 支 . (8.82) 中 p = 0 的 平衡 点 Ey. 对 应 (8.81) 的 平衡 点 ， 因 
此 , 曲线 S 是 (8.81) 的 折 分 支 曲线 , 在 它 上 面 出 现 两 个 平衡 点 , 一 个 结 点 一 个 鞍 - 焦 
Fi. (8.82) 中 的 非 平 凡 平衡 点 Es 对 应 (8.81) 中 的 极限 环 , 并 与 Es 有 相同 的 稳定 性 
( 见 图 8.18). 在 叉 分 支 曲线 H 上 从 平衡 点 分 支出 的 小 环 , 显然 它 对 应 于 (8.81) 的 
Hopf 分 支 人 们 自然 期 望 在 折 Hopf 分 支 附 近 出 现 这 两 个 局 部 分 支 曲线 . (8.82) 中 
的 极限 环 对 应 (8.81) 中 的 不 变 环 面 ( 见 图 8.19). 因此 , Hopf 分 支 曲线 T 刻画 了 环 
的 Neimark-Sacker 分 支 , 在 它 上 面 环 失去 稳定 性 而 产生 “围绕 * 它 的 稳定 环 面 . 然 
后 这 个 环 面 或 者 趋 于 由 球形 曲面 和 & 轴 组 成 的 异 宿 集 ( 见 图 8.20) 或 者 到 达 所 考虑 
区 域 的 边界 爆炸 而 “消失 ”. 
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图 8.20 ”对 应 于 “球面 ”的 异 宿 轨 道 


8.5.3 ”高 阶 项 的 影响 
回忆 前 面 关 于 截断 规范 形 (8.81) 的 结果 . 正如 我 们 将 看 到 的 , 若 考虑 整个 系统 
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(8.77), 则 有 些 结果 仍 “ 保 持 ”, 另外 一 些 则 没有 . 在 多 数 情况 下 (8.81) 不 是 (8.77) 的 
规范 形 . 
先 从 正面 信息 开始 . 如 同 (8.81), 在 相同 坐标 系 (&, p, yp) 下 将 (8.77) 写 为 


É = Bi +E? + sp? + OnE, p,9), 
È = p(B2 + 0E + £?) + WalE, p, p), (8.83) 
p =w + VE + P(E, p,p), 
其 中 Og, Ug = O((€? + p2)2) 和 Og = 0e + p?) 是 光滑 函数 , 对 y 为 2r 周期 函 
数 . 应 用 隐 函 数 定理 , 可 以 证 明 对 充分 小 || ||, 系统 (8.83) 在 相 空间 原点 的 小 邻 域 
内 有 与 (8.81) 相同 的 局 部 分 支 更 确切 地 说 , 它 至 多 有 两 个 平衡 点 , 由 于 折 分 支出 
现在 接近 于 S 的 曲线 上 . 在 接近 于 H 的 曲线 上 平衡 点 产生 Hopf 分 支 , 从 而 产生 
一 个 唯一 极限 环 . 如 果 sb < 0, 这 个 环 失去 稳定 性 , 并 由 于 在 接近 于 曲线 T 的 某 曲 
线 上 发 生 Neimark-Sacker 分 支 而 产生 环 面 . 对 这 些 分 支 的 非 退 化 条 件 可 以 比较 简 
单 地 验证 . 事实 上 , (8.83) 中 代表 这 些 分 支 曲线 的 函数 的 Taylor 展开 式 中 的 主 _ 阶 
项 与 (8.81) 中 的 相同 . 因此 可 以 说 , 一 般 地 ,“ 折 分 支 和 Hopf 分 支 之 间 交 互 作用 导 
致 出 现 环 面 ”. 
WR s=1 H 9 > 0, 那么 可 以 得 到 更 多 的 信息 ， 即 加 入 高 阶 项 并 不 定性 地 改 
变 (8.81) 的 整个 分 支 图 . 
引 理 8.11 若 s=1 且 0>0, 则 在 原点 附近 , 系统 (8.83) 局 部 拓扑 等 价 于 系 
统 (8 81). 口 
在 这 种 情形 , 在 参数 平面 上 只 有 折 分 支 曲线 和 Hopf 分 支 曲 线 . e 轴 上 的 一 个 平 
衡 点 永远 是 结 点 . 通过 Hopf 分 支 生成 的 环 是 鞍点 型 的 , 不 可 能 有 环 面 . 
此 外 , 在 这 种 情形 , 我 们 甚至 不 需要 考虑 三 次 项 . 仅 考 虑 二 次 项 就 足够 了 . 
引 理 8.12 若 s=1 且 0>0, 则 在 原点 附近 , 系统 (8.83) 局 部 拓扑 等 价 于 系 
统 


P= Gop + B€p, (8.84) 


€= B+E +p? 
$ = wi 十 VE. 


口 
此 外 , 如 果 取 wi = 1, 并 以 常数 值 9 = 0(0) Al v = 0 代替 函数 6(96) 和 ?3(9), 分 
支 图 保持 等 价 . 由 此 , 可 叙述 下 面 的 定理 . 
定理 8.7( 简 单 的 折 -Hopf 分 支 ) ”假设 系统 


t= f(z,a), xeR?, a€ R?, 
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fA, 在 a = 二 0 有 平衡 点 c=0, 它 有 特征 值 
Ai (0) =; A2,3(0) =+tiwp, wo > 0. 
下 面 的 一 般 性 条 件 成 立 : 
(ZHO.1) g200(0)go11 (0) > 0; 


= Re hiio (0) . 
g200(0) 


(ZH0.3) BRI wm (yla), ula) T Æ a =0 ER. 
则 在 原点 附近 这 个 系统 局 部 拓扑 等 价 于 系统 


| p= Bap + bocp, 


(ZHO.2) 8 


p=1, 
《一 启 十 62 十 p2， 


这 里 (p,Pp;6) 是 柱 面 极 坐标 . 口 
-在 所 有 其 他 情形 , 加 入 一 般 的 高 阶 项 分 支 图 就 不 拓扑 等 价 了 ， 其 理由 是 系统 
(8.81) 的 相 图 具有 某 些 退化 特性 , 这 些 特性 在 一 般 高 阶 项 的 “扰动 ” 下 消失 . 

先 解释 一 下 为 什么 另 一 个 “简单 ”情形 s= -1, 9 < 0 对 加 入 高 阶 项 就 敏感 . 
在 系统 (8.82) H E 轴 是 不 变 的 , 因为 p = 0 得 j=0. FE, 在 图 8.14 的 区 域 3 中 ， 
系统 (8.82) 有 两 个 p = 0 HK AA, 其 中 之 一 有 二 维稳 定 和 -一 维 不 稳定 流 形 , 另 
一 个 有 一 维稳 定 和 二 维 不 稳定 不 变 流 形 . 不 变 轴 连 接 这 些 鞍 -焦点 : 在 区 域 3 有 对 
所 有 参数 的 异 宿 轨道 . 

RZ, (8.83) 中 的 项 Val, p, y) = OUE + p?)?) 对 p = 0 不 必要 为 零 . 于 是 , E 
轴 不 再 总 是 不 变 的 , 而 异 宿 连接 一 般 消 失 中 . 因此, 一 般 地 , (8.81) 和 (8.83) 的 分 支 
图 不 等 价 . 

注 & 轴 的 不 变性 情况 可 以 解释 得 比 上 面 得 到 的 更 细致 些 .应 用 适当 的 变量 
变换 , 可 使 得 Vs 在 (E, p) = (0,0) 的 Taylor 展开 式 中 与 p 成 比例 的 项 直到 任意 高 
阶 , 保持 这 个 轴 在 截断 规范 形 中 不 变 . 但 是 , “尾巴 " 在 一 般 情况 下 不 再 与 p 成 比例 . 
这 种 性 质 称 为 楼 层 (Hat), 因为 可 以 把 函数 更 分 解 为 


Val, p,p) = FVO E, p, 9) + VPE, p,p), 


其 中 UO 关于 p 的 所 有 偏 导数 在 p = 0 都 等 于 零 (p 的 楼 层 函数 ) 但 是 , 一般 地 ， 
YP (E, 0, p) £0. © 


D 由 于 我 们 要 调整 两 个 参数 去 恢复 连接 ,这 只 能 在 (81, G2) 平面 的 孤立 点 (8.83) 的 这 种 连接 仍 可 出 
现 . 
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如 果 sb < 0, 截断 规范 形 (8.81) 中 出 现 环 面 , 情况 变 得 更 加 复杂 . (8.83) 中 由 
Neimark-Sacker 分 支 而 产生 的 环 面 仅 对 对 应 的 分 支 曲线 附近 的 参数 值 存在 . 如 果 离 
开 这 条 曲线 , 环 面 就 失去 它 的 光滑 性 并 毁灭 . 事情 的 完全 结果 还 不 清楚 . 看 样子 包 
含有 无 穷 多 个 分 支 , 因为 Neimark-Sacker 曲线 上 的 任何 一 个 弱 共 振 点 是 Arnold 锁 
相 舌 的 根 ( 见 第 7 BE). 

对 s = 1,9 < 0 情形 可 得 到 更 详细 的 信息 . 在 这 种 情形 截断 规范 形 (8.81) A H 
线 P, 在 此 曲线 上 存在 由 鞍 -焦点 的 二 维 不 变 流 形 的 登 合 而 形成 的 球形 曲面 . 这 是 
一 个 极度 退化 的 结构 , 当 加 入 一 般 的 高 阶 项 时 它 就 消失 . 代 之 以 这 些 不 变 流 形 横 截 
相交 形成 一 个 异 宿 结 构 ( 见 图 8.21, 那里 这 个 结构 的 截面 是 与 异 宿 轨道 Fl 画 在 一 
起 ). 因此 , 环 面 不 可 能 趋 于 “球面 ”, 因为 它 实际 并 不 存在 , 在 这 之 前 它 必 须 消失 . 显 
然 , 由 连续 性 可 知 , 横 截 异 宿 结构 的 存在 性 区 域 应 由 某 些 对 应 于 沿 着 连接 鞍 - 焦 点 
平衡 点 的 异 宿 轨道 的 不 变 流 形 的 切 触 曲线 所 围 . 


E, 


F, 


(a) (b) 
8.21 (a) 相交 于 稳定 和 不 稳定 流 形 的 截 线 ; (b) 连接 鞍 - 焦 点 的 异 宿 轨道 


最 后 , 我 们 指出 , 同 宿 于 鞍 - 焦 点 的 同 宿 轨 道 也 是 可 能 的 , 事实 上 已 经 证 明 在 一 
般 情形 会 出 现 . 这 样 的 轨道 Pi 可 以 沿 着 一 个 鞍 - 焦 点 的 二 维 不 稳定 流 形 螺 旋转 
动 开 始 , 在 第 二 个 鞍 -焦点 附近 通过 , 再 沿 着 一 维稳 定 不 变 流 形 回 到 第 一 个 鞍 - 焦 点 
( 见 图 8.22(a)). 同 宿 于 两 个 相反 方向 的 鞍 - 焦 点 轨道 也 是 可 能 的 . 事实 上 , 存在 两 条 
从 参数 平面 原点 出 发 的 彼此 相交 无 穷 多 次 的 曲线 , 它们 对 应 两 个 同 宿 分 支 . 可 以 验 
证 , 若 同 宿 轨道 存在 且 
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—2<0<0, 
则 对 应 的 鞍点 量 co( 见 第 6 Æ) 满足 Shilnikov* 混 沌 ”条 件 ， 导 致 存在 Smale 4 
蹄 . 此 外 , 这 两 个 同 宿 轨 道 之 一 位 于 由 第 二 个 鞍 - 焦 点 的 二 维稳 定 流 形 所 围 的 吸引 区 
ROE 8.22(b)) 的 内 部 . 因此 , 在 这 种 情形 一 个 稳定 的 “奇怪 ”动力 学 在 折 Hopf 
分 支 附 近 存 在 . 


W(E,) 


WHE) 
(a) {b) 
8.22 同 宿 于 鞍点 E 的 一 条 轨道 ; (b) 吸引 的 边界 


综 上 所 述 , WHR s = 1,0 < 0, 系统 (8.83) 除了 局 部 分 支 曲线 以 外 , 还 可 以 有 对 
应 于 大 范围 分 支 ( 异 宿 切 触 、 同 宿 轨道 ) 以 及 长 周期 极限 环 分 支 ( 折 分 支 和 倍 周期 
瀑布 ) 的 分 支 集 , 它们 位 于 截断 规范 形 (8.81) 的 异 宿 环 曲线 P 附近 . 

注 (1) 事实 上 , MRE (Ep) 平面 上 考虑 一 类 系统 . 它 在 二 维 群 Z : (E p) 
(&, 一 p) 表示 下 是 不 变 的 , 则 截断 平面 规范 形 (8.82) 有 更 基本 的 意义 . (8.82) 的 高 阶 
项 扰动 令 它 在 这 类 对 称 系统 中 可 写 为 (参看 第 7 章 ) 


| f= pi +6? + sp? + Oa(é, 0’), h35) 
È = p(B2 + OE + €?) + p*Ua(E, p?), 
其 中 Os, pW a(E,p?) = OE + 02)3). 系统 (8.85) 永远 有 不 变 轴 p=0. 已 经 证 明 
满足 s0 A0 的 系统 (8.85) 局 部 拓扑 等 价 于 (8.82). 此 外 , 恒 同 相 图 的 同 胚 可 对 所 有 
参数 值 用 变换 (E, p) (E, 一 p) 交换 选择 . 

因此 , 系统 (8.82) 是 具 不 变 轴 za = 0 的 平面 一 般 Z。 对 称 系统 


tı = G(z, 23,0), 
Z2 一 z2H (z1, 12, œ) 


® 回忆 在 原来 系统 中 仅 当 E(0) > 0 时 谈论 的 所 有 对 象 事 实 上 是 吸引 的 . 
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的 规范 形 . 上 面 的 系统 在 a = 0 有 有 具 两 个 零 特征 值 的 平衡 点 x = 0. 
(2) 细心 的 读者 也 许 会 问 , WR s0 < 0, 为 什么 二 次 项 对 截断 系统 (8.82) 的 分 
析 还 不 够 , 以 及 为 什么 还 必须 保留 三 次 项 . 理由 是 s9 < 0 的 系统 


=f +E + sp, 
p = p(G2 + 8€) 


的 Hopf 分 支 是 退化 的 . 此 外 , 如 果 s = 1,0 < 0, 这 个 分 支 和 由 鞍点 Ey 的 分 界线 
所 形成 的 异 宿 环 同时 出 现 . 更 确切 地 说 , 系统 沿 着 “Hopf BAR” T 可 积 , 对 对 应 的 
参数 值 非 平凡 不 动 点 是 中 心 , 它 被 一 族 闭 轨 线 所 围 . 对 s = 1, 9 < 0, 这 族 曲线 被 异 
宿 环 界定 ( 见 图 8.23(a)), 但 是 对 s = —1, 9 > 0 保持 无 界 (图 8.23(b)). 事实 上 , 系 
统 对 p> 0 轨道 等 价 于 Hamilton 系统 . 因此 , 系统 (8.82) 在 直线 T 附近 可 考虑 为 
Hamilton 系统 的 (仅仅 有 关 的 ) 三 次 项 的 “扰动 ”. 这 一 项 使 得 Hopf 分 支 非 退化 , 分 
裂 异 宿 曲 线 的 铅 直 轴 而 “稳定 ”分 支 图 . 用 这 些 性 质 就 可 证 明 系 统 的 极限 环 的 唯一 
性 并 推导 异 宿 曲线 P 的 渐 近 公式 . 有 兴趣 的 读者 可 直接 看 附录 A 以 及 练习 14(b). 

> 


(a) (b) 


图 8.23 (a)s=1,0<0;(b)s=-1,0>0 
用 中 心 流 形 定理 可 把 高 维 情形 的 折 Hopf 分 支 化 为 已 考虑 过 的 情形 . 注意 , 仅 
需要 中 心 流 形 的 线性 近似 以 区 别 “ 简 单 ” 情形 和 “困难 ”情形 . 但 是 , 若 要 求 EO), 
则 需要 二 阶 近似 . 在 8.7 节 n 维 情形 , 回 到 对 (8.63) 系数 的 计算 . 
8.6 Hopf-Hopf 分 支 
考虑 依赖 于 两 个 参数 的 四 维 光滑 系统 


t= f(x,a), rER, a€ R?. (8.86) 


第 8 章 连续 -时 间 动 力 系统 平衡 点 的 双 参 数 分 支 - 309 - 


在 a = 0, 8 (8.6) 有 平衡 点 z= 0, 它 具 有 两 对 不 同 的 纯 虚 特征 值 : 


Ai = iw, A2,3 = iw, 


其 中 w > wa > 0. 由 于 没有 零 特征 值 , 系统 (8.86) 对 所 有 小 |lal| 的 a 有 接近 于 
z = 0 的 平衡 点 . 假设 已 经 作 了 依赖 于 参数 的 坐标 轴 平 移 , 将 坐标 原点 移 到 这 个 平 
衡 点 . 因此 , 不 失 一 般 性 , 可 以 假设 对 所 有 小 的 llall, z = 0 是 系统 (8.86) 的 平衡 
点 : f(0, a) 三 0. 


8.6.1 ”规范 形 的 推导 
将 (8.86) 写 为 形式 
t = A(a)z + F(z,a), (8.87) 
这 里 F(z,a) = O(||2|\?) 是 光滑 函数 . 矩阵 4(a) APM BSS SEA 
Al4(a) = m (a) + iwi(a),  A2,3(@) = p2(a) + iwo(a), 
对 所 有 充分 小 jlall, wie 和 wie 是 a 的 光滑 函数 且 
11(0) = H2(0) =0, wa(0) > w2(0) > 0. 


由 于 特征 值 是 单 的 , 存在 对 应 于 特征 值 Xua(a) = jz(Q) 土 iwi ala) 的 两 个 复 特征 
HE qn o(a) € C4: 


A(a)qi(@) = Ar(a@)qi(a), 4(a)gz(a) = r2(a)q2(a). 
如 通常 , 用 
A™(a)pi(a) = Ar(a)pi(@), 4T(a)pa(a) = A2(a)pa(a). 

引入 伴随 特征 向 量 piola) e C4, 其 中 T 表示 转 置 . 这 些 特 征 向 量 可 以 选择 光滑 依 
RAF a, 用 C4 中 的 标准 数量 积 标准 化 

(pi, 91) = (p2, 92) = 1, 
且 使 得 满足 正 交 条 件 

(p2, q1) = (pi, q2) = 0, 
因此 它们 在 C4 中 形成 一 个 双 正 交 向 量 集 ， 注 意 ,我 们 永远 用 数量 积 (v,w) = 
2 tee, 它 对 第 二 个 量 是 线性 的 ， 任 何 实 向 量 re Rt 对 每 一 个 小 |lal| 可 表示 
为 


T = 2141 + 2191 十 2292 十 2202， 
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其 中 


Z1 = (pi, £), Z2 = (po, x) 


是 新 复 坐标 , 21,2 E C! (参看 3.5 Fi). 在 这 坐标 下 , 系统 (8.87) RER 


Z1 = Al(a)zl + g(z1, 21, 22, Z2, 0), (8 88) 
Zo = A2(a)z2 + h(zı, 21, 22, Ž2, a), 


其 中 
9(21, 21, 22, 22,a) = (p1, F(zign + 1 + 2202 + Z2G2, a)), 
h(21, 21, 22,22,a@) = (p2, F(zigi + Ahi + z202 + Z2G2, a)) 


(为 简单 起 见 , pr q 依赖 于 参数 没有 标 出 ). 函数 9 Al h 是 它们 变量 的 复 值 光 滑 函 数 
并 有 关于 它们 前 面 四 个 变量 从 二 次 项 开始 的 形式 Taylor 展开 : 


g(21, 21, 22, Z2, a) = 5 Gjktm (a) zz! 2h 35" 
jt+k+l+m>2 
All 
A(z, » 21; 22, 22, a) = py hjktm(a)z* z! ohne, 


j+k+l+m>2 


5132 8.13(Poincaré 规范 形 ) ”假设 
(HH.0) ku1(0) Æ lwo(0), 大 1 > 0 k+l<5. 


则 存在 局 部 定义 且 光 滑 依 赖 于 参数 的 复 变 量 的 光滑 可 逆 变换 , 对 所 有 充分 小 |lal， 
将 (8.88) 化 为 形式 


Wi =A1(a)w1 + Gei00(a)wi|wi |? + Gion (a)wilhw2l? 
+G3200(@)w1 {wi |* + Gorn (a)wr|wi|?|we!? + Gi022(a)wi |we|4 
+0O((|(wi, 1, w2, H2)||®), (8.89) 

Wz =A2(a)we + Hii10(a)we|wi|? + Hoo2i(a)welwe|? i 
+H2210(a)we}wi|* + Hii21(a)we|wi |?|we|? + Hoose(a)we|we|4 
+0((||(w1, 01, we, We)!|9), 


其 中 wig € Cl A ||\(wi, a, we, 02)? = lwil? + |w2|?. 24h BFK Gjrtm(a) 和 
Hijkim(Q) 光滑 ， 此外， 


i i T 
G2100(0) =g2100 + y, 9110092000 十 z (91010h1100 — gio01h1100) 
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= i 
pees EEEN ee 一 ———— go110h2000 
i + w2 2w — Wwe 


louool = 5 [gooo ， (8.90) 


i a 
G1011 (0) =g1011 + z (91010hoon =A 910010011) 
i a = 
= z (29200090011 — 9110090011 — 900110110 一 go011h1010 
1 


Yooo2ho101 一 9o020/1001 


2i 2i 
wi + 2w2 n — 2w2 
lgoro1l?, (8.91) 


i 
Jw, — we 90110 Did tah 


i k 
Hi110(0) =h1110 + 六 (guoohaolo — G1100ho110) 
i 5 _ 
T y (2002091100 一 hoo11h1100 — gi010h1100 一 9100121100) 


P 2i h 2i h 

Jor — we 90110422000 Qu egg 10200 

|hio01|? 一 |ho1011?, (8.92) 
1 


1 1 
2wW2—w Wy 十 2w2 


i z i 
Hoo21(0) =hoo21 + wr (90011h1010 一 90011ho110) + “py 10011 hooz0 


2w — wi 9002011001 ea Jooo2/ho101 
i 2i 
= =|hoo11|” — 3—|hooo2l” 8.93 
me o011| A 0002|“; (8.93) 
其 中 所 有 gjkim 和 hjkim 必须 在 a =0 计算 . 口 


注意 , 上 面 公式 中 每 一 个 的 最 后 一 行 都 是 纯 虚 数 . 引 理 可 用 标准 的 规范 化 技巧 
证 明 . 本 章 练习 15 中 的 提示 解释 如 何 应 用 计算 代数 系统 之 一 对 它们 作 必 要 的 计算 . 
这 里 没有 给 出 五 阶 共振 项 系数 的 明显 公式 , 是 由 于 它们 太 长 (ARB 中 的 参考 文 
A). 正如 我 们 将 看 到 , 所 给 公式 已 经 足够 去 区 别 Hopf-Hopf 分 支 的 “简单 ”情形 和 
“困难 ”情形 . 

引入 新 时 间 和 变量 变换 , 其 中 包括 三 次 “共振 项 ”, 就 可 进一步 简化 规范 形 (8.89). 

引 理 8.14 Rik 

(HH.1) Re G2100(0) # 0; 

(HH.2) Re Gi011(0) Æ 0; 
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(HH.3) Re Hii10(0) 0; 
(HH.4) Re Hoo21 (0) F 0. 
则 系统 


ti, =A (a)wr + Gai00(a)wi!wy|? + Gio (a) wy lw2l? 
+G'3200(@)wy |wi |? + Goria (a)wi [ws |? |we|? + Gro22(a)wy|wel4 
a ~ VI6 
+0O((||(wi, 1, we, w2)|]Ê), : (8.94) 
We 一 和 2 (a) we + h110(@)we|wy (3 + Ho021(a)we|we| 
+H2210(@)we|wi|* + Ayi21(a)we!wy|?|we|? + Hoose (a)w|we!4 


+O((|(w1, Dr, w2, G2)! |®) 
在 原点 附近 局 部 光滑 轨道 等 价 于 系统 


bı 三 Ai(a)ul + Pii (a) ur |? + Pro(a)vy {v9 |? 
+iRı (ævi lvi |t + Sı (aw lvz]4 
+0O({|(v1, 1, v2, 52)1[), 

V2 = A2(a)v2 + Pz (a)vz|v1|? + Poo(a)ve!v2/? 
十 92(ajvzjoi| + iR2(a)ve|ve|4 
+0(||(v1, T1, v2, õ2)||Ê), 


(8.95) 


其 中 2 EC 是 新 复 变量 ， Pik(a) 和 Skla) 是 复 值 光滑 函数 ,以 及 Rila) 是 实 值 
光滑 函数 7 
证 明 ZE (8.94) 中 引入 新 时 间 r: 


dt = (1 十 eilwl? 十 e2l1w2|?)dr7, 


其 中 实 函数 ej = e(a) 和 ep = es(a) 将 以 后 确定 . 所 得 系统 与 (8.94) 有 相同 的 共 
振 项 , 但 是 系数 有 些 改变 . 
于 是 , 执行 包括 “共振 ”三 次 项 的 光滑 可 逆 变 换 


{ v = w + Kiwilwil|?, 


(8.96) 
V2 = Ww + Kowe|w|?, 


这 里 Kj = Kj (a) 待定 复 值 函数 . 在 新 变量 (v1,v2) 下 系统 取 形 式 


A kal, l= 
vy = 和 AIV1 + > Gikim?} Di VZ04", 
j+k+l+m>3 
ee ree Ê. kal, tom D” 
U2 = A2V2 jkimU1 V1 V22 ， 
jtk+l+m>3 
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其 中 的 . 表示 关于 r 的 导数 , A 


Go100 = Galoo + Xiel + (Al 十 Ni)KI， Gion = Gion + Area, 
Aino = Hino + Me, Aoo21 = Hoo2i + Azez + (A2 + A2) Ko, 


WR 
G3200 =G3200 + G2100€1 + (Kai — Kia )ei 
+ K1G2100 — KiG2100 — 2(A1 + An) KZ — | |?Ar, (8.98) 
G2111 =G2111 + G1011€1 + G2100€2 + (Al + Ar )eoKky 
+ 2K, Re G1011, (8.99) 


Gi022 =G1022 + G1011€2 — 2Xiez Re K2 — 2Gioll Re Ko, 
H2210 =H2210 + Hi11061 — 2A2€1 Re Ki — 2Hi110 Re Ki, 
Hi121 =Hii21 + Hoo21e1 + Hiiioez + (M2 + À2)e1K2 +2K2 Re Gio, (8.100) 
Hoo32 =Hoos2 + Hoo21e2 + (K2A2 — K2A2)e2 
+ K2Ho021 — KoHoo21 — 2(A1 + A2) KS 一 |K2|? Xo. (8.101) 


注意 , 变换 (8.96) 带 来 四 阶 项 , 它们 在 Poincaré 规范 形 中 没有 出 现 . 这 些 项 的 
消去 会 改变 (8.97) 中 的 五 阶 项 . 但 是 , 由 于 (8.96) 的 特殊 形式 , 在 去 掉 出 现在 (8.97) 
中 四 阶 项 时 并 不 改变 上 面 给 出 的 五 阶 共振 项 的 系数 (验证 ). TE, 这 些 系数 并 不 因 
为 五 阶 非 共 振 项 的 消去 而 改变 . 故 假设 这 样 的 消去 工作 在 (8.97) 已 经 做 了 , 因此 它 
只 包含 直到 五 阶 的 共振 项 . 

考虑 到 (8.99) 和 (8.100), 可 置 


_ Gait 十 Clol1el + G2100€2 


关于 三 
(A2 + Ai )e2 +2 Re Gioi1 
和 
K= Zi121 + Hoo21€1 + H1110€2 
052 


(A2 + r2)e1 + 2 Re 五 1110 


使 得 Gor =0 和 Anza = 0. 回忆 Kis Bo 的 函数 . 由 于 假设 (HH.2) 和 (HH.3) 
这 个 设置 对 所 有 充分 小 ||al| 成 立 . 
我 们 仍 有 两 个 自由 系数 el 和 eo. 要 求 对 所 有 充分 小 llall, 以 


| Re G3200 = 0, 


A (8.102) 
Re Hoo32 = 0 
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来 固定 它们 . 我 们 期 望 对 所 有 充分 小 的 ||al|, 存在 满足 (8.102) 的 光滑 函数 el z(a). 
为 看 到 这 一 点 , 我 们 指出 对 a = 0, 有 2 Re 和 .2 = 和 1.2 + ji = 0, 系统 (8.102) 按照 
(8.98) 和 (8.101) 4449 (e1(0), e2(0)) 的 线性 系统 , 即 


Re G2100(0)e1(0) = —Re G3200(0), (8.103) 
Re Hoo21(0)e2(0) = 一 Re Goos2(0), 
由 于 (HH.1) 和 (HH.4), 行列 式 不 等 于 零 


G2100(0) 0 
0 Hoo21(0) 


系统 (8.103) 显然 有 唯一 解 


= G2100(0) Hoo21(0) #0. 


_ Re G3200(0) = Re Goo32{0) 
Re G2100(0)’ Re Goo21(0) 


因此 , 由 隐 函 数 定理 对 所 有 充分 小 lall, (8.102) 有 光滑 依赖 于 a 的 唯一 解 (ei(a)， 
e2(0)), €1,2(a). 

因此 , 对 所 有 充分 小 a, Grove = 0, H2210 = 0, Re G3200 = 0 和 Re 0032 = 0, 
故 系统 (8.97) 有 形式 (8.95), 其 中 Pi = G2100， Pi2=Gion, Bi = Aino, Pz = 
Hoo21, Si = G1022, S2 = H2210, Ri = Im G3200 以 及 Rz = Im 各 0032. 容易 验证 


e1(0) = ez(0) = 


Re Pi1(0) = Re G2100(0), Re Py2(0) = Re Gi011(0), (8.104) 
Re P21(0) = Re Hi110(0), Re P22(0) = Re Hoo21(0), (8.105) 
以 及 
Re H1121 (0) Re Hoo32(0) 
Re Sı(0) =Re G 0) + Re Gioi (0) | 一 一 一 2 一 一 一 
1(0) 1022(0) 1011 (0) E Hi110(0) “Re Hoo21(0) 
Re H3200(0) Re Hoo21 al 
_ Re Bs200(0) Re Hooai(0) | 8.106 
Re Ho2100(0) Re Hi1i10(0) » l 
Re H2111 (0) _ 2 Re G3200(0) 
Re Hio11(0) Re G2100(0) 
RG Re ee 
Re G1i011(0) Re Hoo21 (0) | 


这 就 证 明了 引 理 . 口 
设 


ReS2(0) =Re G2210(0)+Re G1110(0) | 


(8.107) 


v = er!, v2 = ef2 . 
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TERR AL (r1, 72,91; P2) $; 系统 (8.95) 可 写 为 


ři = ry (ui (a) + pular? 十 piz(a)r2 + si1(a)r4) 
+81 (r1, T2, Pl, p20), 
t2 = r2(u2(a) + pa (a)rî + p22(@)r3 + s2(a)rîf 
+82(r1; T2, Yi, p20), 
ġı =wi(a) + Yı (r1, r2, 91, 92,4), 
ġ2 =we(a) + Y2(T1, r2, 91, P2, 2). 
这 里 
pik = Re Pr, 5s;= Re S$;, 7,4 =1,2 
是 a 的 光滑 函数 ; 实 函 数 D, AY, 是 它们 变量 的 光滑 函数 且 是 wj 的 2r 周期 函 
XL, Bk = O((rt ai 73)°), Vx(0, 0, 91, 22) =0,k= 1,2. 
如 果 映 射 (a1, Q2) aes (m (a), 2(@)) 在 a=0 正则 ， 即 
# 0, 


Ou 
(st) a=0 
则 可 用 (m1, 2) 对 参数 平面 的 原点 小 邻 域 参数 化 , 并 考虑 wk, Pik Sk, Pe AU, X u 
的 函数 . 


我 们 用 下 面 的 定理 结束 这 一 节 . 
定理 8.8 考虑 光滑 系统 


t= f(r,a), rz EER, ac R?. 
在 a=0, 它 有 平衡 点 z= 0, 具 特 征 值 
Ak(a) = ukla) + iwla), k= 1,2, 


满足 
Ai(0) = 12(0) =0, wi,2(0) > 0. 
设 下 面 的 非 退化 条 件 满足 : 
(HH.0) kwi(0) # lw2(0), k,l > 0, 大 上 15 
(HH.1) p11(0) = Re G2100(0) Æ 0; 
(HH.2) p12(0) = Re Gi011(0) Æ 0; 
(HH.3) p21(0) = Re Hii10(0) Æ 0; 
(HH.4) p22(0) = Re Hoo2i(0) Æ 0, 
其 中 Goi00(0), Gioi1(0), Hiri0(0) 和 Hoozi(0) 是 由 (8.90)~(8.93) 给 出 ,以 及 
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(HH.5) 映射 ar ula) 在 w=0 正则. 
则 在 原点 附近 系统 局 部 光滑 轨道 等 价 于 系统 


ti = ri(u1 + pr(u)rz + pie(u)r3 + si(u)r$) 十 更 (ra， T2, P1, 2; H), 

Fo = ra(u2 + poai (u)r? + pzz(u)r3 + $2(u)rt) + Bo(r1, r2, 01, 92, 4), (8.108) 
$1 = wi (u) + V(r, re, 91, P2, H), 

$2 = w(u) + Vo(ri, r2, p1, P2; 4), 


其 中 Bk = Olr? 十 13)3) 和 Ve = o(1) 是 pk 的 2m MAAK, 系数 pik(0) 和 
sk(0), j,k=1,2 可 用 公式 (8.104)~(8.107) 计算 , 只 要 共振 系数 Gjrim(0) 和 Hjrim(0) 
对 了 十 十 1 十 m= 二 3 和 5 已 知 . 口 


8.6.2 ”截断 规范 形 的 分 支 图 
现在 截断 (8.108) 的 高 阶 项 而 考虑 系统 


ři 二 Ta(Ha + pur? + pir? + sir4), 
Po = roa(u2 + pair? + p2272 + 827), 
pı = W], 
$2 = we, 

这 里 , 为 简单 起 见 ，Pjk, sk 和 wx 关于 / 的 依赖 性 没有 标 出 . (8.109) 第 一 对 方程 与 


第 二 对 无 关 . 最 后 两 个 方程 刻画 平面 > = 0 和 r = 0 分 别 以 角速度 wi 和 ws 的 旋 
转 . 因此 , (8.109) 的 分 支 图 是 由 平面 系统 


(8.109) 


ři = ry (ua + pur? + pier? + 8174), 
| 1 1(K1 + Pury + p1273 172) (8.110) 


72 = 72(u2 + par? + p227? + sors) 


确定 . 这 个 系统 通常 称 为 (截断 ) 振幅 系统 . 只 要 研究 r > 0, r2 > 0 就 足够 了 . É 

式 上 ， 系统 在 变换 rı œ =r, 和 rg = -r 下 不 变 . ER, (8.110) 的 r =r: =0% 

平衡 点 Eo 对 应 四 维系 统 (8.109) 在 原点 的 平衡 点 ， 在 (8.110) 的 不 变 轴 上 可 能 的 

平衡 点 对 应 (8.109)r: = 0 或 ro = 0 的 环 , (8.110) 的 具 71,2 > 0 非 平 凡 平衡 点 生成 

(8.109) 的 二 维 环 面 . 最 后 , 若 振幅 系统 (8.110) 产生 极限 环 , 则 (8.109) 有 三 维 环 面 . 

(8.109) 中 所 有 这 些 不 变 集 的 稳定 性 可 从 (8.110) 中 对 应 的 对 象 中 清楚 地 观察 到 . 
如 果 用 振幅 的 平方 pi >: 


Pk = rT, k= 1,2 


来 研究 振幅 系统 就 可 简化 . 
对 P1,2 方程 ， 有 
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py = 2p1(p1 + Pup + Piapa + 510%) (8.111) 
b2 = 2p2 (2 + p21P1 + P22P2 + 82/7); 


也 称 它 为 振幅 方程 . 现在 方程 右 端 的 多 项 式 的 次 数 是 3. 

(8.111) 存在 两 种 本 质 不 同 的 分 支 图 , 它们 依赖 于 pi 和 poo 具 相 同 符号 还 是 
不 同 符号 . 对 每 一 种 情形 , 还 有 不 同 的 子 情形 . 

(1) “简单 ” 情形 : pipo > 0 

考虑 情形 

piu<0, p22 < 0. 
Pi 和 poo 都 是 正 的 情况 可 改变 时 间 方 向 化 为 这 种 情形 . 在 (8.111) 中 引入 新 相 变 
量 和 时 间 尺 度 化 : 
& 三 一 pll01， §2=-~pe2p2, T= 2t, 


把 系统 化 为 
éi = (11 ~ £1 — 0&2 + OEZ), (8.112) 
£2 = £9(p2 = 6&1 = E2 T Aé?), 
这 里 
9 = 22, = 96= 学 ， A=. (8.113) 
p22 p11 P22 Pii 


由 (HH.1) 和 (HH.2) 知 piipes 4 0, 故 尺度 化 非 奇异 . 只 有 值 9(0), (0), 9(0) 和 A(O) 
对 下 面 有 关 . 注意 , 由 于 (HH.2) 和 (HH.3), 分 别 有 0 #0 M5 ZO. 
系统 (8.112) 对 所 有 m, 有 平衡 点 Eo = (0,0). 从 分 支 直线 


Hı = {(t1, p2) : pı = 0} 


和 
Ho = {(111, 2) : p2 = 0} 


在 原点 分 别 分 支出 两 个 平凡 平衡 点 : 
Eli = (141, 0), Ez = (0, u2). 


对 充分 小 的 (|u| 在 相 空 间 原点 的 小 邻 域内 也 存在 非 平凡 平衡 点 , 即 
Bs = (~E + ofall), SH + olll). 


为 使 这 个 表达 式 有 效 , 需 假设 05-140, CSR FRE 
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(HH.6) det pıı(0) p12(0) ) £0. 


p21(0) p22(0) 
非 平凡 平衡 点 Es 与 平凡 平衡 点 在 分 支 曲 线 
Tı = {(m, u2): pı = Op2 + O(u3), p2 > 0} 


和 
To = {(f41, 42) : u2 = ôm + Olu), m > 0}. 


上 从 正 象限 中 重合 而 消失 . 这 些 是 非 平凡 平衡 点 Es 在 “简单 ”情形 仅 有 的 分 支 . 此 
外 , 可 容易 验证 在 这 情形 平面 系统 (8.112) 不 可 能 有 周期 轨道 . 
不 失 一 般 性 , 可 假设 
A206 


(否则 , 改变 时 间 方 向 并 交换 (8.112) 中 的 下 标 ). 在 所 有 这 些 假设 下 , (8.112) 存在 五 
种 拓扑 不 同 的 分 支 图 , 它们 对 应 于 下 面 的 情形 : 

I.8 >0, >0, ő >l; 

II. 80 >0, 6>0, 66 <1; 

II. 0 > 0, ô< 0; 

IV.6<0, 6<0, 06 < 1; 

V.80 <0, <0, 88>1. 
每 一 种 情形 在 (0,6) 半 平 面 9 > 6 内 指定 一 个 区 域 ( 见 图 8.24). 对 应 于 区 域 I~V 
的 (41,42) 参数 图 如 图 8.25 所 示 , 仅 有 15 种 可 能 的 一 般 相 图 占据 图 8.26. 注意 相 
图 11~15 可 从 区 域 2, 3, 6, 8 和 9 中 的 相 图 用 反射 (&1,&2) (62,6) 得 到 . 

事实 上 , 在 所 有 这 些 情 形 , 分 支 图 的 拓扑 与 三 次 项 无 关 , 故 在 (8.112) 中 可 仅 令 
@=A=0. 


图 8.24 在 “简单 ”情形 (0,5) 平面 内 的 五 个 区 域 
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H, T, 
8.25 (8.112) 的 参数 图 (“简单 ”情形 } 
引 理 8.15 系统 (8.112) 在 原点 附近 局 部 拓扑 等 价 于 系统 
| &1 = & (u1 — 1 — 0é2), 
E2 = 2( H2 一 68 — &2). (8.114) 


(2) “PARE” TA7B: pipz < 0 
与 上 一 情形 类 似 , 假设 条 件 (HH.1)~(HH.4) 和 (HH.6) 成 立 , 且 仅 考虑 
Dll > 0， pz2 <0. 


在 (8.111) 中 引入 新 相 变量 和 时 间 尺 度 化 : 
E = pupi, €2=—pe2p2, T = 2t, 


应 用 分 支 理论 基础 


图 8.26 (8.112) 的 一 般 相 图 


得 系统 
l E = & (m1 + £1 — 0&2 + 083), 
é2 = (u2 + 66) — E2 + Aé?), 
其 中 06,0 和 A 如 前 由 (8.113) 给 出 . (8.115) 平凡 和 非 平凡 平衡 点 有 表达 式 


Ey = (—11, 0), Ez — (0, 12) 


(8.115) 
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和 


8 0 
By = (EFE +O, SP? + ol) )， 


只 要 它们 的 坐标 非 负 . 对 应 出 现 平衡 点 Ei 2 N eee “简单 ”情形 相 
同 , 并 与 坐标 轴 重 合 . 非 平凡 平衡 点 Es 与 在 曲线 

Ti = {(41, #2) : pı = O12 + O(12), u2 > 0} 
和 

To = {(m, M2) : Me = Op + O(ut), m > 0} 
上 的 平凡 平衡 点 重合 . 但 是 非 平 凡 平衡 点 Es 可 以 产生 分 支 , 系统 (8.115) 因而 可 以 
有 极限 环 . 平衡 点 Es 在 下 面 表示 的 曲线 C 上 发 生 Hopf 分 支 : 


6-1 
C= { (usa) : ma = -tn + OU), Hi — O12 > 0, Sun — pa > oh. 


显然 , 在 这 种 情形 必须 假设 6 A1 和 0 A 1, 以 避免 曲线 C 与 u 轴 或 uo 轴 相 切 ， 
即 


(HH.7) p11(0) Æ p12(0); 

(HH.8) p21(0) # p22(0). 
最 后 一 个 非 退化 条 件 是 第 一 个 Lyapunov 系数 h 在 原点 附近 沿 着 Hopf 曲线 CH 
为 零 . 可 以 验证 , 对 充分 小 的 lol 


sign lı = sign { ot [0(—1)A + 6(6 — 1)0] } 


因此 , 假设 6(-1)A + 6(6 -1)6 半 0, 或 者 等 价 地 ， 
(HH.9) (p21 {p21 一 pll)51 十 pl2(pl2 一 p22)s2)(0) A 0. 


假设 ly < 0. 相反 情形 可 类 似 处 理 . 如 果 只 考虑 情形 
Pir > 0,p22 < 0,1 <0 且 限制 注意 半 平 面 9 > 5, 则 
(8.115) 存在 六 种 本 质 不 同 的 分 支 图 . 这 些 子 情形 是 

Lé@>1, >l; 

Il. @>1, 6<1, 66>1; 

Ill. 8 >0, 6>0, 06 <1; 

IV. 0 >0, 6<0; 


图 8.27 (6,6) 平面 上 “困难 ” 
V.0 <0, <0, 08 < l; a 环 在 三 个 
VI.0<0,5<0, 90>1. 灰色 的 子 区 域 中 存在 


对 应 于 图 8.27 所 示 的 区 域 I~VI 的 参数 图 描述 在 图 8.28 中 , 出 现 的 21 个 不 同 
的 一 般 相 图 如 图 8.29 Aras. 
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图 8.28 (8.115)( “困难” 情形 ) 的 参数 图 


Hopf 分 支 以 及 因此 存在 环 只 可 能 在 情形 I I 和 VRE. 基于 Pontryagin 技 
巧 的 仔细 分 析 和 对 系统 (8.115) 的 Abel 积分 的 非 平凡 估计 可 证 明 系 统 有 不 多 于 一 
个 极限 环 (参看 文献 评注 ). 这 个 环 是 由 在 曲线 C 上 的 Hopf 分 支 产 生 . 它 的 最 终 命 
运 取 决 于 落 入 情形 1 II 还 是 VI. 

在 情形 I, I 有 类 似 于 折 -Hopf 分 支 的 一 种 情形 的 环 爆炸 ( 见 8.5.2 节 )， 更 确 
切 地 说 , 存在 一 条 依赖 于 相 空 间 原 点 所 考虑 的 邻 域 Uo 的 分 支 曲 线 J, 在 这 条 曲线 
上 环 由 Hopf 分 支 产 生 , 在 接触 到 Uo 的 边界 时 “消失 ”. 在 情形 VL, 以 更 “明显 ” 
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图 8.29 (8.115) 的 一 般 相 图 


的 方式 消失 , 即 由 于 异 宿 分 支 而 消失 . 在 此 情形 , 环 与 三 个 鞍点 (20, El 和 Ep) 共 
F. 如 果 它 们 存在 , 鞍点 Eo, E1 和 Eo, Eo 属于 不 变 坐 标 轴 的 轨道 所 连接 . 对 沿 着 
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与 Hopf 分 支 曲 线 C 相 切 的 曲线 ( 见 练习 14(c)) 


6 一 1 (0 一 1)3A5+(5 一 1)3960 。 


è mD o aai i 3), 
Y = foua) : m = g t (205 -0—5)(0-1?2 i+ Of). <0} 


的 参数 值 , 鞍点 LE, ME. 的 两 条 属于 第 一 象限 的 分 界线 重合 . 由 这 些 轨 道 所 组 成 
的 异 宿 环 ( 见 图 8.30), 由 于 (HH.9) 和 假设 lh < 0, 是 内 稳定 的 . 


S2 


Ey 


Ey E, & 
图 8.30 蜡 宿 “三角形” 
注 情形 II 和 IV 对 9 < 1 或 是 9 > 1 的 分 支 图 存在 着 微妙 的 区 别 . 这 个 


区 别 仅 仅 在 y= 0 出 现 , 这 时 给 出 拓扑 相 异 的 临界 相 图 . 所 有 的 临界 相 图 都 画 在 图 
8.31 P, 其 中 Ia 和 IVa 对 应 9 > 1. 0 


I H 


IH. IV. V. VI Ha., IVa 


图 8.31 (8.115) Æ pm = p = 0 的 临界 相 图 
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回忆 对 在 四 维 截断 规范 形 (8.110) 中 的 振幅 系统 (8.111) 的 平衡 点 和 环 的 解释 ， 
可 以 建立 这 两 个 系统 分 支 之 间 的 关系 . 其 上 出 现 (8.111) 的 平凡 平衡 点 的 曲线 Ai 2 
显然 对 应 于 (8.110) 的 Hopf 分 支 曲 线 . 这 是 两 个 “独立 ”的 Hopf 分 支 , EAFA 
对 不 同 特征 值 通过 虚 轴 . 穿 过 分 支 曲 线 了 (或 者 To) 导致 二 维 环 面 从 环 分 枝 . 因此 ， 
曲线 Tio 对 应 (8.110) 的 Neimark-Sacker DX. 在 曲线 C 上 系统 (8.110) 具有 我 
们 还 没有 遇 到 过 的 分 支 , 即 从 二 维 环 面 分 枝 的 三 维 环 面 . 曲线 .7 描述 三 维 环 面 的 爆 
KE, 而 曲线 Y 意味 着 出 现 环 的 三 维稳 定 和 不 稳定 不 变 流 形 和 三 维 环 面 的 异 宿 重合 . 

接 下 来 的 任务 是 讨论 在 四 维 规范 形 (8.109) F, WR “REI” 高 阶 项 , 所 得 的 分 
支 图 哪些 得 到 保留 . 


8.6.3 ”高 阶 项 的 影响 


对 这 个 分 支 加 入 高 阶 项 的 影响 比 折 -Hopf 分 支 更 加 生动 . 事实 上 , 一 般 系 统 
(8.108) 从 不 拓扑 等 价 于 截断 规范 形 (8.109). 

但 是 , 截断 规范 形 捕捉 到 完全 系统 性 态 的 某 些 信息 . 就 是 说 , 下 面 引 理 成 立 . 

引 理 8.16 ”车 条 件 (HH.1H)~(HH.4)， 


pixk(0) # 0, j,k = 1,2, 


以 及 (HH.6) 
(plip22 — p12p21)(0) 4 0 

对 系统 (8.108) RÈ, 则 对 充分 小 的 ||ull, 它 有 分 支 曲线 Hr 和 Tr, k =1,2, 在 它们 
上 面 平衡 点 的 非 退 化 Hopf 分 支 和 极限 环 的 非 退化 Neimark-Sacker 分 支 发 生 , 它们 
同 截断 系统 (8.109) 对 应 的 分 支 直线 Hy Fo Te WH. 口 

从 引 理 8.15 和 引 理 8.16 得 知 , 具有 Hopf-Hopf 分 支 的 一 般 四 维系 统 在 这 个 余 
维 2 点 附近 的 参数 图 中 也 有 对 应 的 分 支 曲线 . 穿 过 这 些 曲 线 导 致 在 附近 出 现 极限 
环 和 二 维 不 变 环 面 . 因此 可 以 说 “Hopf-Hopf 交互 作用 导致 环 面 ”. 

但 是 , 完全 系统 (8.108) 在 环 面 上 的 轨道 结构 与 截断 系统 (8.109) 由 于 锁 相 一 
般 是 不 同 的 . 事实 上 , (8.109) 的 任何 一 个 二 维 环 面 或 者 被 稠密 的 拟 周期 轨道 所 充满 
(如 果 w(u) 与 w(u) 之 比 为 无 理 数 ), 或 者 被 周期 轨道 (如 果 这 个 比 为 有 理 数 ) 所 
充满 , (8.108) 中 “选择 ”的 高 阶 项 , 对 一 般 参 数值 二 维 环 面 上 只 有 有 限 (偶数 ) 个 双 
曲 极限 环 ( 见 第 7 E). 此 外 , 环 面 仅 仅 在 分 支 曲线 Ts 附近 存在 且 保 持 光 滑 . 离开 
了 这 些 曲线 环 面 就 失去 光滑 性 而 消亡 . 注意 , 引 理 8.16 并 不 保证 对 应 于 截断 系统 
中 曲线 C 的 分 支 曲 线 的 出 现 , 在 它 上 面 从 二 维 环 面 分 支出 三 维 环 面 . 

截断 系统 显示 的 其 他 退化 性 在 加 入 一 般 的 高 阶 项 后 并 不 幸存 . 在 参数 平面 上 
存在 这 样 的 区 域 , 在 这 个 区 域内 在 原点 的 平衡 点 是 鞍点 , 它 有 二 维稳 定 和 不 稳定 流 
形 , 在 坐标 平面 rp = 0 之 一 内 同时 存在 鞍点 极限 环 , 以 及 二 维稳 定 和 三 维 不 稳定 不 
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变 流 形 . 这 个 情况 是 退化 的 , 因为 在 这 个 区 域内 对 所 有 参数 值 环 的 稳定 流 形 与 平衡 
点 的 不 稳定 流 形 重合 . 这 样 的 重合 是 非 横 截 的 并 将 在 加 入 高 阶 项 后 消失 . 这 些 项 虽 
然 只 是 稍微 移动 了 一 下 鞍点 和 环 的 位 置 , 但 破坏 了 坐标 平面 的 不 变性 . 系统 (8.109) 
在 分 支 曲 线 Y 上 的 相 图 也 是 退化 的 , 它 在 高 阶 项 的 扰动 下 并 不 保持 . WAA Hh 
线 截断 系统 在 坐标 平面 r = 0 内 有 两 个 鞍点 环 , 它们 有 对 应 于 连接 系统 (8.111) 
两 个 平凡 鞍点 的 轨道 的 公共 三 维 不 变 流 形 . 这 个 相交 也 不 是 横 截 的 , 且 在 加 入 一 般 
的 高 阶 项 就 消失 , 代 之 以 形成 更 加 复杂 的 异 宿 结 构 . 因此 , 在 一 般 的 Hopf-Hopf 分 
支 附近 存在 包含 Smale 马蹄 的 “奇怪 ”动力 学 . 对 应 的 参数 图 ， 除了 局 部 分 支 曲 线 
Ay 和 Tk, 还 有 对 应 于 大 范围 分 支 (平衡 点 与 环 不 变 流 形 的 异 宿 切 触 ， 同 宿 轨道 ) 的 
分 支 集 和 相应 的 长 周期 极限 环 . 
注 (1) 类 似 于 折 -Hopf 情形 , 平面 系统 (8.110) 是 二 维系 统 的 拓扑 规范 形 , 它 
在 由 变换 (21,22) > (-zi, -zz) 的 Zo 群 表示 的 作用 下 是 不 变 的 . 有 不 变 坐 标 轴 
Zz12 = 0, 以 及 在 al = œ = 0 有 具 两 个 零 特 征 值 的 平衡 点 x = 0. 事实 上 , 任何 一 
个 这 样 的 系统 具有 形式 
21 = 11G(2?, 73, a), 
| £2 = 22H (7?, £2, a), 


且 在 非 退 化 条 件 (HH.1)~(HH.4) 和 模 蕉 性 条 件 (HH.5) 下 经 变换 变 成 在 原点 附近 
的 与 
| =n(p + prir? + prior? + s174 + B(r2,72, 1)), (8.116) 


Fo 一 72(H2 + part + p2272 + sort + U(r?,r3, u)) 


轨道 等 价 的 系统 , 其 中 ©, V= O((r? +r?) FE, 可 以 证 明 系 统 (8.116) 局 部 拓扑 
等 价 于 (8.110), 只 要 条 件 (HH.1)~(HH.6)( 以 及 , 如 有 必要 ， (HH.7)~(HH.9)) 成 立 . 
恒 同 于 相 图 的 同 胚 以 及 变 到 (8.116) 的 变换 可 与 对 称 性 交换 选择 . 
(2) 仅仅 保持 (8.110) 中 的 二 次 项 不 足以 研究 在 “困难 ” 情形 pipz < 0 的 分 
X. 事实 上 , 系统 
& = & (m + — OE2), 
{ é2 = €2(112 + 6&1 — £2) RA 


是 由 (8.115) F$ O = A = 0 得 到 的 , 因此 , 它 沿 着 “Hopf 曲线 ” 
Co = (unu) : H2 = Fn, Hı — p2 > 0, pı — u2 > o} 
是 退化 的 , 但 这 违反 了 (HH.9). 事实 上 , 对 &1 2。 > 0， 它 是 轨道 等 价 于 Hamilton 系 


统 , 非 平凡 平衡 点 Es 被 一 族 周期 轨道 所 围 . 对 应 于 情形 1, II 以 及 VI 的 三 种 可 能 
的 相 图 描绘 在 图 8.32 H. (8.115) 中 的 三 次 项 使 得 Hopf 分 支 非 退 化 ， 只 要 它 存 在 ， 
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且 在 此 情形 VI 异 宿 曲线 Y 分 裂 . 读者 在 解决 本 章 练习 14(c) 后 将 获得 更 详细 的 信 
息 , 也 可 参看 文献 评注 . > 


D) |& 


图 8.32 在 曲线 Co 上 (8.117) 的 相 图 


最 后 提 及 , Hopf-Hopf 的 高 维 情形 , 如 通常 , 利用 中 心 流 形 定理 把 它 化 为 已 经 考 
虑 过 的 四 维系 统 ( 见 下 一 节 ). 


8.7 n 维系 统 的 临界 规范 形 


为 了 应 用 这 一 章 的 余 维 2 分 支 理 论 到 特殊 的 模型 , 我 们 需要 在 分 支点 验证 非 
退化 条 件 , 换 句 话说 , 要 计算 在 临界 中 心 流 形 上 规范 形 的 直到 某 一 阶 的 系数 . 原则 
上 , 这 些 系 数 可 以 先 计算 中 心 流 形 的 Taylor 展开 , 然后 计算 对 应 的 规范 形 系数 来 得 
到 . 在 平衡 点 的 余 维 1 分 支 , 这 些 系数 的 明确 公式 (5.23) 和 (5.39) 已 经 在 第 5 章 
得 到 过 . 

在 这 一 节 用 另外 的 简化 /规范 化 技巧 推导 所 有 余 维 2 分 支 的 临界 系数 . 按照 这 
个 方法 , 中 心 流 形 的 简化 和 规范 化 同时 进行 . 所 得 到 的 公式 中 仅 包 含 Jacobi 矩阵 及 
其 转 置 的 临界 特征 向 量 , 以 及 系统 在 临界 平衡 点 按 原来 的 基 的 Taylor EI. 这 使 
得 它们 对 符号 计算 和 数值 计算 两 者 同等 适用 . 


8.7.1 方法 
假定 (8.1) 在 a = 0 有 平衡 点 z= 0 HE F(z) = f(x,0) 表示 为 
F(x) = Az + 5 Bla,2) + 5O(a,2,) + 3 A Dlr, 1,1,2) + zon Ble, 2,2,2,2) + 


120 
(8. ie 
其 中 A= f,(0,0), 多 重 线性 函数 B 和 C 由 (5.18) 和 (5.19) 给 出 过 , UR 


n O PRE) 
Dj(z,y,z,v) = aoe i 565666666n 


Tj Yk 21Um ? 


= OF, 
5 ©. 


Ce ee i 
E (x Y, Z, V w) m OE OE KOE Em OEs 
é=0 


LiYkAUmwWs, 
Dk lm,s=1 
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Xt i=1,2,---,n. 
进一步 , 假设 (8.1) 的 Jacobi 矩阵 A = (0,0) 有 ne 个 具 零 实 部 的 特征 值 (i+ 
算 重 次 ), 并 以 T° 表示 A 对 应 的 广义 临界 特征 空间 . 在 a = 0 把 (8.1) BH 


t= F(z), zeEeR”", (8.119) 
且 将 它 限 制 在 由 weR 参数 化 的 ne 维 不 变 中 心 流 形 
z= H(w), H:R" >R” (8.120) 
E. 限制 方程 可 以 写 为 
w=G(w), G:R™ > R", (8.121) 


将 (8.120) 和 (8.121) 代入 (8.119) 得 同调 方程 
Hm(w)G(w) = F(A(w)), (8.122) 


这 不 过 是 使 得 中 心 流 形 Wo 是 不 变 的 条 件 . 现在 把 (8.122) 中 的 函数 G,H 展开 成 
LE Taylor 级 数 


并 假设 限制 方程 (8.121) 是 到 某 一 阶 的 规范 形 ， 这 是 一 个 至 关 重 要 的 假设 ! FE, 
假设 就 着 眼 于 如 此 光滑 参数 化 的 中 心 流 形 ， 其 中 的 限制 有 最 简单 ( 即 规范 形 ) 形 
KO, 
规范 形 (8.121) 中 的 系数 g, 和 H(w) 的 Taylor 展开 式 中 的 系数 h, BARN, 
但 可 从 (8.122) 由 低 阶 到 高 阶 用 递 推 方法 得 到 @. 合并 (8.122) 中 的 w 项 的 系数 得 
系数 h, 的 线性 系统 
Lh, = R,, (8.123) 


其 中 矩阵 L 由 Jacobi 矩阵 A 和 它 的 临界 特征 值 确定 , 右 端 R, 依赖 于 次 数 小 于 或 
SF |u| HG AH 的 系数 , 以 及 关于 FF 的 Taylor 表达 式 (8.118) 中 次 数 小 于 或 等 
于 |v| 的 项 . 如 我 们 将 看 到 , 当 RL 仅 包 含 已 知 量 时 , 系统 (8.123) 有 解 , 因为 或 者 万 
是 非 奇 异 , 或 者 R, 满足 Fredholm 的 可 解 性 条 件 


(p, Rv) =0, 


O 可 用 光滑 的 坐标 变换 但 不 用 时 间 重 参数 化 将 限制 方程 变 为 被 应 用 的 规范 形 ,因为 (8.121) 中 的 导数 
与 (8.119) 中 的 导数 的 意义 是 相同 的 ， 
@ 显然 , 有 》 hw’ E Te， 


iv|=1 
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其 中 p 是 伴随 矩阵 LT 的 零 - 向 量 . 当 RL 依赖 于 规范 形 的 未 知 系数 g, 时 , LER 
异 的 且 上 面 的 可 解 性 条 件 给 出 g, 的 表达 式 . 
对 所 有 余 维 2 分 支 , 除了 Bogdanov-Takens 分 支 , L(LT) 对 应 零 特征 值 的 不 变 
子 空间 是 C 中 的 一 维 向 量 , 即 存在 唯一 (直至 尺度 化 ) 零 -向 量 g 和 p: 
Lo=0, Lip=0, (p,q)=1, 


且 没 有 广义 零 - 向 量 . FÆ, (8.123) 满足 (p,h,) = 0 的 唯一 解 h 可 用 求解 非 奇异 


(n 十 1) 维 的 加 边 系 统 
(人 人 


得 到 . 如 同 5.4.1 节 写 为 h, = LINYR,. 
H(w) 的 Taylor 展开 式 同时 定义 了 中 心 流 形 展开 式 、 在 上 的 规范 化 变换 ， 以 
及 规范 形 自己 . 由 于 从 上 一 节 知 道 哪 些 项 出 现在 规范 形 中 , 这 里 叙述 的 步骤 是 在 分 
支 参 数值 计算 它们 系数 的 有 力 工具 . 这 个 方法 在 下 面 一 节 将 应 用 到 所 有 余 维 2 的 
情形 . 
8.7.2 RIE 
在 尖 分 支 , 系统 (8.119) 有 平衡 点 x = 0, 具 一 个 单 零 特 征 值 A = 0, 没有 其 他 
临界 特征 值 . 设 wp e R" 满足 
Aq = 0, ATp=0, (p,q) = 1. 
任何 点 ye To 可 表示 为 
yewg, WE Rt, 
其 中 w = (p,y). 同调 方程 (8.122) 有 形式 
Hyw = F(H(w)), 
其 中 ( 见 (8.211)) 


1 1 
F(H)= AH + 3B(H, H) + gC H, H) + O(||A|I*), 


H(w) = wq 十 shaw? + hau? + O(w*), 
其 中 未 知 向 量 h; cR”, A 


w = bw? + cw? 十 O(ao4)， (8.125) 
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b 和 e 是 未 知 系数 . 把 这 些 表达 式 代 入 同调 方程 , 得 


bw?g + (cq + bho)w’ 
1 
= w?[Ahz + B(q,4)] + gw [Ahs +3B(q, h2) + C(q,4,9)] + O(w*). (8.126) 


(8.126) 中 w 项 给 出 关于 hz 的 方程 
Ah = —B(q,q) + 2bq, (8.127) 
其 中 矩阵 4 显然 奇异 . 这 个 系统 的 可 解 性 导致 
(p, —B(q,q) + 2bog) = —(p, B(q, q)) + 2b(p, q) = 0, 
按照 第 5 章 关 于 折 分 支 的 公式 (5.23), 可 求 得 b, 即 
b= 5 (p, B(a,9)). 
H b 的 这 个 值 , 线性 系统 (8.127) 变 成 
Ah2 = —B(q,q) + (p, B(q, q))q, 


它 满足 (p, h2) = 0 的 唯一 解 ho = —ATNY(B(q, q) — (p, B(q,gq))q], 可 由 求解 一 个 非 奇 
异 的 (n 十 1) 维 带 边 系 统 


A q ho \ _ ({ —B(q,4) + (p, B(a,9))q 
pr 0 8 0 
得 到 . 


合并 在 (8.126) 中 w? 项 得 
cg + bh = = Ahs + 5 B(q, h2) + 5C(a,4.9): 
这 等 价 于 另 一 个 奇异 系统 
Ahs = cq + bho -ilC(o 4,4) + 3B(4, ha)). 
它 的 可 解 性 导致 


c(p, a) + blp ha) — &(p,C(a,4,4) + 3B(q, ho) = 0. 
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由 于 (p, ha) = 0, 于 是 得 到 下 面 关于 系数 c 的 表达 式 : 
c = Š (p,0(g,4,4) + 3B(g, hz)). 


现在 回忆 在 尖 分 支 b = 0. 在 这 个 条 件 下 , 规范 形 (8.125) 中 的 系数 c 可 简短 地 表 
示 为 

c= 5 (p,C(4,4,4) + 3B(q, AY B(a,4))). (8.128) 
这 个 表达 式 已 经 在 第 5 章 推导 过 , 见方 程 (5.28). 
8.7.3 Bautin 分 支 


在 Bautin 分 支 , 系统 (8.119) 的 平衡 点 有 一 对 单纯 虚 特征 值 和 2 = tiwo, wo > 
0, 再 没有 其 他 临界 特征 值 . 如 同 Hopf 情形 , 引入 两 个 复 特征 向 量 


Aq = iwog, ATp = —iwop, 


并 按照 
(p,q) = 1 


将 它们 标准 化 . 任 一 向 量 ye Te CR" 可 表 为 
y = wq + 04, 
其 中 w = (p,y) e C1. 同调 方程 (8.122) 取 形 式 
Huw + Hatt = F(H(w,w)), (8.129) 
其 中 下 由 (8.118) 给 出 ， 


E 2 1 j 
H(w, Ñ) = wq + wq+ +H sp haku? wi + O(||w|!°), 
1<j+k<e5 “7 


其 中 hjk EC", hr; = hjr, A 
Ww = iwow + cyw|w|? + cow|wi* + O(\w!$), (8.130) 


其 中 cu € Cl. 这 是 在 a = 0 时 的 方程 (8.19). 
合并 (8.129) 中 二 次 项 的 系数 并 求解 出 现 的 非 奇 异 线性 系统 , 得 


h20 = (2iwoln, — A)-1B(g,q), hi = —A~!B(q, 9). 
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由 (8.129) 中 w3 项 前 面 的 系数 得 hso 的 表达 式 : 
jhao = (3iwoln — A)~* [C (q, q, q) + 3B (q, hz0)], 
ww 项 给 出 ha 的 奇异 系统 : 
(iwoIn — A)hz1 = C(q, 4,4) + B(G, hao) + 2B(q, h11) — 2c1q. (8.131) 
这 个 系统 的 可 解 性 等 价 于 
(p, (4,4, 4) + B(q, h20) + 2B(q, h11) — 2cq) = 0, 
所 以 规范 形 (8.130) 中 三 次 项 系数 可 表示 为 
cı = 50, Cla, 4,4) + BUG, Qiwols ~ A) B(4, 4)) -2B( A-1 B(4,4))) 


以 及 i 
l1 (0) = 一 Re c, 
wo 


这 与 第 5 章 推导 的 第 一 个 Lyapunov 系数 的 表达 式 重合 . 于 是 由 (8.131) 得 
har = (iwoln — A)'NY [C(q, 4,4) + B(G, hoo) + 2B(q, h11) — 2cld] , 
这 里 满足 (p, hoi) = 0 的 复 向 量 ho, 可 从 求解 (n+1) 维 复 加 边 系 统 


( iwon -A q ) ( hor ) 本 ( C(4, 4,4) + BG, hao) + 2B(q, h11) — 2c1g ) 


pT 0 0 


S 
获得 . 
对 四 次 系数 , 得 到 
h40 =(4iwoln T 4)-1 [D(q, 9:49; q) T 6C (q, q, h20) + 4B(q, h30) + 3B(haoh20)} , 
hai = (2iwoln a A)! [D(q, gd, 4; q) 下 3C(q, q, hii) T 3C (q, q, h20) 

+3B(h20, h11) + B(a, ha0) + 3B(q, h21) — 6cijoo]， 
hog 一 一 4 [Dlg, g, 9， q) 二 4C(9， q; hit) + Cg, q, h20) oh C(q, q, hao) 

+ 2B(hii, h11) + 2B(q, h21) + 2B(q, hai) + B(h20,h20) 一 4his(cy + a&)]. 


考虑 到 等 式 (p, hoi) = 0, 可 以 验证 关于 haz 的 线性 系统 的 可 解 性 条 件 , 得 第 二 
个 Lyapunov 系数 ( 见 引 理 8.4) 的 公式 


b= TEN 
Wo 


第 8 章 ”连续 -时 间 动 力 系统 平衡 点 的 双 参 数 分 支 - 333 - 


其 中 


c2 => (p, E(4,9,9,9 9 + D(g, 4, q, h20) + 3D(q, 4, 4, h20) + 6D (4,4, q, k11) 
+ C(G,G, hao) + 3C (q, q, har) + 6C(q, ĝ, h21) + 3C (q, h20, h20) 
+ 6C (q, hii, h11) + 6C(Q, hao, hit) 
+ 2B(G,h31) + 3B(q, h22) + B(h20, h30) + 3B(ha1, h20) + 6B(hz1, hz21)), 


这 里 所 有 hj. 早已 确定 . 注意 , ho 没有 进入 co 的 表达 式 . 另外 , 在 Bautin 4X, 
1,(0) = 0 或 者 cl +3 = 0, 故 ho 的 最 后 一 项 为 零 . 


8.7.4 Bogdanov-Takens 分 支 


在 Bogdanov-Takens 分 支 , 系统 (8.119) 有 两 个 特征 值 和 。 = 0, 存在 两 个 实 线 
性 无 关 的 (广义 ) 特征 向 量 q, € R”, 使 得 


Ago =0, Aq = go. 
此 外 , 存在 转 置 矩 阵 AT 类 似 的 向 量 pio €R”: 
A™p, =0, Ap = pi. 
如 同 8.4 节 , 可 以 选择 这 些 向 量 满足 
(Po; go) = (p1,91) =1, (Po, 91) = (pi, go) = 0. 
任 一 向 量 ye Te 可 唯一 地 表示 为 
y = wogo + Wi, 

其 中 wo = (po, y), wi = (pr,y)- 同调 方程 (8.122) 有 形式 

Husto + Hy, ti: = F(H(wo,w1)), (8.132) 


其 中 
F(H) = AH + 5 BUH, H) + O(|| HI), 


1 1 
(wo, wi) = wogo + wig + zowa 二 hiwowi + zow + O(||w, w)|I°), 
hj,k ER” 为 未 知 系数 , tio, wa 由 临界 规范 形 


Wo = 201， 
ibe (8.133) 
wi = awe + bwow + O(||w||9) 
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定义 , 其 中 a 和 是 未 知 系数 . 这 个 系统 等 价 于 4(0) =a 和 BO) = b 的 (8.49). 
把 上 面 的 表达 式 代入 (8.132) 并 合并 w8 项 , 得 hoo 的 奇异 线性 系统 ; 


4jao = 2aqı — B(qo, q0). (8.134) 
这 个 系统 的 可 解 性 条 件 是 
(pi, 2aqı — B(qo, 90)) = 2a(p1, 91) — (pı, B(go, gq0)) = 0, 
由 此 得 i 
a = 5 (P1, B(go, q0))- (8.135) 
对 (8.134) 两 边关 于 po 取 数量 积 得 (po, Ah20) = 2a(po, q1) 一 (po, B(go, qo)), 由 此 得 
(p1, h20) = —(po, B(go, go)). (8.136) 
(8.132) 中 的 wow: 项 给 出 线性 系统 
Ahi1 = bq + hao — B(go, q). (8.137) 
它 的 可 解 性 意味 着 


(pı bgl + hzo — B(go, q1)) = b(p1,91) + (pi, h20) — (pı, B(qo, q1)) = 0. 
考虑 到 (8.136), 得 到 
b = (po, B(go, 90)) + (p1, B(qo, q1)). (8.138) 


由 此 , 规范 形 (8.133) 中 的 系数 a Alb 已 被 计算 . 

注意 , 由 (8.135) 和 (8.138) 给 出 的 a Al 的 奇异 线性 系统 (8.134) 和 (8.137) 
的 解 不 是 唯一 的 . 例如, go 的 纯 量 倍数 可 加 到 hzo， 这 个 自由 可 用 来 保证 出 现在 
(8.132) 的 hoz 的 线性 系统 的 右 端 


Ahoz = 2h11 ~ B(qi, qı) (8.139) 
与 p EX. 事实 上 , 由 (8.137) 得 
(pı; hi1) = (po, h20) — (po, B(q1, q1)). 
利用 这 个 等 式 , 得 
(p1,2h11 — B(qi,q1)) = 2(po, h20) — 2(po, B(go, 91)) — (pr, B(q1, q1)). 


作 代 换 hoo +> hæ 十 Yqo 并 适当 选取 学 使 得 这 个 方程 的 右 端 等 于 零 . 于 是 得 知 
(8.139) 关于 hoz 可 解 . 
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8.7.5 #f-Hopf 分 支 . 
在 折 -Hopf 分 支 , 系统 (8.119) 有 平衡 点 , 它 的 Jacobi 矩阵 4 = f,(0,0) 有 一 个 
单 零 特征 值 和 一 对 单纯 虚 特 征 值 : 
AN = 0， M3 = iwo, wo > 0, 

且 没 有 其 他 临界 特征 值 . 引入 两 个 特征 向 量 go E€ R” 和 gi e Cn， 

Ago =0, Aq = iwog, 
以 及 两 个 伴随 特征 向 量 , po €R” 和 p €C”, 

ATpo=0, ATpi = 一 iwopl. 
把 它们 标准 化 使 得 
(Po, 9o) = (p1,91) = 1. 


下 面 的 正 交 性 成 立 : 
(pı, qo) = (po, q1) = 0. 


现在 任 一 向 量 ye R" 可 表示 为 
y = wogo + wig + Hin, 
其 中 wo = (po,y) € R' Mw; = (pi, y) € C. 同调 方程 (8.122) 可 写 为 形式 
Ay Wo + Hw, tin + Ho, = F(A (wo, wi, 1)), (8.140) 


其 中 
F(H) = AH + 5 BUH, H)+ 3C(H, H, H) + O(||H||*), 


A(w, wi, D1) =wogo + wig + Hi 


1 ; _ = 
+ > par + O(||(wo, wr, @1)|I*), 
2<jtkti<3 J “ 


hjkt € C”, hjk = hj 以 及 (rho, i) 是 由 规范 形 (8.63) 在 a = 0 定义， 
Wo = Ga2oot + Gori|wil? + Gao0ws + Ginwolwi|? 
+O(||wo, wi, @1)||*), 


w =iwowi + Hiiowowi + Haowgw + Hoziwilwil? 
+O(||wo, wi, #1)||*), 


(8.141) 
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这 里 用 (wo, wi) 代替 (ww), 且 所 有 的 系数 都 是 在 它们 的 临界 值 取 值 . 
合并 (8.140) 中 的 upwkwl 项 , 其 中 j+k+l= 2, 从 (8.141) 二 次 系数 表达 式 
的 可 解 性 条 件 得 


1 _ 
G200(0) = 3 (Po, B(qo, go); Hiio = (P1, B(qo:%1)), Gon = (po, Bla, 91)), 


以 及 下 面 关 于 系数 hi, j 十 k 十 1 = 2 WAR: 


hz200 = —A'NY[B(qo, 40) — (po, B(qo, 90) a0]; (8.142) 
ho20 = (2iwoln — A)~'B(qi, 41), (8.143) 
Ato = (iwoln — A)'NY[B(qo, q1) — (p1, B(go,11)) a]; (8.144) 
hou = —A™V[B(q1, G1) — (po, Bla, %1)) 40], (8.145) 


这 里 向 量 hzoo 和 hon 可 以 用 求解 (n + 1) 维 实 加 边 系统 


A qo h200 _ { —B(40,90) + (po, B(po, po))po 
pe 0 s 0 


A go hou = —B(u,h) + (po, B(q1, 91))go 
py 0 8 0 


来 计算 . 向 量 hiio 可 以 用 求解 非 奇异 (n + 1) 维 复 加 边 系统 


iwoln-A q hiio _ | Blgo,g)— (pi,B(go,q1))q1 
BB 0 s 9 


得 到 . 最 后 ， 把 可 解 性 条 件 应 用 到 由 (8.140) 的 共振 项 wa 得 的 系统 ,其 中 
j+k+l=3, 得 到 


1] 

G300 = g (Po, C (go, go, Yo) + 3B(qo, h200)), 

Gin = (po, C(go,%,%) + B(qi, histo) + Bl, hiro) + B(go, hoii)), 
1 

A249 = z (P1C(40; G0, 91) + 2B(go, A110) + B(qi, h200)), 


1 
Ho21 = zP Cla, n,n) +2B(qı, ho11) + B(g, ho20)), 


其 中 hjr 由 (8.142)~(8.145) 定义 . 因此 ， (8.141) 中 的 所 有 系数 都 得 到 了 计算 . 
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例 8.4(Lorenz-84 模型 ) ”考虑 大 气 环流 的 一 个 简化 模型 (Lorenz, 1984) 


i = —y? — z2? — ar + aF, 
y = zy —brz—y+G, (8.146) 


z= bry + xz 一 2 


其 中 (F,G) 是 参数 , a = > b= 4. 可 以 证 明 ( 见 练习 12), 在 


3907 1297 
he sie = 2 
Fo 2320 1.684051724 ， Go= 9280 145 = 1.682968552 - 
系统 (8.146) 的 平衡 点 
9 
| Vi 
(Zo, Yo, 20) (8 aa 145, 590 4 5) 
具 折 -Hopf 分 支 . 事实 上 , (8.146) 在 临界 平衡 点 的 Jacobi 矩阵 
1 Vi 9145 
4 580 145 
A 加 145 1 9 
8 8 2 
4/145 9 1 
145 2 8 
有 特征 值 
Al =0, A23 = iwp, wo = us 27561455 = 4.525776271 --- > 0. 
C3 中 的 向 量 


T 
1007 5252 m 
1 ~ T8005 “ae 185) i 


2 
2 1 
T15V145, 1, -5-a a | 


188065 _2594 = 
~~ 190079 as 0). 


1007 _ as 
aay S - g! 45v 27561455, 
188065 i — 18i _ 工 
380158 + 380158 V 27561455, - 15V2756145) A 


满足 
Ago = App =0, Aq = iuogl， 4Tpl = —iwopı 
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和 标准 化 条 件 
(po, qo) = (Pi, 1) = 1. 


(8.146) 中 没有 三 次 项 , 在 b = 4, 双 线 性 函数 B(p,q) 的 分 量 由 公式 
Bi(p,q) 三 DIEH9，i=123 


给 出 , 其 中 Hesse 矩阵 


0 0 0 0 1 -4 041 
H!=| 0-2 0 |, Hi=| 1 007, Æ=|400 
0 0 -2 -4 0 1 0 0 
按照 上 面 的 步骤 得 到 规范 形 系 数值 : 
62051 
G200 = — 190079’ 


252130 141i 
110 = T9007 + 100075V 145V190079, 


6915604 
Coll = 


~ 1710711’ 
12801407360 


~ 36130026241’ 
9729482240 


= 325170236169" 


18320144480 4797992086401 — 
H2 = — 36730026041 + 6867559257863039 Y 145Y 190079, 


2213399552 25579201429264i 
Hoo = — 395170036169 十 26886494494533797685Y 45V 190079. 


这 给 出 了 8.5 节 中 的 Gavrilov 规范 形 (8.71) 系数 的 下 面 数值 : 


300 


Giu 


62051 6915604 - 
B(0) = ~ Fors = 一 0.32644848… ， C(0) = - = —4.04253202 
j 33652980958948512 
= = A 
F(0) = 59391681953530129 ~ 65032885- > 0, 
由 定理 8.6, 


_ Re Hiio(0) 126065 _ 


因此 , 出 现 情形 s = sign(b(0)c(0)) = 1, 9 < 0 时 没有 改变 时 间 方向 ( 见 8.5 节 ) 也 
可 验证 关于 参数 (F,G) 的 模 截 性 条 件 . 因此 , 当 小 参数 变化 时 从 临界 平衡 点 分 支出 
非 平凡 不 变 集 . 4 
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8.7.6 Hopf-Hopf 分 支 


在 Hopf-Hopf 分 支 , 系统 (8.119) 有 平衡 点 , 它 的 Jacobi 矩阵 4 = f,(0,0) 有 
两 对 纯 虚 单 特征 值 : 


àia = tiwi, A23 = tiwe, 
w > wa > 0, 且 没 有 其 他 临界 特征 值 . 假定 引 理 8.13 中 的 条 件 (HH.0) 成 立 : 
ku, Æ lw2, k,l>0, k+1<5. (8.147) 
由 于 特征 向 量 是 单 的 , 存在 两 个 对 应 于 这 些 特 征 值 的 复 特 征 向 量 gq1,2 EC”, 
Aq, =iwigi, Age = iwe2qe. 
引入 两 个 伴随 特征 向 量 pio € C 使 得 
ATpi =iwip, 4Tpa = —iwepe, 
其 中 T 表示 转 置 . 这 些 向 量 可 以 用 C" 中 标准 的 数量 积 标准 化 ， 
《pl1, 91) = (p2,92) = 1. 
以 及 满足 正 交 性 条 件 : 
(p2,91) = (Pi, 92) = 0. 
任 一 向 量 y eR” 可 表示 为 
y = wiqi tig +ueget Mm, wi €C}, 
其 中 wi = (pi,y), we = (po, y). 因此 , 同调 方程 (8.122) 可 写 为 
Hy, to; + Ho, tty + Huge + Ho, = F(H (wi, D1, we, D2)), (8.148) 
HF F 由 (8.118) 定义 ， 
A (wi, w1, we, D2) =wigr + Wigs + woge + Wega 
Lom 


1 : 
-Ss 
十 > FEM hikim W] Wy Wy Ws, 
jtk+l+m>2 


其 中 hjkim E€ C”, hjkim = hjkim, AR (w1, 2) 由 规范 形 (8.89) Æ a = 0 给 定 : 


Wi =iw wi 十 Goioow1|wi | 十 Clolltl |we|? 
+G32001 {wi |* + Goi11w1|wi |?|we|? + Gio22w1|we|4 
+O(||(w1, 1, w2, T2)||f), (8.149) 
Wa =iwzw2 + Hinow2lwil? + Hoozı w2|w2]? l 
+Hz0w2|w |4 + Aii21we2|wi|?|we|? + Hoos2w2|we|4 
+O(||(w1, W1, we, t2)||*), 
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这 里 所 有 的 系数 都 在 它们 的 临界 值 取 值 . 
合并 (8.148) 中 满足 G+ ktlim=2h wowor 项 的 系数 , 得 到 下 面 关 于 
hjkim 的 表达 式 : 


huoo = -A~ B(q1, Hi); (8.150) 
h2000 = (Ziwi In ~ A)? B(q, q), (8.151) 
hi010 = [i(wi + we)In — AJ 'B(q, q2). (8.152) 
hioo: = [i(wi ~ w2)In — A]~*B(qn, @), (8.153) 
hoo20 = (2iwi In — A) 'B(qe, 42), (8.154) 
hiloo = —A 1!B(g2, G2). (8.155) 


所 有 包含 在 (8.150) ~(8.155) 中 的 矩阵 都 在 通常 意义 下 可 逆 , 这 是 由 于 在 临界 参数 
值 有 假设 (8.147). 
合并 (8.148) 中 满足 j +k+l+m = 3 的 非 共振 项 wy otwlor 前 的 系数 , 得 到 
下 面 关 于 hjkm 的 表达 式 : 
h3o00 = (3iwiln — A) '[C(qi1, q1, q1) + 3B(h2000, q1)], 
hz010 = fi(2w1 + w2)In — A]~*[C(q1, q1, 92) + B(h2000, 92) + 2B(h1010, q1)], 
h2001 = [i(2w1 — we)In ~ Al~"[C(q1, q1, G2) + B(h2000, G2) + 2B(h1001, q1)}, 
hio2o = [i(wi + 2w2)In — A)~*[C(q1, 42, 92) + B(hoo20, 1) + 2B(h1010, 92)], 
hiooz = [i(w1 — 2w2)In — A}~*[C(q1, 42, G2) + B(hoo20, q1) + 2B(hi001, G)]; 
hooo = (3iw2In — A)T [C (q2, 92,92) + 3B(ho020, q2)]. 


AERIAL PTA EM a A. 合并 (8.148) 中 共振 三 次 项 的 系数 , 得 规范 形 (8.149) 
中 的 共振 三 次 系数 : 


G2100 = TR C(q1; q1; 71) + B(h2000, 1) + 2B(h1100;41)), 
Giou = (p1, C (q1, 92, 92) + B(hioio, G2) + B(hio01, 92) + B(hoo11,q1)), 
Hiro = (p2, C (q1, 71, g2) + B(hitoo, 92) + B(hi010, G1) + B(hio01, q1)), 
Hoo21 = 5 (p2, (a2, a2, 42) + B(hoo20, G2) + 2B(hoo11, 92)). 


类 似 地 , 合并 四 次 项 和 五 次 项 可 计算 (8.149) 中 所 有 余下 的 系数 . 所 得 公式 太 
长 可 在 别处 找到 ( 见 附录 2 中 参考 文献 ). 
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8.8 练 习 
1. (Bazykin 系统 的 尖 点 ) 对 y = 1, 计算 系统 
TI1T2 
| zti = T1 一 T+ ox) — ex?, 
. 2122 
Bo — 6x2 
T2 YT2 + Fan T3 


的 尖 分 支点 Cio 的 坐标 (a, 6). 提示 : 尖 分 支点 是 多 项 式 
Plzi)=6(1+azcl)2(1 — ex1) — (1 — a)zı +1 


的 三 重 根 , 这 里 r 是 非 平凡 平衡 点 的 第 一 个 坐标 . 
2. (51% 8.2) 证 明 : 光滑 系统 


i = a + agg — z? + F(z, a) (E.1) 
在 (z,a) = (0,0) 附近 局 部 拓扑 等 价 于 系统 
也 二 al + Q£ 一 zr, (E.2) 


这 里 , z € R', a € R? WR F(z,a) = O(c"). 提示 : (a) 在 空间 (2,0) 中 推导 对 应 于 
(E.1) 的 折 分 支 曲 线 工 的 两 个 方程 的 系统 . 指出 这 条 曲线 在 原点 附近 有 定义 并 可 被 
7 局 部 参数 化 ( 见 例 8.1). 

(b) 计算 在 z = 0 附近 代表 曲线 工 的 函数 a = 4i(zj, az = A(x) 的 Taylor 
展开 式 中 的 主 项 . ERA: POZE (a1, 02) 平面 上 的 投影 全 在 原点 附近 有 两 个 分 枝 Ti, 
它们 位 于 参数 平面 的 半 平 面 (关于 a 轴 ) 的 两 边 , 并 终止 在 点 a = 0, 且 与 此 轴 
相 切 . 

(c) 解释 为 什么 (E.1) 在 原点 附近 没有 其 他 分 支 曲线 . 构造 参数 平面 的 局 部 同 
HR, 它 将 曲线 政 ,。 映 为 截断 系统 (E.2) 对 应 的 曲线 Ty ?( 见 8.2.2 节 ). 指出 所 得 映射 
可 微 , 并 在 a = 0 计算 它 的 几 个 Taylor 系数 . 

(d) 求证 : 系统 (E.1) 在 包含 上 半 轴 {a : al =0, a2 > 0} 的 区 域内 在 原点 附近 
有 三 个 平衡 点 , 而 在 包含 下 半 轴 {a:a = 0, as < 0} 的 参数 区 域内 只 有 一 个 平衡 
点 . 比较 (E.1) 和 (E.2) 在 对 应 的 区 域 , 沿 着 折 分 枝 以 及 在 参数 平面 的 原点 的 平衡 
点 的 数目 和 稳定 性 . 

(e) 构造 依赖 于 参数 的 局 部 同 胚 , 对 所 有 充分 小 的 jlal| 它 将 (E.1) 的 平衡 点 映 
为 (E.2) 的 平衡 点 . 证 明 : 这 个 映射 提供 所 研究 的 两 个 系统 的 拓扑 等 价 性 . 
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3. (捕食 -被 捕食 系统 的 Bautin 分 支 ) 下 面 的 系统 是 由 Bazykin 和 Khibnik 
(1981)( 也 见 Bazykin(1985)) 所 作 的 Volterra 方程 的 推广 : 


2 
| A 了 十 了 
ý = —yy(m — 2), 


其 中 n,m 和 y 是 正 参 数 . 

(a) 推导 系统 的 Hopf 分 支 曲线 的 方程 并 证 明 它 与 y 无 关 . 

(b) 用 第 3 章 的 算法 (3.5 节 ) 计算 沿 着 Hopf 曲线 的 第 一 个 Lyapunov 系数 的 
表达 式 , 并 证 明 它 在 Bautin 点 当 


oo 
时 为 零 . 


(c) 用 (8.23) 计算 第 二 个 Lyapunov 系数 , 并 证 明 对 所 有 的 y > 0, Bautin 分 支 
: 是 非 退化 的 . 

(d) 画 出 系统 的 分 支 图 (在 (m,n) 平面 上 的 参数 图 和 所 有 可 能 的 相 图 )， 提 示 : 
见 Bazykin (1985, p.42). 

4. (激光 模型 中 的 Bautin 分 支 ) 证 明 : 下 面 的 带 可 控 共 鸣 器 的 激光 模型 (Bautin， 
Leontovich, 1976, p.320-329): 


paro a -1), 
pm+1 


n=a~(m+1)n 


在 (a, 8) 平面 内 的 Hopf 曲线 上 有 Bautin 分 支点 , 如 果 
p<l 


All 
p-1+Gp>0. 


其 中 m>0, p> 0,G > 1 以 及 a,8 > 0. 提示 : Hopf 曲线 由 非 平凡 平衡 点 的 m AB 
标 参 数 化 . J Bautin 和 Leontovich (1976, p. 320-329). 

5. (Hopf 分 支 曲 线 的 正则 性 ) RUE: (8.5) 在 (2°, ao) 的 Jacobi 矩阵 有 最 大 的 
秩 (等 于 3), 如 果 在 o 平衡 点 r 有 在 第 3 章 意 义 下 的 一 般 Hopf 分 支 . 

6. (n = 3 的 双 交 错 积 ) 给 定 一 个 3 x 3 和 矩阵 A, 构造 另外 一 个 3 x 3 矩阵 
B=2A01, CHATARST 4 所 有 形式 上 不 同 特征 值 和 的 积 : 


det B = (Ay + A2)(à2 十 Xs)(A + A3). 
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提示 : B 的 元 素 是 4 的 元 素 的 某 些 线性 组 合 (答案 见 第 10 章 附录 B). 
7. (Bogdanov-Takens 点 ) (a) 利用 计算 规范 形 系数 , 求证 : 平均 强迫 van der 
Pol 振子 (Holmes, Rand, 1978) 


tı = azo +21 (1 — x? — 23), 
t2 = 12, + Xo(l 一 z? 一 x3) 一 a2 


Havans (5-5) 有 非 退 化 的 Bogdanov-Takens 分 支 提示 : 具 两 个 零 特征 什 
的 临界 平衡 点 有 坐标 (z1, 22) = E 5): 


(b) RUE: 具有 所 谓 o 调整 适应 规律 的 典型 参考 适应 控制 系统 (Salam, Bai, 
1988) 
2Z1 = T1 — T172 +1, 
| £2 = alZ2 + age? 


3°81 
近 的 相 图 . 
8. (捕食 -被 捕食 系统 的 Bogdanov-Takens 分 支 ) (a) 证 明 : 由 Bazykin (1974)( 参 
看 例 8.3) 研究 的 下 面 的 捕食 -被 捕食 模型 


P TIT1T2 
ti 三 了 1 一 
| 1 十 azl1” 


koz ( 2 x) 有 非 退 化 的 Bogdanov-Takens 4%. 画 出 这 个 系统 在 BT 点 附 


T1T2 
1 十 QTI 


t2 = 一 yz2 + — 6x3 


在 (a, 6) 平面 内 有 Hopf 分 支 和 折 分 支 曲 线 , 它们 在 Bogdanov-Takens 点 接触 . 证 
BA: 至 少 对 y = 1 这 个 余 维 2 分 支 是 非 退 化 的 . 

(b) 求证 : 由 Bazykin, Berezovskaya, Denisov 和 Kuznetsov (1981) 分 析 过 的 捕 
食 -被 捕食 系统 


t=T 2 

re") (+ a121)(1 + ar) 
F £122 
T2 = 一 ?2Z2 十 


(1+ a121)(1 + A222) 
在 a 平面 上 某 个 点 按 7 > 1 还 是 y < 1 而 有 不 同类 型 的 非 退 化 Bagdanov-Takens 
分 支 . 提示 : 引入 新 变量 


— Tk 
1+ apr,’ 


或 者 方程 两 边 乘 以 (1 + a121)(1 + acre) 得 轨道 等 价 的 多 项 式 系统 . 


Yk k=1,2 
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能 不 能 也 分 析 7 = 1 的 情形 ? 提示 : 对 7 = 1 系统 沿 着 它 的 Hopf 曲线 a = 
在 变换 (zi, zz) 一 (x2,21), t= —t 作用 下 不 变 . 因此 , Hopf et 
一 族 闭 轨 围 绕 中 心 . 

9. (RHE 3 分 支 规 范 形 ) 系统 


Ti = Za 
pi 4 br? d 2 
£2 = Qı + Q&2T1 十 G372 + bry + dz1T2 + eX{L2 


当 条 和 件 (BT.2) 破坏 时 是 退化 的 Bogdanov-Takens 分 支 的 规范 形 ， 其 中 系数 满足 
b #0, d#0 UR d? + 8b + 0(Bazykin, Kuznetsov, Khibnik, 1985, 1989; Dumortier, 
Roussarie, Sotmayor, Zoladek, 1991). 考虑 “焦点 情形 ” 


d>0, e<0, aaa 


(a) KE a = 0 时 的 规范 形 相 图 . 对 a 40 系统 有 几 个 平衡 点 , 它们 的 可 能 类 
型 是 什么 ? 

(b) 在 参数 空间 (ai, az, as) 中 推导 折 分 支 曲 面 和 Hopf 分 支 曲 面 的 方程 并 画 出 
它们 的 图 像 . 验证 : 折 分 支 曲面 有 一 条 尖 点 的 直线 . 指出 在 不 同 的 参数 区 域内 平衡 
点 的 个 数 和 稳定 性 . 

(c) 计算 系统 对 应 于 Bogdanov-Takens 分 支 的 曲线 . 验证 : 折 曲 面 和 Hopf 曲面 
沿 着 Bogdanov 曲线 相 切 . 猜测 由 BT 曲线 界定 的 同 宿 分 支 曲面 是 如 何 形成 的 . 

(d) 在 Hopf 分 支 曲 面 上 寻找 一 条 直线 , 沿 着 此 线 第 一 个 Lyapunov 系数 为 零 . 
在 这 条 线 上 计算 第 二 个 Lyapunov 系数 , 并 验证 它 在 原点 这 个 余 维 3 点 附近 不 为 零 ， 
猜测 折 分 支 曲 面 环 的 位 置 . 

(e) 用 两 个 半球 面 在 平面 (01,03) 上 的 投影 , 画 出 由 所 得 曲面 与 中 心 在 a 空间 
中 原点 的 小 球面 的 交 . 求证 : 在 参数 图 中 必 存 在 有 “大 ” 同 宿 闭路 分 支 . 

(E) 解释 为 什么 所 得 参数 图 很 像 例 8.3 中 的 Bazykin 捕食 -被 捕食 系统 的 参数 
图 , 并 求 这 个 系统 在 参数 空间 中 的 这 个 余 维 3 分 支 (A1 = Xo = bzo = 0). 

10. (Æi Bogdanov-Takens 分 支 ) (a) Takens-Bogdanov 等 价 性 . 验证 : 坐标 变 
换 (Dumortier, 1978) 


4a2 a2 8a3 z 
We (zı ag =) > Y= pe e + Q27T1 十 QZ1) 


将 具 零 - 零 分 支 的 Takens 规范 形 


i1 = T2 + a2C1 + az2， 
T2 = Gl 十 bx? 
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化 为 轨道 等 价 (可 能 要 在 改变 时 间 方向 后 ) 的 Bogdanov 规范 形 


Yi = Y2, 
{ Yo = bı + Bays + yf + yry2 + O(|lyll?) 


之 一 , 这 里 ab 40, 而 


(b) BT 点 附近 的 Lyapunov 系数 . 沿 着 Bogdanov 规范 形 (8.51) 中 的 Hopf 线 
H 计算 Lyapunov 系数 L, 并 指出 在 原点 附近 它 是 负 的 . 

(c) BT 点 附近 的 鞍点 量 . 计算 (8.51) 鞍点 的 鞍点 量 oo =A 十 ro, 并 指出 沿 着 
同 宿 分 支 曲 线 P 它 是 负 的 . 

11. (Rossler 类 型 混沌 系统 中 的 折 -Hopf 分 支 ) 考虑 属于 Rossler (1979) 的 系统 


£=-y-z, 
ýy =x +ay, 
之 一 bz — cz + 22, 


其 中 参数 (a,b,c) € R. 
(a) RUE: 这 个 系统 至 多 有 两 个 平衡 点 O 与 P, 并 求 它们 的 坐标 . 
(b) 验证 : 平衡 点 O 与 PP 在 曲面 


T = {(a,b,c):c= ab} 


上 “重合 ", 且 重 合 后 的 平衡 点 有 特征 值 Xi = 0, X23 = tiwo, wo = V2 一 a2? > 0, 如 
R (a,b,c) ET A 


(c) 沿 着 折 -Hopf 点 的 轨迹 计算 这 个 系统 的 Poincaré 规 范 形 (8.63) 和 Gavrilov 
规范 形 (8.71), 并 用 8.5.1 节 的 公式 求 对 应 的 s 和 0. 验证 s = 1, 9 < 0, 并 确定 
Rossler 系统 中 出 现 哪 种 可 能 的 “典型 ” 分 支 图 . 提示 : 由 于 原点 永远 是 系统 的 平衡 
点 , 系统 中 的 折 -Hopf 分 支 关 于 参数 是 退化 的 . 因此 , 它 的 分 支 曲线 仅仅 是 由 规范 形 
的 分 支 曲 线 所 “诱导 ”. 

(d) 验证 -2 < 9 < 0, 因此 , 如 果 存 在 鞍 - 焦 点 同 宿 轨道 , 它 满足 Shilnikov 条 件 ， 
从 而 在 余 维 2 分 支 附近 存在 “奇怪 ”动力 学 . 提示 : 详细 情况 见 Gaspard (1993). 
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12. (Lorenz-84 模型 ) 考虑 出 现在 大 气 研究 中 下 面 的 系统 (Lorenz, 1984; Shilni- 
kov, Nicolis, Nicolis, 1995) 


t = —y? — z2? — ax + aF, 

y = zry — brz- y +G, 
z= bzy 十 DZ 一 2 

其 中 (a,b, F,G) 是 参数 . 求证 : 系统 在 

_ 3a? + 3a2b? + 12ab? + 12b? + 4a 


d 4(a + ab? + 2b?) 
Ga Va(a? + a2b? + 4ab? + 4b?) 


4vVa + ab? + 2b? 


产生 折 -Hopf 分 支 . 提示 : 应 用 三 维系 统 在 折 -Hopf 点 , Jacobi 矩阵 的 迹 和 行列 式 都 
等 于 零 这 个 事实 . 

13，( 重 温 折 -Hopf 分 支 ) (a) 在 截断 振幅 系统 (8.82) H, 对 sg < 0, 沿 着 Hopf 
分 支 曲 线 计 算 第 一 个 Lyapunov 系数 ， 并 验证 8.5.2 节 给 出 的 表达 式 . 

(b) 考虑 情形 s = 1, 9 < 0, 这 时 可 能 出 现 异 宿 环 . 设 和 < 0 < ro Al m <0 < 
Ha 分 别 是 轴 上 两 个 鞍点 El 和 Eo 的 特征 值 . 求证 异 宿 环 , 如 果 它 存在 是 内 不 稳 


定 , 只 要 
入 21L2 


Afi 
并 对 截断 系统 (8.82) 验证 这 个 不 等 式 . 
(c) 求 得 系统 (8.82) 在 9; = B = 0 的 临界 相 图 . 提示 : 见 Wiggins (1990, p. 
331-337). 
(d) 解释 为 什么 截断 系统 (8.82) 当 sb > 0 时 不 可 能 有 周期 轨道 , 并 证 明 在 这 情 
形 它 在 原点 附近 是 局 部 拓扑 等 价 于 二 次 系统 


| E= Di 二 62 十 sp2， 
$ = p(B2 + 06). 


> 1, 


14. (扰动 Hamilton 系统 的 余 维 2 规范 形 ; 先 阅读 附录 A) (a) RUE: Q (3) 2 

F, 这 里 
_ In(h) 
ath) = I,(h) 


在 附录 A 中 定义 , 用 它 来 处 理 Bogdanov-Takens 分 支 . 提示 : 对 这 个 问题 存在 两 种 
等 价 的 方法 : ` 
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给 出 , EX CMF G= -3 
<4 < 1 的 范围 内 计算 


(i) 验证 同 宿 于 (A.6) 的 鞍点 的 轨道 由 H) = T 


沿 着 这 个 轨道 的 上 半 部 分 将 C2 表示 为 4 的 函数 , 并 在 — 
所 得 的 积分 . 
(ii) (A.6) 的 从 水 平 轴 出 发 的 解 对 应 的 同 宿 轨道 可 明显 地 写 为 


f(t) =1- + C2(t) = 


(e2 +e 2) 


1 
2 


oe +e 3) 
ve +e7 2)3 
因此 , 积分 © Al h ( ) 化 为 在 -co < t < +oo 的 某 些 标准 积分 . 
(b) 对 满足 s0 < 0(“ 困 难 ” 情形 ) 的 折 -Hopf 的 振幅 系统 (8.82) 
| €= Br +E + sp, 
p = p(B2 + 0E + £), 
(i) 求证 : 下 面 的 奇异 尺度 化 和 非 线性 时 间 重 参数 化 


q 
€=62, p=dy, dt= “dr, 


把 系统 化 为 
| z= y?(—s + z? + sy’), 
= y (Ory + d(ay + x*y)), 
其 中 gq 是 某 个 实数 . a 和 6 用 下 面 公 式 应 该 看 作 与 原来 的 参数 有 关 的 新 参数 : 
bı = —s6", Bo = ad". 


(ii) 证 明 : 对 


bo 


满足 6 =0 的 重 尺度 化 系统 
t = y?(—s + 2? + sy?), 
= yry 


是 Hamilton 系统 , Hamilton MAE 


H(z, y) = sy"? i E) ， MRO, 


0 


或 者 
eine 如 果 0=1 


A(z,y) = 
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(由 于 sg <0, 0=1%@s=—1). 对 满足 sg9<0 的 s 和 6 不 同 的 组 合 画 出 Hamilton 


函数 H 的 等 位 线 . 
(iii) 取 s=1 和 6<0. 按 附录 A 中 叙述 的 思想 求证 在 这 个 情形 , 如 果 


1 
= —=K(0), 


扰动 (z,y) 系统 中 发 生 异 宿 连接 , 其 中 函数 K(h) 是 对 he Ea a4: vol 定义 的 比 


I3(h) 
Ti(h)’ 


I; - | yia*dy, k=1,3. 
H(z,y)=h 


计算 作为 6 的 函数 K(0). 从 这 个 信息 推导 原来 振幅 系统 在 (31, b2) 平面 上 的 异 宿 
曲线 P 的 近似 表达 式 . 

(iv) 证 明 K(h) 关于 h 的 单调 性 , 从 而 建立 了 截断 系统 极限 环 的 唯一 性 . 提示 : 
见 Chow, Li 和 Wang (1989b, 1989a). 

(c) 考虑 Hopf-Hopf 分 支 的 “困难 " 情形 的 截断 振幅 系统 (8.115) 


| & =&(m+& — 0&2 + OEZ), 


K(h) = 


其 中 


bo = €o(u2 + 661 — E2 + Aé?), 
(0,6) 属于 情形 I, I 或 VI 之 一 (这 时 Hopf 分 支 有 可 能 , 见 8.6.2 节 ). 
(i) 求证 : 引入 新 参数 a > 0 和 8 Hopf 曲线 


0 一 1 
M=~a, p2=7—ataf, 


8—1 
的 邻 域 参数 化 , 并 用 奇异 重 尺度 化 
&1 = ar, &2 = ay, t= 一 T 


è= 2(-1+2-6y+aOy?), 
f 6-1 2 
(ii) 验证 对 应 于 a = 8 = 0 的 系统 


. 9 一 1 
t= z(—1 +z — 6y), g=u(5= + 52-4) 
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对 z,y > 0 是 轨道 等 价 于 Hamilton 系统 , Hamilton 函数 为 


_ 
H= Lary! (140+ i) 
其 中 
E . 1-8 
P= er “2 peed 


提示 : 时 间 重 参数 化 因子 是 Y(z,y) = zx? byt). 
(iii) IH Hamilton 系统 


对 情形 I, II 和 VI 的 相 图 . 验证 在 情形 VI(p,g > 0) 闭 等 位 线 及 = 常数 充满 由 噶 
宿 环 H = 0 所 界定 的 三 角形 . 
(iv) 考虑 情形 VI. 按照 附录 A 的 方法 , RUE: 当 a, 6 AOM, 时 间 重 参数 化 的 
尺度 化 系统 有 异 宿 环 , 如 果 
B = —R(0)a + O(a?), 
其 中 
(h) = 24) 
Ip(h)’ 
以 及 
h= f wor y+ ga? 'y™)drdy, 
Hgh 


Io(h) = 人 qx? ly dady. 


提示 : 应 用 Stokes 公式 并 考虑 到 Hamilton 向 量 场 的 散 度 等 于 零 . 

(v) H 9,6,0 和 A 计算 R(0), 并 推导 异 宿 曲 线 Y 的 二 次 近似 . 验证 了 由 8.6.2 
节 给 出 的 表达 式 . 

(vi) 求证 : 截断 振幅 系统 (8.115) 中 的 Hopf 分 支 曲 线 万 和 异 宿 曲 线 Y 在 
Hy = w 二 0 BDA MV Aid. 

15. (Hopf-Hopf 分 文 的 Poincaré 规 范 形 ) (a) 利用 有 效 的 计算 代数 系统 之 一 推导 
Hopf-Hopf 分 支 临界 共振 系数 的 公式 (8.90)~(8.93). 提示 : 下 面 一 系列 的 MAPLE 
命令 求解 这 个 问题 : 


> readlib(mtaylor) ; 
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> readlib(coeftayl); 
这 些 命令 引导 执行 mtaylor 和 coeftayl, 它们 分 别 从 MAPLE 库 计 算 截 断 多 元 
Taylor 级 数 展开 以 及 个 别 系数 . 
> P: = mtaylor(sum(sum(sum(sum 
g[j, k, 1, m)*z7j*zi*k*u7l*ui-n, 
j=0. .3) ,k=0. .3) ,1=0. .3) ,m=0..3), 
[z,zl,u,ul] ,4) ; 
Q: = mtaylor(sum(sum(sum(sum 
h[(j,k,1,m] *z7j*z1*k*u*1*ui*n, 
j=0. .3) ,k=0. .3) ,1=0. .3) ,m=0. .3), 
[z,z1,u,u1],4); 
Pi: = mtaylor(sum(sum(sum(sum 
giCj,k,1,m) *z17j*z°k*ul**ui-m, 
j=0. .3) ,k=0. .3) ,1=0, .3) ,m=0. .3), 
[z,z1,u,u1] ,4) ; 
Q1: = mtaylor(sum(sum(sum(sum 
hilj,k,1,m] *z17j+z*k*ul*1*u1-m, 
j=0..3),k=0..3),1=0..3),m=0..3), 
(z,z1,u,u1] ,4) ; 
for jj from 0 to 1 do 
for kk from 0 to 1 do 
for 11 from 0 to 1 do 
for mm from 0 to 1 do 
if jj+kk+ll+mm <2 then 
gljj,kk,11,mm]: =0;h[jj,kk,1l,mm]: =0 
giljj,kk,11,mm]: =0;h1[jj,kk,11,mm]: =0 
fi; 
od; 
od; 
od; 
> od; 
> g[1,0,0,0]: =I*omega;gi[1,0,0,0]: =-I*omega; 
> hf1,0,0,0]: =I*omega;hi[1,0,0,0]: =-I*omega; 
用 这 些 确定 在 临界 参数 值 (8.88) Adm ARETHA; 用 z zl u, ul, 
分 别 表示 21, 21, 22, 22, 用 omega 和 Omega 分 别 表 示 w 和 wz. 
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> R: =I*omega*v+G[2,1,0,0]*v 2*v1+G[1,0,1,1] *v*wew1; 
> S: =I*omega*v+H[1,1,1,0] *v*vi*wtH[0,0,2,1] *w “2*w1; 
这 些 是 规范 化 系统 (8.89)( 直 到 包括 3 阶 ) 右 端的 说 明 , 其 中 v, vl, w, wl, 分 别 
代表 w, D1, w2, We. 
> VW: = mtaylor(sum(sum(sum(sum 
V[j,k,l,m]*z^j*zi^k*u^1*u1^m, 
j=0. .3) k=0..3),1=0..3), m=0..3), 
[z,z1,u,ui1] ,4); 
>WW: = mtaylor(sum(sum(sum(sum 
W(j,k,1,m) *z7 j*zi7k*u*1*ul‘n, 
j=0. .3)k=0. .3) ,1=0. .3), m=0..3), 
[z,z1,u,u1] ,4); 
> VV1: = mtaylor(sum(sum(sum(sum 
Vilj,k,1,m] *z17j*z*k*u*l+u'n, 
j=0. .3)k=0. .3) ,1=0. .3) ,m=0. .3) ， 
[z,zl,u,ual] ,4) ; 


> WW1: = mtaylor(sum(sum(sum(sum 

> W1 [j,K,1l,m]*z1^j*z^k*u^l*u^m, 
> j=0..3) k=0..3),1=0..3), m=0..3), 
> (z,z1,u,u1] ,4) ; 

> for j from 0 to 1 do 

> for k from 0 to 1 do 

> for 1 from O to 1 do 

> for m from 0 to 1 do 

> if j+k+l+m <2 then 

> V([j,k,1,m): =0;V1[j,k,1,m]: =0 
> W(j,k,1,m): =0;W1[j,xk,1,m]: =0 
> fi; 

> od, 

> od; 

> od; 

> od; 


> V[1,0,0,0]: =1;V[2,1,0,0]: =0;V[1,0,1,1]: =0; 
> W[0,0,1,0]: =1;W[1,1,1,0]: =0;W[0,0,2,1]: =0; 
> V1[1,0,0,0]: =1;V1(2,1,0,0]: =0;V1[1,0,1,1]: =0; 
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一 一 一 一- 二 一 ee 
> W1[0,0,1,0]: =1;W1[1,1,1,0]: =0;W1[0,0,2,1]: =0; 

用 这 些 命令 将 系统 变换 (URES) 成 确定 的 规范 形 . 它 的 系数 必须 被 求 


a 


> Vz: =diff (VV, z); Vzi=diff(VV, z1); 

> Vu: =diff (VV, u); Vul=diff (VV, ul); 

> Wz: =diff (WW, z); W.zi=diff(WW, z1); 

> Wu: =diff (WW, u); W_ul=diff (ww, u1); 

规范 化 变换 的 偏 导数 被 计算 . 

> D_1: =R- (V_z*P+V_z1*P1+V_u*Q+V_u1*Q1) ; 

> D2: =S-(V_z*P+W_z1+*P1+W_u*Q+V_ui*Q1) ; 

条 件 D-1=0 和 D.2=0 等 价 于 确定 变换 规范 化 的 要 求 . 现在 应 该 用 z，z1， u 和 ul 展 
开 D_1 和 D_2. 这 可 用 

> vi =VV; vi: =VV1 

> wi =WW; wi: =WW1; 
来 达到 . 现在 可 以 将 D.1 和 Dp_2 展 开 为 z， zl1，u，ul 的 Taylor RA 

> DD-1: =mtaylor(D-1，[z,zl,u,ul]， 4); 

> DD_2: =mtaylor (D2, (z,z1,u,u1], 4); 

寻找 变换 的 二 次 系数 的 工作 都 已 经 准备 好 了 . 将 DD-1 和 DD_2 中 对 应 的 Taylor 系 
数 等 于 零 , 并 求解 对 v[j，x，1，m 和 wrj，k，1， 四 满足 jtk+4m-2 所 得 的 方 
程 : 

for j from 0 to 2 do 

> for k from 0 to 2 do 

for 1 from 0 to 2 do 


if j+k+1+m =2 then 
V[j,k,l,m]: =solve( 
coeftayl(DD)_1, [z,z1,u,u1]=[0,0,0,0], (j,k,1,m})=0, 
V(j,k,1,m)); 


> 
> for m from 0 to 2 do 
> 
> 


> W{j.k,1,m]: =solve( 
coeftayl (DD_2, [z,z1,u,u1]=[0,0,0,0],[j,k,1,m])=0, 
W(j,k,1,m]: 
> fi: 
> od, 
> od; 
> od; 
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> od; 

最 后 , 可 求 得 共振 项 的 系数 : 

> G[2, 1, 0, 0]: =solve( . 

coeftayl(DD1, [z,z1,u,u1]=[0,0,0,0], [2,1,0,0]=0, 
G[2,1,0,0]; 

G[1,0,1,1]: =solve( 

coeftayl( DD_1, [z,z1,u,ui]=[0,0,0,0], [1,0,1,1]=0, 
G[1,0,1,1]; 

H(0,0,2,1]: =solve( 

coeftayl(DD2, [z,z1,u,ui]=[0,0,0,0], [0,0,2,1]=0, 
H[0,0,2,1]; 

H[1,1,1,0]: =solve( 

coeftayl(DD2, [z,z1,u,uiJ=[0,0,0,0], [1,1,1,0]=0, 
H{1,1,1,0]); 

问题 得 到 解决 . 

(b) 扩大 叙述 的 程序 求 五 阶 共 振 项 系数 . 


Vv 


v 


v 


MS OW. 


Vv 


Vv 


8.9 附录 A: Bogdanov 规范 形 的 极限 环 与 同 宿 轨道 
考虑 s = —1 的 Bogdanov-Takens 分 支 规范 形 


| (A.1) 
E2 = Bı + Bobi + E? — Eb. 


定理 8.9 ”对 应 于 系统 (A.1) 的 鞍点 同 宿 分 支 ， 存在 唯一 光滑 的 从 8 = 二 0 出 发 
的 曲线 P,， 有 局 部 表达 式 
P= { (21) :Bi = _ 5 2 + 0(83), Bo < of. 


25 
此 外 , 对 小 [All 系统 (A.1) 对 位 于 由 Hopf 分 支 曲线 H FoR BP RHR P 所 
界定 的 区 域内 的 参数 值 有 唯一 稳定 双 曲 环 ， 且 在 这 个 区 域 的 外 面 无 环 . 
证 明 概 要 ”第 一 步 (平移 坐标 轴 ). 环 和 同 宿 轨 道 只 能 在 (A.1) 有 两 个 平衡 点 
的 情况 下 才 存 在 . 因此 , 我 们 把 注意 力 限制 在 折 曲 线 T( 见 8.4.2 T) 左 方 的 参数 区 
域 . 将 系统 的 坐标 原点 移 到 (A.1) 左边 的 ( 反 鞍点 ) 平衡 点 E Ab: 


&=m+n). 
£2 = M2, 
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其 中 | 
n? 2 _ Bat yv B3 — 4B; 
2 


是 E, 的 m 坐标 . 显然 有 


| m = 712， : (A.2) 
n2 =m (m — v) — (Nm + mn2), 


其 中 
y= VB — 46; 
是 左边 的 平衡 点 Bl 和 右边 的 平衡 点 FE. 之 间 的 距离 . 
第 二 步 (放大 ). 执行 与 参数 无 关 的 奇异 重 尺度 化 使 得 两 个 平衡 点 之 间 的 距离 
等 于 1, 并 引入 新 时 间 : 


Q Q o T 
n= P ih = D372? i= PY (A.3) 


这 个 重 尺度 化 将 (8.55) 化 为 


| Ĝi = G, (Aa) 
Co = C1(G1 — 1) — (1102 + 2012), 


这 里 的 . 表示 关于 新 时 间 7 的 导数 以 及 


{ i= noy—3/2, 


nv (A.5) 


只 有 y 的 非 负 值 应 该 考虑 . 显然 , 在 两 个 平衡 点 区 域内 当 一 0 时 ?一 0, 重 尺 
度 化 (A.3) 如 “显微镜 ”把 原点 n = 0 的 邻 域 放大 (注意 m 和 wo 两 个 方向 的 放大 
长 度 不 同 ). $ (A.5) 的 帮助 系统 (A.4) 轨道 等 价 于 由 (A.2) 诱导 的 系统 (定义 见 第 
2 章 ). My 40, 研究 (A.4) 的 极限 环 和 同 宿 轨道 得 出 (A.2) 关于 这 个 问题 的 完全 
信息 . 

第 三 步 (Hamilton 性 质 ). 对 小 |i, 系统 (A.4) 看 作 系 统 


a=, r 
| c = 4(G — 1) X 


的 扰动 系统 . 这 个 系统 是 Hamilton 系统 
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Hamilton( 能 量 ) 函数 为 
agg i 
AQ=3 + (A.7) 


Hamilton 函数 沿 着 (A.6) 的 轨道 是 常数 ， 即 A = 0, 因此 这 些 轨道 是 (A.7) 的 
Hamilton( 定 向 ) 等 位 线 A(¢) = 常数 { 见 图 8.33). 系统 (A.6) 有 两 个 平衡 点 


So = (0,0), Sı = (0,1), 


图 8.33 Hamilton 系统 (A.6) 的 相 图 


它们 对 应 于 (A.1) 的 平衡 点 Bl 和 Ez. 平衡 点 So 是 由 闭 轨 所 围绕 的 中 心 , 平衡 点 
Sy 是 (中 性 ) 鞍点 . 在 这 些 平衡 点 Hamolton 函数 值 是 


H(So)=0, H(Sı)= 5- 


鞍点 分 界线 是 由 等 位 线 HO = 刻画， 这 两 条 分 界线 位 于 鞍点 的 左 方 ,形成 了 
一 条 同 宿 轨道 , 它 界 定 围绕 S 的 闭 轨 族 ， 在 水 平 轴 上 位 于 So 和 5, 之 间 的 线段 
0<G <1 可 被 he fo, 3l 参数 化 , 如 果 取 h X Hamilton 函数 H(C,0) 的 值 , WÈ 
关于 & € [0,1] 单调 . 

第 四 步 (分 裂 函 数 的 定义 ). 现在 对 小 但 不 为 零 的 vll 考虑 系统 (A.4), ERA 
是 Hamilton ASE. 注意 对 所 有 y, So 和 Sy 是 (A.4) 的 平衡 点 ， 由 于 系统 (A.6) 是 
高 度 结构 不 稳定 , 对 y A 0, (A.4) 的 相 图 拓扑 是 完全 不 同 于 (A.6) 的 相 图 : 闭 轨 族 
消失 且 鞍 点 分 界线 通常 也 分 裂 

利用 & 轴 上 介 于 So 和 S, 之 间 的 线段 的 参数 化 , 在 这 个 线段 内 取 点 使 A e 


(o, >) 并 考虑 (A.4) 通过 这 点 的 轨道 T( 见 图 8.34)， 任 何 这 样 的 轨道 时 间 向 前 和 
向 后 都 将 与 水 平 轴 (至 少 ) 再 一 次 相交 . 分 别 记 这 些 交 点 为 Z, 和 Z. 现在 取 在 点 
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Z, 和 2 的 Hamilton 值 之 差 A(h,y) 定义 为 轨道 分 裂 函 数 : 
A(h,y) = H(Z_) — H(Z.). (A.8) 


图 8.34 分裂 函数 的 定义 
用 A(0.?) = 0 以 及 对 h = = 利用 相同 公式 (A.8), 将 这 个 函数 的 定义 扩充 到 这 个 
线段 的 端点 , 现在 只 考虑 Z, 和 Z 作为 鞍点 Sy 的 不 稳定 和 稳定 的 分 界线 Tv 和 
rs 与 水 平 轴 的 交点 ( 见 图 8.33). 因此 , A (3.7) 是 第 6 章 定义 的 分 界线 分 裂 函 数 ， 
函数 A 在 它 的 定义 域内 光滑 . 在 Hamilton 情形 , 由 于 Hamilton 是 常数 运动 , 对 一 
Y he (o5) y=0, A(h,0)=0. RAR y > 0 的 方程 


1 
a(g) =0 
在 (my) 平面 上 定义 了 一 条 从 原点 出 发 的 曲线 P, 沿 着 这 条 曲线 系统 (A4) 有 同 
宿 轨道 . 类 似 地 , 对 he (o, i); 方程 l 
A(h,y)=0 


在 上 半 参 数 平面 y > 0 给 定 了 一 条 曲线 Cy. 在 此 曲线 上 (4.4) 有 通过 So 和 5; 之 
间 对 应 于 h 的 点 的 环 . 
第 五 步 (分 裂 函数 的 近似 )， 对 y A 0, Hamilton H(C) 沿 着 (A.4) 的 轨道 的 
变化 : OH ， 
i= Fat E = —(1G + 720). 
因此 
tz a 
AU 六 = | Hdt=n eee J AEA (A.9) 
F r 


tz, 
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其 中 工 的 方向 为 时 间 增 加 方向 . 显然 , 对 h = 5, 积分 应 理解 为 沿 着 两 条 分 界线 
Ts 积分 之 和 . 公式 (A.9) 是 确切 的 , 但 它 包 含有 (A.4) 的 我 们 不 明显 知道 的 轨道 
D(P™s). 但 是 , 对 小 的 I], (A.4) 的 轨道 仅仅 从 (A.6) 的 闭 轨 (或 者 分 界线 ) 偏离 一 
微小 距离 , 积分 可 沿 着 五 (5() =h R, 而 一 致 逼近 : 


A(h, y) = nf Codq + v f &ıC2d¢ı + o(||7II)- 
H(Ç)=h H(¢)=h 


用 
I (h) =j 42dcl = / dé2d¢i > 0 (A.10) 
H(¢)=h JH(C)SA 


和 
I2(h) -f 4162dG1 (A.11) 
A(¢)=h 


记 包含 在 最 后 一 个 方程 中 的 积分 . 这 些 积分 是 某 些 椭圆 积分 . 
第 六 步 ((A.4) 的 极限 环 的 唯一 性 )、 由 隐 和 函数 定理 , (第 四 步 引 入 的 ) 曲线 Ln 和 
PP 对 he (0.3) Bl h = 工分 别 存在 且 有 表达 式 


In(h) 
= = — > 站 
yı nh”? +o(\y2|), V20 


H h JA h= 0 变化 到 有 = 3 时, 曲线 Co 在 (a) 平面 从 铅 直 半 轴 {7 : y = 
0, 72 > 0}( 因 为 (0) = 0) 移动 到 同 宿 曲 线 P. 如 果 这 个 移动 关于 h 单调 , 那 它 将 
保证 对 铅 直 半 轴 和 P 之 间 的 参数 值 , (A.4) 的 极限 环 的 唯一 性 . 对 所 有 其 他 的 参数 
值 环 的 不 存在 性 是 明显 的 , 因为 (A4) 的 任何 一 条 闭 轨 必 须 与 So 和 S 之 间 的 线 


段 相 交 . 因此 , 对 he [ 引 函数 


_ Ia(h) 
OM = Th) 


的 单调 性 充分 证 明 极 限 环 的 唯一 性 . 函数 Q(h) 是 光滑 函数 , Q(0) = 0 且 ( 见 练习 
14(a)) 


(A.12) 


同时 , 最 后 一 个 方程 导致 下 面 的 对 (A.4) 的 同 宿 曲 线 P 的 刻画 
P= fona Zt | 一 ->y + o(|Y2|), %2 > o}. (A.13) 


函数 Q(h) 的 图 像 的 数值 计算 如 图 8.35 所 示 . 它 显 然 是 单调 的 . 这 个 事实 可 不 用 计 
算 机 证 明 , 即 下 面 的 引 理 成 立 . 
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图 8.35 函数 Q(h) 的 图 像 
引 理 8.17 Q’(h)>0, the fo. 让 口 
命题 8.1(Picard-Fuchs 方程 ) 积分 h(h) 和 In(h) 满足 微分 方程 组 


TS 5 1 7 
a ae Be em es -= = 
( i) A (21 z)h+ gh, 


Lys 1 了 
ee hh. 
n(n 5) 2 gr t+ ghh 


(A.14) 


iE ER (A.6) 的 对 应 于 值 he (0 5) 的 闭 轨 方 程 HO = AU (A.7)): 


Gi E @_ 
are gah (A.15) 
将 Co 考虑 为 G Al 的 函数 , 关于 h 微分 (A.15) 得 
Əl _ 
Oa, = 
ae dI dc 
Ce der 
A I nag (A.16) 
和 


dh J Cid 
— = 一 -一 -. A.17 
dh H(C)=h 62 ( ) 


第 8 章 ”连续 -时 间 动 力 系统 平衡 点 的 双 参 数 分 支 . 359. 


另 一 方面 , 关于 6: 微分 (A.15) 得 
OC2 


qi toza — Gj =0. 
将 最 后 一 个 方程 乘 以 Cy) 并 分 部 积分 得 下 面 等 式 , 其 中 实际 用 到 的 只 是 m = 0,1 
和 2: 
CI+2dG _ Gt dd _ mai Å 
haz eo o 人 C2 m foa o a) 
应 用 积分 (A.10) 和 (A.11) 的 定义 以 及 对 m = 1 和 0 的 等 式 (A.16)~(A.18)， 
得 
dn dl 
b= 一 > 
dh hf oon C2 
1 Cde 1 1 ideI 
三 二 a de 一 = SLCel 
2 EN C2 +3 io ameg eae C2 
a 1 1 ?dC 1 ?dci 
on 2 las C2 3 = C2 
_i,,! ida , 1 
= Beg ae Ca P 3” 
5 1 GldGl 
一 二 二 一 
6176 Tina C2 
类 似 地 , 但 在 (A.18) 中 m= 2,1,0, 得 下 面 的 链 : 
d2 _ Oda 
k dh a C2 
1 jdi1 1 1 idę 
= 一 —_ d et JL = 
2 hs C2 >a Pax ie 3 = C2 
1 1 Gdq, 2 Qde 
Sy Ae Sidi | 2 
2°76 A C2 人 62 
7 1 czdG 1 
ae ee se d 
677 6 H(O=h 62 6 P. saki 
_7, 1p 142 
=P et 
考虑 到 最 后 的 结果 , 得 (A14). oO 


命题 8.2(Riccati 方程 ) 由 (A.12) ZRH BR Qh) 满足 Riccati 方程 
1) a2 oa LFE A T: 
n(n-3)Q=-70 + ($+8)0 =. (A.19) 
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证 明 ”事实 上 , 利用 (A14), 


1\ . b hi 
(ng) @=a(a-§) (2-34) 


See (Ree par 
a) eae ju Cane A 6/1, 362, 


7 
-559+ (5 +5) 9-3 Ë 
将 Q(h) = ah + O(h?) 代入 Riccati 方程 (A.19) 立即 得 a = 3 或 者 
Q(0) = 3 > 0. 

下 面 的 命题 也 是 (A.19) 的 直接 结论 . 
命题 8.3 ”对 所 有 he (0, 3) 有 0<Q(h) < 3 

证 明 ”函数 Q(h) 对 小 h > 0 是 正 的 .假设 元 < (o, 5) 是 Q(h) WRR h 
轴 的 第 一 个 交点 , 就 是 说 , QR) = 0, 且 对 一 切 he (0,h) 有 Q(h) > 0. 于 是 


aG 3 +) Qt = -<0 
由 此 得 Q(h) > 0, 矛盾 . 
现在 假设 h < (0.2) 是 Q(h) 的 图 像 与 直线 Q = 3 的 第 一 个 交点 , 这 表明 


Qh) = ;. 于 是 
h(h- =) at = 3 ZG- i) > 0, 
IX FR O(h) < 0, 矛盾 , 命题 得 证 . o 
最 后 , 计算 Q(h) 在 点 0 h< = 的 二 阶 导数 , 这 里 假定 OWE, Oh) = 0 有 


A IN 1 1 
h{h--—= h => a : 
( 3 ey 3 @ 5) Sr 
因此 , 在 使 Q) = 0 的 任何 点 Öh) > 0 ( 即 所 有 绝 值 都 是 绝 小 点 ). 这 导致 这 样 的 


点 并 不 存在 , 因为 Q(0) =0 E Q (F) = 了 = max... 1 Oh). 因此 ,对 he fo 四 
有 Q(h) > 0, 引 理 8.17 得 证 . 
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引 理 8.17 提供 了 (A.4) 环 的 唯一 性 . 
注 EXE, 这 个 引 理 也 给 出 了 环 的 双 曲 性 , 因为 可 以 证 明 由 Q (h) > 0, 得 知 
对 小 yo > 0 环 的 乘 子 的 对 数 


In y = —Y211(h)Q'(h) + o(72) < 0, 


因此 极限 环 的 乘 子 u 满足 0 < p<. ns 
第 七 步 ( 回 到 原来 的 参数 )， 为 了 将 所 得 结果 应 用 到 原来 的 系统 (A.2)( 从 而 对 
(A.1)), 我 们 必须 更 详细 地 研究 由 (A.5) 给 定 映 射 y= y8). 这 个 映射 定义 在 区 域 


{8 : 461 < 63} € R? 


E, 它 是 由 折 曲 线 T 所 界定 并 位 于 这 曲线 的 左 方 . 此 映射 将 这 区 域 同 胚 映 为 上 半 平 
面 

{y:n > 0} € R?. 
由 于 这 一 映射 光滑 , 它 的 逆 映 射 较 容易 研究 . 由 (A.5) 有 


Bo 说 
ie ani et (3 — 48; = 4. 


由 反 函 数 定理 , 这 两 个 方程 定义 了 一 个 光滑 函数 8(Y). 可 以 验证 , 这 个 函数 有 表达 
式 


l By = n +72) + o(|I7/14), (A.20) 


B2 = —72(27 + 72) + ol||y||?). 
映射 (A.20) BR (v1.72) 平面 上 对 应 于 h = 0 的 铅 直 半 轴 为 (81,82) 平面 上 的 Hopf 
分 支线 玉 ( 如 我 们 预先 期 望 的 , 4 h 一 0, (A.4) 的 环 收缩 到 So). 从 定理 8.9 的 叙述 
得 知 由 (A.13) 给 出 的 同 宿 曲线 P 被 (A.20) 映 为 曲线 


P= (anea) :81= -2A + 0(B2), Bo < o}. 


(A.2) 在 由 石和 P 所 围 区 域内 的 环 唯一 且 双 曲 ， 这 就 完全 给 出 了 定理 8.9 证 明 
概要 . 口 


8.10 附录 B: 文献 评注 


双 参 数 系统 在 三 重 平衡 点 (ADS) 附近 的 平衡 点 结构 已 经 知道 很 长 时 间 了 
(HL Arnold 的 综合 性 文章 , 1984)， 由 于 任何 一 个 纯 量 系统 可 以 写 为 梯度 系统 i= 
一 Vz(z, a), 尖 分 支 的 拓扑 规范 形 自然 出 现在 Thom(1972) 的 7 种 基本 突变 的 名 单 
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中 , 连同 折 奇 异性 (codim 1) 和 燕尾 (codim 3) 奇异 性 以 及 它们 的 通 有 开 折 也 在 
其 中 . 

在 第 一 个 Lyapunov 系数 11(0) 为 零 的 点 附近 的 一 般 双 参数 分 支 图 首先 是 由 
Bautin(1949) 得 到 . 因此 , 称 这 种 分 支 为 Bautin 分 支 Serebriakova(1959) 借助 一 般 
系统 的 实 Taylor 系数 计算 第 二 个 Lyapunov 系数 12(0), 并 推导 了 Bautin 点 附近 
环 -- 折 分 支 曲 线 的 渐 近 公式 . Hassard, Kazarinof 和 Wan (1981) 就 复 Taylor 系数 
gki(0) 和 一 些 中 间 表 达 式 叙述 了 cz(0) 的 表达 式 . 一 个 直接 借助 9kl(0) 表达 12(0) 的 
紧凑 公式 等 价 于 (8.32), 可 在 Bautin 和 Shilnikov(1980) 的 参考 文献 (Schuko， 1968) 
中 找到 .基于 奇 点 理论 和 Poincaré 规范 形 的 思想 的 Bautin 分 支 的 现代 处 理 属于 
Arnold(1972) 和 Takens (1973). Takens 也 还 研究 了 codim>2 的 Hopf 分 支 的 更 高 的 
退化 性 (例如 12(0) = 0 的 情形 ). Bautin 的 漂亮 叙述 和 有 关 的 分 支 可 以 在 (Shinikov 
et al., 2001, 11.5 节 ) 中 找到 . 

其 二 重 零 特征 值 的 平衡 点 附近 的 分 支 图 的 主要 特性 为 Andronov 学 校 的 数学 家 
们 在 20 世纪 60 年 代 后 期 所 得 到 , 并 用 来 分 析 具 体 模型 (Bautin, Leontovich, 1976, 
p.183-186). 但 是 , 完整 的 图 像 包 括 极限 环 的 唯一 性 是 属于 Bogdanov(1976b)( 他 的 
结果 被 Arnold (1972) 和 Takens(1974b) 宣布 过 ). 他 们 的 分 析 基 于 Pontryagin(1934) 
的 技巧 , 即 把 极限 环 定位 在 耗 散 的 扰动 Hamilton 系统 并 对 所 得 的 椭圆 积分 作 不 平 
凡 的 估计 . Dumortier 和 Rousseau (1990) 应 用 Coppel 关于 Lienard 平面 系统 的 一 
条 定理 来 建立 Bogdanov-Takens 规范 形 的 极限 环 的 唯 - -性 而 避免 了 椭圆 积分 . 虽 
然 显得 简单 , 但 这 个 方法 没有 提供 同 宿 分 支 曲线 的 局 部 近似 . Annabi，Annabi 和 
Dumortier (1992) 证 明了 共 罗 同 胚 连续 依赖 于 参数 . 我 们 对 零 - 零 分 支 的 叙述 (8.4 
节 和 附录 A) 接近 于 Bogdanov 原来 的 文章 . 但 是 , 附录 A 中 引 理 8.17 的 证 明 是 由 
van Gils 提供 给 作者 的 , 它 比 Bogdanov 原来 的 证 明 简 单 许多 . 其 他 优秀 著作 的 如 
Arrowsmith 和 Place(1990) 把 Bogdanov-Takens 分 支 称 为 “ 尖 ” 分 支 , 因为 临界 相 
图 罕见 的 尖 , 而 尖 分 支 自 己 这 时 却 消 失 . 

最 后 两 个 余 维 2 分 支 的 分 析 , 即 折 -Hopf 和 Hopf-Hopf 情形 更 近代 . 对 它们 的 
研究 是 在 20 世纪 70 年 代 后 期 和 80 年 代 早 期 (Gavrilov, 1978, 1980; Langford, 
1979; Keener, 1981; Guckenheimer, 1981). 但 是 ， 即使 对 截断 振幅 方程 的 分 析 也 出 
现 了 困难 , 在 早期 的 文章 以 及 Guckenheimer 和 Holmes (1983) 第 一 版 中 所 叙述 的 
假设 被 后 来 的 分 析 证 明 是 错误 的 . 分 析 的 最 少 平凡 部 分 , 即 证 明 极限 环 的 唯一 性 是 
由 Zoladek(1984, 1987) 作出 的 . 他 的 证 明 后 来 被 Carr, Chow 和 Hale (1985), van 
Gils (1985), Cushman 和 Sanders(1985), Chow, Li 和 Wang (1989b, 1989a) 等 作 了 
相当 大 的 简化 . 对 所 有 余 维 2 的 情形 唯一 性 的 详细 证 明 在 Chow, Li 和 Wang 的 书 
(1994) PA BUR. 截断 规范 形 的 非 对 称 一 般 性 扰动 的 研究 还 远 远 没有 完成 . 我 们 仅 
建议 读者 参看 Broer 和 Vegter (1984), Kirk (1991, 1993), 以 及 Gaspard (1993), 那 
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BOARTE -焦点 类 型 同 宿 轨道 的 Shilnikov 问题 . 

我 们 对 折 -Hopf 分 支 的 叙述 基于 Gavrilov (1978) 的 文章 . Gavrilov 叙述 的 引 
理 8.10 没有 说 明 非 退化 条 件 , 也 没有 规范 形 系数 的 明确 公式 ， 对折 Hopf 情形 的 
Poincaré 规 范 形 系数 也 由 Gamero Freire 和 Rodriguez-Luis (1993) 以 及 Wang(1993) 
推导 过 . 我 们 对 Hopf-Hopf 分 支 的 叙述 也 是 根据 Gavrilov (1980) 的 一 般 方法 . 但 是 ， 
我 们 同时 推导 了 不 同 的 规范 形 以 及 明显 地 叙述 了 有 关 的 非 退 化 条 件 . 注意 , 我 们 用 
的 Hopf-Hopf 情形 的 规范 形 是 不 同 的 , 但 与 Zoladek(1987) 研究 的 等 价 . 

对 ”维系 统 中 所 有 平衡 点 的 余 维 2 分 支 规范 形 系 数 明确 的 计算 公式 ， 已 经 
被 Kuznetsov(1999) 用 由 Coullet 和 Spiegel (1983) 提供 的 简化 /规范 化 技巧 推导 . 
其 中 有 些 系数 较 早 由 Kurakin 和 Judovich (1986) 得 到 过 , 他 们 在 某 些 临 界 情形 
给 出 了 n 维 ODEs 平衡 点 稳定 性 的 明确 准则 ,Hopf-Hopf 情形 的 五 阶 系数 可 在 
Kuznetsov(1990) 中 找到 . 

一 般 三 参数 平面 系统 的 所 有 可 能 的 余 维 3 局 部 分 支 已 被 识别 和 研究 . 有 关 的 规 
范 形 由 Bazykin, Kuznetsov 和 Khibnik (1985, 1989) 叙述 和 讨论 , 证 明 可 在 Takens 
(1974b), Berezovskaya 和 Khibnik (1985), Dumortier, Roussarie 和 Sotomayor 等 
(1987) 中 找到 . 这 些 余 维 3 分 支 有 下 面 的 : (i) 燕尾 分 支 ; (ii) 退化 Bautin(Takens- 
Hopf) 分 支 ; (iii) 具 二 重 平衡 点 的 退化 Bogdanov-Takens 分 支 , 以 及 (iv) 具 三 重 平 
衡 点 的 退化 Bogdanov-Takens 分 支 (WARY 9). 
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这 一 章 研 究 双 参 数 映 射 不 动 点 的 一 般 分 支 . 首先 推导 一 列 这 类 分 支 . 如 同上 一 
章 的 最 后 两 个 分 支 , 对 这 些 分 支 的 大 多 数 描述 基本 上 是 不 完全 的 ， 除 了 两 种 情形 ， 
所 有 情形 只 有 近似 规范 形 可 被 构造 . 其 中 有 些 规范 形 将 借助 相应 的 平面 连续 -时 间 
系统 来 叙述 , 它们 的 发 展 算 子 o 近似 问题 中 的 映射 (或 者 映射 适当 的 迭代 ). 我 们 
在 最 小 维 数 令 述 近 似 规范 形 的 分 支 图 并 讨论 它们 与 原来 系统 之 间 的 关系 . 在 一 般 的 
n 维 情形 , 这 些 结果 应 该 应 用 到 映射 在 中 心 流 形 上 的 限制 . 在 大 多 数 余 维 2 情形 给 
出 了 限制 映射 的 临界 规范 形 系数 明确 的 计算 公式 . 


9.1 不 动 点 的 余 维 2 分 支 一 览 
考虑 双 参 数 离散 -时 间 动 力 系统 
rt (za)， (9.1) 


其 中 z = (21,22,-++ ,2n)™ € R?” a = (a1,02) € R2, UR f RF (x,a) 充分 光 
TH. 假设 在 a = a? 系统 (9.1) 有 不 动 点 > = 29, 在 此 点 折 分 支 、 翻 转 分支 , 或 者 
Neimark-Sacker 分 支 的 条 件 满 足 ， 于 是 , 如 同 连续 -时 间 情 形 ， 一 般 地 , 在 (a1, a2) 
平面 存在 分 支 曲 线 5, 沿 着 它 系统 的 不 动 点 具有 有 关 的 分 支 , 更 确切 地 说 , 不 动 点 
方程 
f(z,a)-x=0 
以 及 在 (x,a) 取 值 的 Jacobi 矩阵 fo 的 特征 值 (FEF) 的 分 支 条 件 @ 
v(x,a) =0 


在 (n + 2) 维 空间 R"+? 中 定义 了 一 条 以 (x,a) 为 坐标 的 曲线 PILE 9.1). 每 一 
点 (2°, 0°) ET 对 应 于 系统 (9.1) HBA a 满足 有 关 分 支 条 件 的 不 动 点 z. 标 
准 投 影 
n: (x,a) a 
将 工 映 为 参数 平面 上 的 分 支 曲线 B= oP. 
QD 事实 上 , 函数 y 对 所 有 三 个 余 维 1 分 支 可 直接 用 Jacobi 矩阵 本 身 表 示 . 
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9.1 AHA T 及 其 投影 B 


例 9.1( 折 分 支 曲线 和 翻转 分 支 曲线 ) ”假设 在 a= = (a9,a3), 系统 (9.1) 有 
RTF w= 1 的 不 动 点 z = z0. 如 例 4.1, 考虑 非 线性 方程 组 


| f(z,a)-—2=0, (9.2) 
det( 户 (za) — In) = 0, 


这 是 一 个 含 n+2 个 变量 (2, 01,02). n+1 个 方程 的 方程 组 . 一 般 地 , 它 定义 了 通过 
点 (2°, a9, a8) 的 一 维 光滑 流 形 (曲线 ) T c R+. 这 里 “一 般 地 ” 指 (9.2) 的 Jacobi 
矩阵 的 秩 是 最 大 ( 即 等 于 n+ 1). 例如 , FE a? 关于 ar 或 aa 的 折 分 支 一 般 性 条 
件 满 足 ( 见 第 4 章 ), 则 这 个 条 件 就 满足 . 

每 一 点 (x,a) ET 系统 (9.1) 确定 了 对 参数 a RFA 1 的 不 动 点 . 标准 投影 映 
T 到 参数 平面 上 一 条 曲线 8 = xT. 在 此 曲线 上 折 分 支 发 生 . 

类 似 的 构造 可 对 翻转 分 支 进 行 . 这 时 系统 (9.2) 应 该 被 系统 


| f(z,a)-x=0, (9.3) 


det (fr (2,@) + In) =0 


代替 . 系统 (9.3) 也 是 (n+ 2) HSM PS (n+ 1) 个 方程 的 方程 组 , 在 最 大 秩 的 条 

件 下 定义 了 曲线 € R. 每 一 点 (x,a) CP 对 应 于 系统 (9.1) 对 参数 a RTA 

w= 一 1 的 不 动 点 . 标准 投影 映 此 曲线 到 参数 平面 (a1,02) 上 的 翻转 分 支 曲 线 ， 4 
例 9.2( 平 面 映射 的 Neimark-Sacker 分 支 曲线 ) ”考虑 平面 系统 


tr f(z,a), © =(a1,22)', a=(a1,a2)* € R’, (9.4) 


E a = 0° = (af, 09)” 系统 有 不 动 点 z0 = (29, 29)', 它 有 一 对 GEX) 乘 子 在 单位 
AE: H1,2 = etið 0 < Oo < 0. 现在 考虑 R4 中 以 (T1, T2, 01, Q2) 为 坐标 的 下 面 三 
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个 纯 量 方程 的 方程 组 : 

| f(z,a) -—x=0, (9.5) 

det fr(z,a) -1=0 
(注意 与 (9.2) 的 差别 , 这 个 结构 已 经 在 例 4.1 用 过 ). 显然 , (z0, a0) 满足 (9.5), AW 
Jacobi 的 行列 式 等 于 乘 子 的 积 : det fe = wipe = 1. 可 以 证 明 , 若 不 动 点 1 在 a 
有 第 4 章 意义 下 的 一 般 Neimark-Sacker 分 支 , 则 (9.5) 的 Jacobi 矩阵 在 (2°, a°) 有 
最 大 秩 (等 于 3). 因此 , 系统 (9.5) 在 Ri 中 定义 了 一 条 通过 (zo, ao) 的 曲线 T. 在 
这 条 曲线 上 的 每 一 点 给 定 (9.4) 的 具 ju,2 = etit 的 不 动 点 , 只 要 乘 子 保持 非 实 数 . 
r Æ (a1, 02) 平面 上 的 标准 投影 给 出 了 Neimark-Sacker 分 支边 界 B = T. 
TER, (9.5) 中 的 第 二 个 方程 对 具 实 乘 子 


1 


HL ST, HA 三 一 

T 
的 不 动 点 也 可 满足 , 显然 , 对 此 有 pape = 1. 如 果 r Al, 不 动 点 称 为 中 性 鞍点 、 上 
面 的 构造 允许 推广 到 高 维 ( 见 第 10 章 ). 0 


令 参 数 (a, az) 同时 变化 去 追踪 分 支 曲线 工 (或 者 B). 于 是 下 面 的 情况 可 能 在 
某 个 参数 值 发 生 : 

(i) 额外 的 乘 子 趋 于 单位 圆 , 于 是 改变 了 中 心 流 形 We 的 维 数 : 

(ii) 余 维 1 分 支 的 某 些 非 退化 条 件 可 能 被 破坏 . 

我 们 可 以 期 望 在 附近 的 参数 值 出 现 系统 新 的 相 图 , 这 意味 着 余 维 2 分 支 必须 
出 现 . 回忆 余 维 1 分 支 的 非 退化 条 件 ( 详 见 第 4 章 )， 

首先 , 取 折 分 支 曲线 Br. 这 条 曲线 上 的 典型 点 对 应 于 具 单 乘 子 内 = 1 的 不 动 
点 , 且 不 再 有 其 他 乘 子 在 单位 圆 上 (9.1) 在 中 心 流 形 We 上 的 限制 在 这 种 情形 是 
一 维 的 , 并 具 形 式 

€ E+ bE? + O(€). (9.6) 


由 定义 , 系数 在 非 退化 折 分 支点 不 为 零 . 

若 跟着 翻转 分 支 曲线 Br, 则 其 上 的 典型 点 对 应 具 单 乘 子 m = -1 的 不 动 点 ， 
且 不 再 有 其 他 乘 子 在 单位 圆 上 ，(9.1) 在 一 维 中 心 流 形 We 上 的 限制 在 非 退化 的 翻 
转 点 上 有 (在 适当 坐标 系 下 ) 形式 


E =E + c£? + O(€4), (9.7) 


HP c0. 
最 后 , 当 追 踪 Neimark-Sacker 分 支 曲 线 Bys 时 , 典型 地 , BAM Kes tte 
FEF pi = e* 的 不 动 点 , 它们 是 唯一 在 单位 圆 上 的 乘 子 . 这 时 , 中 心 流 形 We 是 
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二 维 的 , 系统 在 这 个 流 形 上 的 限制 用 复 记 号 可 写 为 
z= zeioo(1 + di|z|?) + O(|z|4), (9.8) 


这 里 d cC. 包含 的 非 退 化 条 件 是 下 面 两 种 类 型 : 
(i) 不 存在 “ 强 共振 ”: 


41, g=1,2,3,4; 


(ii) “三 次 非 退 化 性 ”: 
d= Red; 和 0. 

当 沿 着 余 维 1 曲线 (见方 程 (9.6)~(9.8)) 移动 时 , 一 般 双 参数 离散 -时 间 系 统 可 
能 会 遇 到 下 面 11 种 类 型 的 退化 点 : 

(1) ja = 1,b = 0( 尖 分 支 ); 

(2) ja = —1,c=0 (广义 翻转 分 支 ); 

(3) 12 = eti®o d= 0 (Chencier 分 支 ); 

(4) pa = p = 1 (1:1 共振 ); 

(5) ja = u2 = 一 1 (1:2 共振 ); 

(6) p,a = 0%, 6 = = (1:3 共振 ); 

(7) ma =e, 0o = 5 (1:4 共振 ); 

(8) mı = 1, we = 一 1 ( 折 - 翻 转 分 支 ); 

(9) mı = 1, 12,3 = etitoi 

(10) ja = —1, 42,3 =e 

(11) pa = e*!, ps,4 

留 给 读者 去 解释 可 能 会 遇 到 下 面 哪些 余 维 1 曲线 . 所 列 出 的 分 支 都 由 两 个 独立 
条 件 刻画 ( 即 有 余 维 2). 在 一 般 离散 -时 间 系 统 中 没有 其 他 的 余 维 2 分 支 . 这 一 章 余 
下 部 分 包含 有 情形 (1)~(8) 在 最 低 可 能 的 相 维 2， =1 对 (1), (2), n = 2 Xf (3)~(8)) 
下 的 结果 . HER, 如 果 映 射 (9.1) 是 与 三 维 自治 ODEs 系统 极限 环 相应 的 Poincaré 
映射 或 者 时 间 - 周 期 平面 ODEs 系统 的 周期 回复 映射 , 那么 只 有 (1)~(7) 的 情形 才 
有 可 能 . 在 这 些 情形 , 只 有 两 个 乘 子 mo 它们 的 乘积 永远 是 正 的 , pu > 0. BRK 
于 情形 (9)~(11) 已 经 知道 某 些 结果 , 但 在 这 里 我 们 不 叙述 它们 . 

处 理 分 支 的 方法 类 似 于 连续 -时 间 情 形 的 余 维 2 分 支 , 将 通过 在 最 低 相 维 空间 
中 研究 截断 规范 形 并 讨论 它们 与 原来 映射 之 间 的 关系 . 在 情形 (4)~(8) 用 下 面 的 方 
法 是 方便 的 , 将 截断 规范 形 适 当 的 迭代 的 近似 映射 看 作 某 个 平面 自治 微分 方程 的 流 
gt 作用 下 的 单位 时 间 移 位 ol. 虽然 这 个 近似 映射 包含 任何 一 个 一 般 系 统 在 对 应 分 


tidy. 
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支 附近 性 态 的 重要 信息 , 但 我 们 既 不 用 这 个 近似 映射 也 不 用 截断 规范 形 提供 的 拓扑 
规范 形 , 因为 考虑 到 任意 高 阶 项 会 导致 拓扑 不 等 价 分 支 图 . 

类 似 于 连续 -时 间 情 形 , 可 将 所 得 结果 借助 离散 -时 间 形 式 的 中 心 流 形 定理 和 
Shoshitaishvili 定理 ( 见 第 5 章 ) 的 帮助 应 用 到 高 维系 统 中 去 . 对 给 定 的 映射 (9.1), 
为 了 确定 分 支 的 性 态 , 必须 计算 对 应 的 临界 规范 形 系数 .9.7 节 对 大 多 数 余 维 2 分 
H 8.7 节 用 过 的 简化 /规范 化 技巧 的 不 同 结合 来 推导 这 种 系数 . 


92 R 分 È 
假设 光滑 纯 量 映射 


rr f(z,a), xzeR! acR? (9.9) 


在 a = 0 有 不 动 点 , 在 此 点 尖 分 支 条 件 满足 . 下 面 的 引 理 可 如 同 8.2 节 用 依赖 于 参 
数 的 坐标 平移 和 尺度 化 以 及 引入 新 参数 来 证 明 . 
引 理 9.1 R-AK 


re f(z,a), 2E€R' ae R?, 
f AR, 在 a = 0 有 不 动 点 工 = 0， 在 此 点 尖 分 支 条 件 满足 
u= fs(0,0) =1, b= 5 fee(0,0) =0. 


假设 下 面 的 一 般 性 条 件 满足 : 
(C.1) frzz(0,0) #0; 
(C.2) (for fraz — fas fea, )(0,0) #0. 
则 存在 坐标 和 参数 的 光滑 可 逆 变换 将 系统 变 成 


n= n + Br + Bon + sn? + O(n*), (9.10) 


其 中 s= sign fsszs(0, 0) = +1. o 
证 明 留 给 读者 . 
考虑 对 应 于 s = -1 的 截断 规范 形 : 
n= + By + Bon — nè. (9.11) 


它 的 不 动 点 方程 
bı + Bon — 1 =0 (9.12) 
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与 连续 -时 间 情 形 尖 分 支 规范 形 平衡 点 方程 重合 . 折 分 支 (不 动 点 “重合 ”并 消失 ) 
在 (Sr, Go) 平面 的 半 立 方 抛物 线 T 上 发 生 ( 见 图 9.2): 


T = {(81, 82) : 462 — 278? = 0}. 


曲线 T 有 两 个 分 枝 : 五 和 To, 它们 在 尖 点 (0,0) H. 如 同 连 续 -时 间 情 形 所 得 的 
棉 形 把 参数 平面 分 成 两 个 区 域 . 在 区 域 1, 即 在 棉 形 内 部 , (9.11) 有 三 个 不 动 点 , 两 
个 稳定 一 个 不 稳定 ; 在 棉 形 外 部 , 即 在 区 域 2, 只 有 单个 不 动 点 , 它 是 稳定 的 . 如 果 
离开 原点 穿 过 n 或 者 T, 非 退化 的 折 分 支 (关于 参数 PB) RE. 如 果 从 区 域 1 内 
部 趋 于 这 个 尖 点 , 三 个 不 动 点 合并 在 一 起 形成 (9.12) 的 三 重 根 . 


图 9.2 规范 形 (9.11) 的 分 支 图 


情形 s = 1 可 类 似 处 理 . 在 这 种 情形 , 典型 地 , 截断 映射 有 一 个 不 稳定 不 动 点 ， 
或 者 一 个 稳定 不 动 点 和 两 个 不 稳定 不 动 点 , 这 两 个 不 动 点 可 通过 折 分 支 成 双 地 重合 
并 消失 . 

具有 O(n*) 项 的 系统 (9.10) 被 截断 后 给 出 了 尖 分 支 的 拓扑 规范 形 . 

引 理 9.2 映射 


n> Ga(n) =n + bı + Bon tn + O(n") 
在 原点 附近 局 部 拓扑 等 价 于 映射 


n= gg(7) =n + Bi + Bon +n’. 口 
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引 理 9.2 意味 着 存在 参数 平面 的 局 部 同 胚 y ( 见 第 2 章 ), 以 及 一 维 相 空 间 @ 的 
依赖 于 参数 的 同 豚 hg, 使 得 在 (7, 8) = (0,0) 的 某 个 邻 域内 


Goca)(n) = (hg © ga © hg){n). 


A Sy FA Rs PR BE BEE, Ge 与 og 在 对 应 的 (微分 同 胚 ) 参数 区 域内 有 相同 个 数 的 
不 动 点 . 拓扑 等 价 性 ( 即 构造 p 和 he) 的 完全 证 明 是 困难 的 , 在 这 里 略 去 . 综 上 所 
述 , 可 以 叙述 下 面 的 定理 . 

定理 9.1( 尖 分 支 的 拓扑 规范 形 ) ”任何 一 个 在 a = 0 有 不 动 点 工 = 0, 具 尖 分 
支 的 一 般 双 参 数 纯 量 映射 


xt f(x,a) 


局 部 拓扑 等 价 于 在 原点 附近 的 下 面 规范 形 之 一 : 


n= n+ Bi + Bann. 口 
当然 ,“ 一 般 ” 是 指 “满足 条 件 (C.1) 和 (C.2)”. 
9.3 广义 翻转 分 支 
考虑 光滑 纯 量 映射 
re f(z,a), 2é€R ae R?, (9.13) 


在 a = 0 有 不 动 点 z = 0, ART u= f.(0,0) = -1 如 同 4.5 节 , 可 以 假设 对 所 有 
充分 小 llall, z = 0 是 不 动 点 , 且 可 写 为 


jz,a) = p(a)z + a(a)z? +bajza + e(a)z* + g(a)zs + O(2°), 
其 中 (0) = -1 且 其 中 包含 的 所 有 函数 都 对 a 光滑 . 利用 光滑 的 坐标 变换 
z=y+d(a)y* + Oa)y, (9.14) 
可 将 (9.13) 变 为 
yr pla)y + cla)y® + d(a)y® + Oly), 


其 中 5 和 9 是 适当 选取 的 光滑 函数 , c 和 4 为 光滑 函数 . 函数 5(5) 和 O(a) 的 确切 
选取 是 为 了 消去 映射 的 二 次 项 和 四 次 项 . 如 同 第 4 章 , 令 
a(a) 
Hw? (a) — ula) 
®D 回忆 同 胚 hg 没有 假设 连续 依赖 于 参数 2. 


6(a) = 
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以 消去 二 次 项 , 从 而 得 到 c 的 下 面 表达 式 


__ 2a*(a) (9.15) 


la) = 0) + Ta) — ula) 


如 果 , | 
c(0) = b(0) + a?(0) = 3 [fzz(0, OF + 5 fzzz(0,0) #0, 
那么 由 定义 , 有 非 退 化 的 翻转 分 支 , 在 广义 翻转 分 支点 , 同时 有 


因此 , 现在 五 次 系数 d 进入 角色 . 可 以 验证 
1 
120 


d(O) = 9(0) + 3a(0)e(0) — 2a4(0) = (op for + Faft — SUA") 


(x,a)=(0,0) 


RE c(0) = 0. 在 这 点 引入 新 参数 是 有 用 的 . 
如 果 映 射 
(a, az) 一 (u(a) + 1, c(a)) 


在 a = 0 正则 , 其 中 由 (9.15) 给 出 , 那么 可 以 用 


人 yı = —(u(a) +1), 
2 = c(a) 


作为 新 参数 , 并 将 a 考虑 为 y 的 光滑 函数 . Æ d(0) A 0, 则 坐标 的 非 奇异 尺度 化 以 
及 新 参数 将 所 研究 的 映射 化 为 形式 


nr —(1+ B1)n + Bon? + 87° + O(n?), 


其 中 s = signd(0) = +1. 由 此 可 证 下 面 的 引 理 . 
引 理 9.3 ”假设 一 维系 统 


rr f(z,a), rE R!, oa eR?, 
f HM, 在 a = 0, 有 不 动 点 工 二 0, 并 设 广 义 翻 转 分 支 条 件 满足 : 
EEEE E I ee zlfzs(0, 0)? + 5 fezz(0, 0) = 0. 


假设 下 面 的 一 般 性 条 件 满足 : 
(GFA) DO) = (safer + ff ) (0,0) #0 
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(GF.2) 映射 ar (ula) + 1,c(a))" Æ a=0 ER, HP cla) 由 (9.15) 给 出 . 
于 是 , 存在 坐标 和 参数 的 光滑 可 逆 变 换 将 系统 化 为 
n= —(1+ f1)n + Ban? + sm + O(n), (9.16) 
其 中 s= sign D(0) = +1. 口 
没有 O(n®) 项 的 系统 (9.16) 称 为 广义 翻转 分 支 的 截断 规范 形 . 事实 上 , 它 提供 
了 分 支 的 拓扑 规范 形 . 
考虑 对 应 于 s = 1 的 规范 形 : 


n> ga(n) = —(1 + f1)n + Bon? + n”. (9.17) 
分 析 其 二 次 迭代 
93(n) = (1+ 261 +--+ )n — (262 +--+)? (22+) + 
得 到 分 支 图 如 图 9.3 所 示 . 在 区 域 1 内 映射 (9.17) 在 原点 的 充分 小 邻 域内 有 单个 
稳定 不 动 点 7] = 0. RERE EDO 地 趋 于 这 一 点 
(CD Fi" © F" 


_ 
Ih NIP 


ae / N 
Š mi 7 AO We 


ee G \ AN thy j 
cot \ Ths vo Ah j 
> MW 


a 


9.3 s = 1 时 的 规范 形 (9.16) 的 分 支 图 


穿 过 直线 
F = {(81, b2) : Bi = 0} 
的 上 半 部 分 PO)( 对 应 于 8。 > 0) 得 翻转 分 支 , 当 原 点 的 不 动 点 变 成 不 稳定 时 (区 域 
2) 产生 稳定 周期 2 环 (93 的 两 个 不 同 不 动 点 )、 穿 过 下 半 翻 转 线 PO 平凡 不 动 点 
恢复 稳定 性 时 , 产生 一 个 不 稳定 周期 2 环 . 在 区 域 3 两 个 不 同 的 周期 2 环 共存 , 一 
个 “大 ”的 稳定 , 另 一 个 “小 ” 的 不 稳定 . 这 两 个 周期 2 环 在 半 抛 物 线 


TO) = TEA :B= — 763, Br < o} 
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上 由 于 93 的 折 分 支 而 重合 并 消失 ， 因此 剩 下 的 是 在 原点 的 唯一 稳定 不 动 点 . 综合 
起 来 , 在 翻转 曲线 FO 上 的 余 维 2 点 是 另外 余 维 1 分 支 轨迹 的 原点 , 即 周 期 2 环 
的 折 分 支 曲线 TO 的 原点 . 曲线 TO 在 6 = 0 5 FO 相遇 且 具 有 二 次 切 触 . 

下 面 的 引 理 说 明 高 阶 项 并 不 改变 (9.17) 所 得 的 图 像 , 我 们 不 给 出 证 明 . 

引 理 9.4 Bhat 


nr —(1+ i)n + Bon? +n? + Oln?) 
在 原点 附近 是 局 部 拓扑 等 价 于 映射 
ne —(1+ i)n + Bon? + 7’. 口 


现在 叙述 最 后 一 个 定理 . 
定理 9.2( 广 义 翻转 分 支 的 拓扑 规范 形 ) ”任何 一 个 在 a = 0 有 不 动 点 t=, 
具 广 义 翻 转 分 支 的 一 般 双 参数 纯 量 映 射 


rm f(x, a) 
在 原点 附近 局 部 拓扑 等 价 于 下 面 规范 形 之 一 : 
n= —(1+ B1)n + Ban? Enë. o 


+o 在 广义 翻转 分 支 图 与 Bautin (广义 
Hopf) 分 支 图 之 间 存 在 接近 的 相似 性 . 这 并 不 是 
重合 , 而 是 在 翻转 分 支 和 Hopf 分 支 之 间 存 在 深 
入 的 类 似 . 
对 定义 通过 焦点 的 截 线 上 的 Poincaré BRAY, 
极限 环 是 周期 2 轨道 , 因此 , 对 流 的 Hopf 分 支 导 图 9.4 HAM Poincaré 
致 如 此 定义 的 映射 的 翻转 分 支 ( 见 图 9.4)， 人 映射 的 周期 2 轨道 


9.4 Chenciner (广义 Neimark-Sacker) 分 文 
考虑 离散 -时 间 系 统 
ze f(z,a), rER, ae R’, (9.18) 


右 端 函数 矿 光滑 , 在 a = 0 有 不 动 点 z = 0, 对 此 , Neimark-Sacker 分 支 条 件 成 立 . 
即 不 动 点 的 乘 子 是 单 的 且 位 于 单位 圆 jal = 1 上 : 


pi, = e+., 
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如 同 第 4 章 , 对 小 的 llall, 应 用 复 变量 把 系统 (9.18) BH 
zr pla)z + 9(z, Z,a), 


其 中 心 w 和 9 是 它们 变量 的 光滑 函数 ， 


un(a) = r(ae'®, 


r(0) = 1,6(0) = 6, 且 形 式 地 ， 


n 1 E 
9{2, Z,a) = p? ggs (0) 2 a, 
k+l22 °° 


其 中 gula) 是 某 些 光 滑 复 值 函 数 . 
引 理 9.5(Poincaré 规范 形 ) ”映射 


ze paz + > ggu (o) + O(|z|%), (9.19) 
2<k+<5 `" 
其 中 ula) = r(a)e® , r(0) = 1 Fe O = (0), 使 得 
(CH.0) e's% 41, q= 1,2,... ,6, 
可 以 用 可 逆 的 光滑 依赖 于 参数 的 复 坐 标 变换 


| 
z=w+ > pn Ar (aw, hala) = hgo(a) = 0, 
2k+l<5 ““ 


对 所 有 充分 小 ||al], 化 为 映射 


wr (Ww + c(a)w|w|* + c2(a)jwllwlt + Owls) 
= el) (rla) + dy (a) lw]? + do(a)|w4)w + O(|w/®). (9.20) 
0 
这 个 引 理 可 用 与 引 理 4.7 相同 的 方法 证 明 . 由 引 理 4.7, 可 以 假设 (9.19) 中 所 
有 二 次 项 和 非 共 振 三 次 项 都 已 经 消去 ， 920 = 911 = 902 = 930 = giz = 921 = 0 UR 
2921 = cu. 然后 , 适当 选取 hait = 4, 可 以 “去 掉 。(9.19) 中 所 有 四 次 项 而 保持 
共振 三 次 项 的 系数 cj(a) 不 接触 ， 但 修改 了 五 次 及 更 高 次 项 的 系数 . 最 后 , 可 以 移 
去 所 有 五 次 项 , 除了 (9.20) 显示 的 共振 项 . 

系数 c(a) 和 cz(a)( 以 及 di(a) 和 do(a)) 是 光滑 复 值 函数 ，ci(a) 可 以 用 公 
IÀ (4.25) 计算 . 这 里 不 给 出 c(a) WAR. E 9.7.3 节 对 n 维 映射 (n > 2), 在 
中 心 流 形 上 的 限制 映射 对 Chenciner 分 支 的 临界 规范 形 系数 作 了 推导 ， 在 非 退 化 

Neimark-Sacker 分 支点 , d = Redi(0) = Re (e101 (0)) £0. 
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假设 在 a = 0, 同时 有 
ju =e*', d= Red(0) = 0, 


这 表明 Chenciner (广义 Neimark-Sacker) 分 支 发 生 . 在 这 一 情形 , 点 a = 0 的 邻 域 
可 用 新 参数 参数 化 , 即 
Bi =r(a)-1, 

{ b2 = Re dı (a), 

只 要 
(CH.1) BRAT (21,02) > (r(a) — 1, Redi (a)) 在 a = 0 正则. 

B, 的 零 值 对 应 于 Neimark-Sacker 分 支 条 件 , 82 同时 为 零 给 出 Chenciner 点 . 给 定 
(CH.1), 就 可 用 8 表示 a, 从 而 得 映射 


wm 9()(1 + 81+ (B2+iDi(B))|wl? + (D2(8)+ik2(8))|w|4w+VUe(w,w), (9.21) 


其 中 Vz =O(\w|®); Di (8) =Im d: (a(8)), D2(8)=Re d2(a(B)) 和 E2(3)=Im dz (a(8)) 
是 8 的 光滑 实 值 函 数 , 其 中 9(8) 用 来 代替 9{a(B)). 映射 (9.21) 是 Chenciner 32 
的 “规范 形 ”. 截断 O(lwls) 项 得 映射 


wr ed) (1 + B + (Bo +iD1(B))|wl? + (D2(8) + iB2(B) hl )w. (9.22) 
利用 极 坐 标 (p,p), z = pel”, 得 到 截断 映射 (9.22) 下 面 的 表示 : 


l p= p(1+ Bi + Bop? + La(8)p*) + p®R(p, 8), 
prs p+ (8) + p’°Q(p, B), 
其 中 L(8) = eR + Do(8), R 和 Q 是 光滑 函数 . 显然 , (9.23) 中 第 一 个 
映射 与 po 无 关 , MASI. o 映射 描述 一 旋转 , 旋转 角度 与 p AX, 它 近似 
等 于 9(8). p 映射 的 任何 一 个 不 动 点 对 应 于 截断 规范 形 (9.22) 的 不 变 圆 周 . 

对 (9.23) 中 的 p BUN, 仍 需 假定 


(9.23) 


(CH.2) L2(0) = ; [Im (ec, (0))]? + Re (e-e9(0)) # 0. 


这 是 对 Chenciner 分 支 的 一 个 额外 非 退 化 条 件 . 

假设 L0) < 0. FH, 存在 原点 的 邻 域 , 在 这 个 邻 域 中 p 映射 至 多 有 两 个 具 
有 相反 稳定 性 的 不 动 点 (它们 中 “外 面 ” 的 那个 是 稳定 的 ). 这 些 点 在 对 应 于 非 退 化 
Neimark-Sacker 分 支 (如 果 Go Z 0) 的 曲线 


N = {(61, B2) : B1 = 0} 
@ 事实 上 , 9.3 节 在 处 理 广 义 翻转 分 支 时 已 经 研究 过 类 似 的 映射 93- 


- 376 - 应 用 分 支 理 论 基 础 


上 从 平凡 不 动 点 p = 0 分 枝 . N 对 应 于 Bo < 0 的 那 部 分 N_, 当 从 左边 到 右边 穿 过 
它 时 产生 稳定 不 动 点 . 这 是 一 个 产生 稳定 不 变 圆 周 的 超 临 界 Neimark-Sacker PX. 
在 某 个 b > 0, 以 相反 方向 穿 过 入 的 上 半 部 分 Ny 时 , 由 超 临界 Neimark-Sacker 
分 支 产 生 不 稳定 不 动 点 (不 变 圆周 )， 这 两 个 不 动 点 在 类 似 于 半 抛 物 线 的 分 支 曲线 


T: = TA : By -oË + O(83), b2 > o} 


上 重合 并 消失 . 对 应 于 曲线 Te 上 的 参数 值 截断 规范 形 (9.22) 的 两 个 不 变 圆 周 重合 
并 消失 . 刻画 所 得 截断 映射 性 态 的 分 支 图 像 如 图 9.5 所 示 . 注意 ， 即使 对 截断 规范 
FE, 这 个 图 像 也 只 是 捕获 到 不 变 圆周 的 存在 性 ， 而 没有 得 到 在 圆周 上 的 轨道 结构 , 一 
般 地 , 随 着 参数 的 变化 有 无 理 数 和 有 理 数 的 旋转 数 ( 见 第 7 章 ). 


图 9.5 截断 映射 (9.22) 对 L2(0) < 0 时 的 Chenciner 分 支 


情形 L2(0) > 0 可 类 似 处 理 , 唯一 的 不 同 是 “外 面 * 的 圆周 是 不 稳定 的 , “里 面 * 
的 是 稳定 的 . 

如 果 考 虑 具 一 般 高 阶 项 的 整个 映射 (9.21), 一 个 自然 的 问题 是 上 面 的 图 像 有 多 
少 个 得 到 保留 . 一 个 简短 的 回答 是 加 入 了 这 些 高 阶 项 后 得 到 的 分 支 图 是 拓扑 不 等 
价 的 . Neimark-Sacker 分 支 曲线 显然 与 这 些 项 无 关 . 这 个 分 支 的 非 退化 条 件 也 与 这 
些 项 无 关 , 只 要 Bo 40, 由 此 对 映射 (9.21) 仍 成 立 . 因此 , 由 定理 4.6, 这 个 映射 在 
直线 N 附近 存在 具 相应 稳定 性 的 小 闭 不 变 曲线 . 此 外 , 如 同 截断 映射 , 这 些 曲 线 在 
直线 N 附近 光滑 且 在 重合 曲线 T. 的 狭窄 邻 域 之 外 存在 . 
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在 曲线 T. 附近 情况 变 得 更 为 复杂 . 一 般 地 , 不 存在 对 应 于 闭 不 变 曲线 重合 的 
单 参数 曲线 . 此 外 , 这 样 的 不 变 曲线 并 不 是 总 是 存在 , 有 可 能 会 破坏 , 故 避 免 了 重合 . 
可 以 证 明 , 存在 包含 T 的 指数 式 狭窄 区 域 的 参数 集 , 对 此 映射 (9.21) 有 唯一 外 稳 
定 和 内 不 稳定 的 闭 不 变 曲 线 . 这 个 集 的 点 是 无 穷 多 个 参数 区 域 的 极限 点 , 参数 区 域 
内 部 有 单个 (稳定 或 不 稳定 ) 闭 不 变 曲 线 , 以 及 映射 (9.21) 充分 高 次 的 迭代 有 鞍点 
和 稳定 (或 不 稳定 ) 不 动 点 ( 见 图 9.6). 鞍点 的 稳定 和 不 稳定 不 变 流 形 相交 并 形成 
同 宿 结构 , 闭 不 变 曲 线 的 “内 部 ”或 “外 部 ”失去 它 的 光滑 性 而 消失 , 而 没有 它 的 对 
立 部 分 可 重合 . 因此 , 对 T. 附近 的 参数 值 , 映射 存在 无 穷 多 个 长 -周期 轨道 的 出 现 
和 消失 . 更 详细 可 参看 这 一 章 附 录 中 所 述 的 文献 , 但 完全 的 图 像 还 不 知道 . 


(a 
2 


图 9.6 Chenciner 分 支 附近 的 异 宿 结 构 


95 强 FE 振 


9.5.1 ” 流 近 似 


当 处 理 强 共振 时 , 我 们 将 沿 着 某 个 自治 常 微 分 方程 系统 的 轨道 的 移 位 , 重复 应 
用 映射 在 它 的 不 动 点 附近 的 近似 ， 这 人 允许 我 们 叙述 发 生 在 近似 ODEs 的 同 宿 - 异 
宿 分 支 附近 映射 的 闭 不 变 曲线 的 大 范围 分 支 ， 虽 然 映 射 的 确切 的 分 支 结构 和 近似 
ODEs 的 是 不 同 的 , 但 这 种 方法 提供 的 信息 很 难 由 单独 分 析 映射 得 到 ， 平 面 情形 
(n = 2) 对 我 们 的 目的 已 经 足够 了 , 但 我 们 还 是 在 这 里 给 出 一 般 性 的 构造 . 
考虑 有 不 动 点 £= 0 的 映射 


z f(z) = Art f(x) + fO(z)+---, 2 ER", (9.24) 
这 里 4 是 Jacobi JERE, fO 是 光滑 的 大 RST ERA, f(r) = O(|lz||*), 


(k) (k) ji 72 j. 
| 二 Lee pd 
fi (2) D bi jijaja TI TF TN 

有 1 十 j2 十 … 十 jn 二 
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与 映射 (9.24) 一 起 考虑 相同 维 数 的 有 平衡 点 x = 0 的 微分 方程 系统 
i = F(z) = Az + FP (£) + FO (rz) +---, 2eER", (9.25) 


其 中 A EER, PO 与 上 面 对 应 的 J(*) 有 相同 性 质 . 用 wt(z) 记 相应 于 (9.25) 的 
流 . 一 个 有 趣 的 问题 是 有 无 可 能 构造 一 个 系统 (9.25), 沿 着 它 的 轨道 的 单位 时 间 移 
”位 ol 与 映射 (9.24) (或 者 至 少 是 它 的 近似 ) 重合 . 

定义 9.1 映射 (9.24) 称 为 系统 (9.25) 的 直到 此 阶 近似 , 如 果 它 的 Taylor Æ 
开 式 与 (9.25) 的 沿 着 轨道 的 单位 时 间 移 位 直到 包括 及 阶 项 重合 ， 


f(x) = 9 (z) + O(||z||***). 


系统 (9.25) 称 为 近似 系统 . 
用 构造 ypt(t) 在 xz = 0 关于 zx 的 Taylor 展开 式 来 解决 这 个 近似 问题 . 这 个 表 
达 式 可 以 用 Picard 和 迭代 来 得 到 , 即 令 


a) (t) = eAtz， 
它 是 线性 方程 i = Ac APA x 的 解 , 并 定义 
+1) (t) = eAtz 十 f eA(t-7) (Fo (2) (r)) 十 -十 FOD (s (7))) dr. (9.26) 
0 


可 知 , 对 任何 L< k, (kh +1) 次 迭代 并 不 改变 Olx) 项 . 将 t= 1 代入 c(t), 得 
到 ol (t) 的 直到 包括 有 阶 项 的 Taylor 展开 式 
g(a) = eAx + gP (x) + g(x) +--+ g(x) + O(||x|]**4). (9.27) 
现在 可 以 要 求 (9.27) 和 (9.27) 对 应 的 项 相等 : 
eA = A, (9.28) 
以 及 
人 


然后 尝试 求 A 以 及 用 SO 的 系数 ( 即 ol” ) Ko 的 系数 (最 终 是 PY 的 系 


?7172…p7n 


数 ). 这 并 不 总 是 可 能 的 . 容易 看 到 , 即使 是 线性 问题 也 会 有 困难 . 例如 , 取 平 面 线性 


映射 
f(x) = Az, a=( a 
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满足 (9.28) 的 实 矩 阵 A 并 不 存在 . 事实 上 , 这 样 的 矩阵 必须 是 对 角形 的 , 并 且 与 4 


à 0 
0 A2 


具有 相同 特征 向 量 , 因此 应 该 有 


第 二 个 方程 给 出 Ao = 0, 第 一 个 在 实数 范围 内 无 解 . 因此 , 映射 不 能 用 流 近 似 但 
是 , 注意 , 它 的 第 二 次 迭代 
j2(z) = 42z， A? = (; a 

就 允许 近似 . 事实 上 , f?2(z) = z 是 一 个 恒 同 映射 ,就 是 说 它 是 沿 着 A 二 0 的 平凡 
方程 = 0 轨道 的 移 位 , 可 以 证 明 , 任何 一 个 充分 接近 于 恒 同 映射 的 映射 可 以 用 流 
的 移 位 近似 到 任何 阶 . 

后 面 将 看 到 , 对 某 个 固定 的 1 用 微分 方程 系统 近似 到 < 1 阶 是 可 能 的 , 而 到 
1 阶 则 不 可 能 . 作为 例子 , 考虑 平面 映射 


f(z) = Raz + fP (a) +, x E R?, 


其 中 Rs 是 刻画 平面 旋转 = 的 矩阵 . 这 个 映射 的 线性 部 分 可 用 沿 着 线性 系统 的 轨 
道 的 单位 移 位 来 表示 , 而 二 次 项 O1) 则 不 允许 用 流 来 近似 ( 见 下 面 ). 在 此 情形 ， 
1= 2. 但 是 , HEM, 三 次 迭代 f3 可 用 平面 ODEs 系统 直到 任何 阶 来 近似 , 因为 它 在 
原点 附近 接近 于 恒 同 映射 . 

值得 指出 的 是 , 即使 映射 允许 用 流 近似 到 任何 阶 , 它 也 可 能 不 是 ODEs 系统 自 
己 的 单位 时 间 移 位 . 这 个 层 楼 性 质 与 近似 级 数 的 发 散 性 以 及 对 映射 的 小 扰动 出 现 
同 宿 和 异 宿 结 构 有 着 紧密 联系 . 例子 在 下 面 . 
9.5.2 1:1 共振 


考虑 光滑 平面 映射 
re f(z,a), xeR’, acR?. (9.29) 


假设 (9.29) 在 a = 0 有 不 动 点 z = 0, 具 二 重 单位 乘 子 (1:1 共振 ), jy = 1. 在 
a= 0 # (9.29) 写 为 
rr AoT + g(z), (9.30) 
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其 中 Ao = fa(0,0), 以 及 g(x) = f(z,0) — Aoz = O(llzl2) 光滑 . 假设 存在 两 个 实 线 
性 无 关 向 量 g, e R?, 使 得 
Aogo = qo, Aogi = 91 + Qo. (9.31) 
向 量 go 是 Ao 对 应 于 特征 值 1 的 特征 向 量 , qg 是 ho 对 应 于 相同 特征 值 的 广义 特 
征 向 量 四. 此 外 , 存在 转 置 矩 阵 AT 相似 的 伴随 特征 向 量 
AjP1 =P1, 40po = Po + pr. (9.32) 
总 可 以 选择 满足 (9.31) 和 (9.32) 的 四 个 向 量 , 使 得 
(po, 90) = (pl 41) = 1, 
这 里 (. .) 表示 R? 中 的 标准 数量 积 (z,y) = riy + z2y2. 由 Fredholm 交替 定理 得 
(Po, 41) = (p1, qo) = 9. 
E go 和 q 已 选 定 , 则 任何 向 量 z e R? 可 唯一 表示 为 
T = yigo + Y241, 
其 中 新 坐标 (y1, y2) 由 


y= (po, £}, 
(eae ae Ce) 


给 出 . 在 坐标 系 (yi, yo) F, 映射 (9.30) 取 形 式 


yı ) A ( 1 1 ) ( yı ) n ( (po, 9(4190 + y2q1)) ) (9.34) 
y2 0 1 y2 (p1, 9(Y190 + y291)) i 
应 用 相同 的 坐标 (y1, y2), 对 所 有 小 ||al| 的 a, 将 原来 的 映射 (9.29) BH 


nm \ (po, f(y1g0 + y2q1; @)) 
( Yo ( (pi, f(y1q0 + y2q1, @)) ) Gas 


‘EE a = 0 化 为 (9.30). 如 同 第 8 章 对 Bogdanov-Takens 分 支 的 分 析 , 将 (9.35) 的 
AmE y = 0 展开 为 y 的 Taylor RR 
yı = yı + y2 + ao0(@) + aio(a)yı + ao: (a)y2 
十 zazo(a)z + aui(a)yiye + Laoa(a)y2 + Ri(y, ah， 
2 2 (9.36) 
Y2 = y2 + bola) 十 Do(a)yi + bo1(a)y2 
+ 5bao(a)y? + bu (a)y + boa(a)ud + Roly, a), 


名 注意 , 这 个 情况 比 4o 是 半 单 更 一 般 , 即 有 两 个 独立 的 特征 向 量 Aogo = go, Aog = q1- 
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E ayla), bula) 和 Rily, a) = Olly) 是 它们 变量 的 光滑 函数 . 显然 ， 
ago(0) = ayo(0) = ao1 (0) = poo(0) = b10(0) = poi(0) = 0. 
函数 anla) 和 baula) 可 以 用 (9.29) 右 端 f(z,a) AME go,1, po.1 表示 . 例如 ， 


82 
a29(@) = By? Po f(yivo + y2v1, @)) 
1 


y=0 


D2 
bzo(a) = Bye PY f(yivo + y2v1, @)) 
y=0 


f(yivo + y2v1, @)) 


8? 
bl(a) = nön P” 


y=0 


下 面 的 引 理 指出 , 可 以 用 光滑 可 逆 且 光滑 依赖 于 参数 的 变换 将 (9.36) 化 为 更 
简单 的 形式 . 我 们 从 一 个 线性 代数 的 结果 开始 . 
引 理 9.6 (Jordan 块 的 变形 ) ”对 任何 满足 a10(0) = aoi (Q) = bio(0) = bo: (0) = 


0 hE 
La) = ( 入 +aio(a) 1+ao(a) ) 
biola) 入 十 boi (a) 
存在 矩阵 Pla), P(0) = 了 使 得 
Poara = ( $ ; ) 


eila) 入 十 cz(a) 


其 中 €1(0) = €2(0) = 0. 
WERA JERE 


Pi 三 1 十 aol(a) 0 ) 


—ajo(a) 1 
就 可 承担 这 项 工作 , 这 里 
€1(@) = boi(@) + aol(a)bio(a) — aio(@)boi(a), sz(a) = alo(a) + boi (a). 


矩阵 Pla) 如 Lia) KF a 光滑 . 口 
非 奇 异 线性 坐标 变换 
y = P(a)u, 


其 中 P 由 上 面 给 出 , A = 1, 对 充分 小 ||all, 将 映射 (9.36) BRA 
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Uy uy + u + goola) 
1 1 
+3920(Q)u? 十 9ll(a)uitu2 十 3902(a)u2 + Si(u, a), 
(9.37) 
U2 > ug + hoo(a) 十 sl(a)ul + €2(a)ug 


1 1 
+ 5 h20(a)ut + hi (a)uiuz + 5 tor (a)ug + So(u, a), 


这 里 51 2(u,a) = O(llul) 以 及 所 有 引入 的 函数 都 是 光滑 的 . 也 有 €1(0) = €2(0) = 0 
且 
( goo(a) ) = B-(a) ( avla) | 
hoo(a) boo(a) 


因此 goo(0) = hoo(0) = 0 URXt k+l = 2, gri (0) = arı (0), hr (0) = bri (0). 
引 理 9.7 (1:1 共振 规范 形 映射 ) 假设 


b20(0) A 0. 
则 存在 光滑 依赖 于 参数 的 光滑 可 逆 的 坐标 变换 , 对 所 有 充分 小 lal], 将 (9.37) 化 为 
映射 
61 1 + 2 er 
=œ O i 9. 
( £z ) ( Ga + vi (a) + (a)éz + Ala)? + Bla) éa ) a 0) 
其 中 光滑 函数 vola) 以 及 Ala), Bla) 满足 


(0) = v2(0)=0 


A(0) = 3bz0, B(0) = azo(0) + b11 (0). (9.39) 
证 明 ”首先 , 考虑 情形 a = 0, (9.37) 这 时 化 为 


2 2 


1 1 
Gy +> u1 + u2 + Hau? + aruru + ~Q02u2 + O(ljull?), 
(9.40) 


í 1 1 
tig > ug + 3b20u1 十 biuru 十 5 0023 + O(||u||?), 


这 里 所 有 的 aij 和 bi; 都 应 该 在 a = 0 计算 . 引入 多 项 式 变换 


1 
ui =é + 5 C2087 + Gigi, 
: (9.41) 

u2 = 2 + z H261 + Hiiéié,, 
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其 中 Goo, G11, Hoo 和 Ai 都 是 未 知 系 数 , 选择 这 些 系数 使 得 (9.40) 在 E 坐标 系 下 
取 形 式 _ 
| & = £1 + &2 + O((lEl!9), (0.42) 
bo = £z + A(O)E? + B(0)&1£2 + OCJEL). 
将 (9.41) FRA (9.40), 用 E 的 分 量 表 示 ù 的 分 量 , 同时 , 将 (9.42) 代入 与 (9.41) 等 
价 的 


(9.43) 


ü= + lanë + Gué, 

dig = & + Hoë + H12, 
得 到 详 分 量 的 另外 表达 式 . 比较 ü 表达 式 中 E, G16 和 E 项 的 系数 以 及 各 P E 
项 的 系数 , 得 到 变换 (9.41) 系数 的 线性 系统 


0 0 -1 0 G20 a20 
10 0 -1 G11 | an 
12 0 Hoa | | aoe 
0 0 1 2 Ay, boz 


这 个 系统 是 非 奇 异 的 且 有 唯一 解 


1 1 
G20 = 5420 十 all + z202 (9.44) 
1 1 1 1 
Gi = 一 了 220 一 F011 + 5402 一 70025 (9.45) 
H2 = 一 020， (9.46) 
Hy = 3 <b 9.47 
11 = 5420 + 902- (9.47) 


考虑 到 (9.46), 比较 tin 中 剩 下 的 两 个 二 次 项 , 就 得 到 关于 4(0) 和 BO) 的 表达 式 
(9.39). 注意 我 们 还 没有 用 到 假设 bz £0. 
为 了 证 明 引 理 对 充分 小 ||al| 的 所 有 a 成立, 考虑 依赖 于 参数 的 多 项 式 变换 
| ui = & + cola) 十 5 Gzo(o)é? + Gii(@)&i&2, 
(9.48) 
uz = 62 + 6o(a) + 51(a)Ei + d2(a)ko + 5 Hoo a)é? + Hin (a)Erke, 


当 a = 0 时 它 就 化 为 (9.41). BR (9.37) 在 & 坐标 系 下 有 (9.38) 的 形式 , 得 代数 方 
程 组 
Ra (Eo, ĝo, 61, 62, 1, V2, G20, G11, H20, Hi, A, B) = 0, 
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其 中 Ra : R? 一 R? 是 由 对 应 的 Taylor 系数 相等 而 得 到 ， 这 个 系统 在 a = 0 的 
Jacobi 矩阵 J, 当 


£o = ĝo = 6) = 62 = V) = 12 = 0 


且 其 他 变量 的 值 由 (9.44)~(9.47) 以 及 (9.39) 给 出 时 , 由 假设 , 有 det (J) = 8ba9(0) 4 

0. 因此 , 隐 函 数 定理 保证 变换 (9.48) 和 映射 (9.38) 的 系数 作为 a 的 函数 的 局 部 存 

在 和 光滑 . 口 
为 了 用 (r, v2) 作为 新 参数 , 假设 下 面 的 横 截 性 条 件 满 足 


Ov 
(R1.0) det (>) ar Æ 0. 


于 是 , 反 函 数 定理 允许 我 们 对 小 的 vl 视 a 为 v 的 光滑 函数 , 使 得 a(0) = 0. 4 
b20(0) A 0 It, 条 件 (R.1.0) 等 价 于 映射 


G(u,a) —u 
r:( +) = tr Gulu, a) — 2 
ý det Gy (u, aœ) — 1 
在 点 (u,a) = (0,0) 的 正则 性 , 这 里 G 是 由 (9.37) 定义 的 映射 . 事实 上 , 可 以 直接 
计算 , 证 明 在 (u,a) = (0,0) 有 


det (5) =- (e) 


此 外 , 由 于 (9.37) 以 及 原来 映射 (9.29) 与 非 异 线性 变换 有 关 , 可 以 验证 映射 


za) 一 7 
) =œ tr fr(x,a) — 2 
j det 亡 (z,a) 一 1 
在 (x,a) = (0,0) 的 正则 性 . 
用 (11,12) 作为 新 参数 , 可 以 将 (9.38) 写 为 形式 


1 | + £9 f 
Np: Ke x 3 l 
( é2 ) ( E2 + vi + vagz 十 Ay (v)&? + Bi (v) é ) + OUlell?), (9.49) 


其 中 A(v) = A(a(v)) 和 Bi(z) = Bla(v)) 是 v 的 光滑 函数 . 下 面 的 任务 是 用 流 近 
似 规范 形 (9.49). 

WE ao = 41 (0) = A(0), bo = Bi(0) = B(0). 

引 理 9.8 ”对 所 有 充分 小 lvl, 映射 (9.49) 可 以 表示 为 形式 


N,(€) = (€) + O([lul|?) + OCENI) + OCE), 
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这 里 pt 是 光滑 平面 系统 
E= F(t,v), €€R?,v eR? (9.50) 


的 流 , 其 中 FE, v) = Fo(v) + Filg,v) 十 (8), 这 里 


二 
Fo(v) = ( 2 
vi 


1 1 1 5 1 
E2 + (-500 + 5) vi + (& z a) nı — a] £2 


rE) = 2 1 in it 
(Fao 一 5) vii + [Ge 十 5) v 十 | &2 
1 1 
— 5 208T 二 (Fao 一 5) €1€2 + (-im 十 3) & 
F2(€) = 


aog? + (—ao + bo)é1é2 + ($e 5 5) E 


证 明 对 w= 0, 利用 对 (9.50) 中 F(E,0) = Fi(£, 0) + F(E 的 明确 构造 来 完 
成 证 明 . 
显然 , 在 v = 0, (9.49) 的 线性 部 分 


(Ce 
Geet 


的 轨道 的 单位 时 间 移 位 , 这 个 系统 是 Bodgdanov-Takens 临界 规范 形 的 线性 部 分 , 因 


此 , 引入 
ii 
A= . 
(ao) 


假设 在 > = 0 系统 (9.50) 可 以 写 为 


是 沿 着 线性 系统 


: 1 1 
&: =f2 + 5 A208? + A1162 + 5 A028: 
(9.51) 


: 1 1 
62 = 5 Baokt + Biiéié2 + 3 Bork? 
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其 中 A, 和 By, k+l = 2 是 待定 未 知 系数 . 执行 如 9.5.1 节 的 Picard 两 次 迭代 . 得 


EY (T) = e4orE = ( ae l 
& 


应 用 (9.26) 得 


1 1 
Ei +€o+ 522081 + 4311 £2 + 50282 
(2) = 
£2 + 3b208t 十 b11€1€2 + 560283 


其 中 


L 1 1 1 
Ske = “Poth 
a20 20 + z B20, ay) = Ay + 5420 + g P20 + 5 Pu, 


1 1 1 1 
= 一 —B = == 
ao2 = Age + 3420 + An + 1D 20 + 3 Pu 十 5 Boo, 


1 1 
boo = Bæ, bu = Bir + 3 B20, bo2 = Bo2 + 3 P20 + By. 


这 些 等 式 应 该 解释 为 (9.49) 的 二 次 Taylor 系数 , 故 
a20 = 411 = Q02 = bo2 = 0, b20 = 2ao, bi = bo. 


求解 A20, A11, A02, Boo, B 和 Boo 的 方程 组 , 得 到 


1 
A20 = a20 一 3 O20 = 一 00， 


1 1 1 2 l 
All = Q11 一 3 220 + 3020 一 Pian = 30%0— z? 


1 1 2 1 1 2 
Ao2 = ao2 + g 220 — a1 一 g 020 十 złu — 7bo2 = 下 0 十 zo 


B20 = b20 = 2ap, 


1 
Bıı = bn — 5 O20 = 一 Qo + bo, 


1 1 
02 = boz + g 020 — bn = 30 bo 


这 些 公式 明显 地 给 定 了 系统 (9.51) 的 二 次 部 分 , 它 的 时 间 1 流 近似 (直到 包括 二 
阶 ) 在 > = 0 的 映射 (9.49). 
Xf v £0, 小 |vll, 构造 ypt, 作为 流 
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xee ( 40), x=( Jer 


的 前 面 两 个 分 量 , 而 它 是 由 把 参数 视 为 常数 变量 的 四 维系 统 
X =Y(X) (9.52) 


所 产生 , 这 里 Y(X) = JX + Yo(X) + ¥3(X)+---, HR 


1 
01-5 0 本 

Py OO 0 | ZK | 
00 0 0 0 
00 0 0 


每 一 个 Zi 是 一 个 从 Ri 到 R? 的 大 次 齐 次 多 项 式 函 数 , 其 系数 是 未 知 的 . 这 里 的 诀 
Pyke te Se PRUE X = 0 是 (9.52) 的 平衡 点 , 由 此 可 以 在 不 动 点 X = 0 附近 用 (9.52) 
的 流 , 即 
M(X) = ¢'(X) + O(||X|°) 
来 近似 映射 
Seta ( N,(é) | 
为 了 求 向 量 场 Y 的 明显 表达 式 ，(9.52) 的 两 个 Picard 迭代 就 足够 了 ， 令 
X(t) = eX (PAF GRIER, TÆ, M(X) 的 线性 部 分 与 XG)(1) = IX 重合 
(验证 ). 
由 于 知道 Picard 第 三 次 迭代 的 结果 X(t) 应 该 看 出 是 什么 形式 , 直接 令 Y 
的 某 些 系 数 为 零 : 


Ajo10£11 + Aoi10é2V1 + Aioo1€1¥2 + Aoior€é2v2 

Yo(X) = Byo10€11 + Borr0€21 + Bioorg + Boror€2v2 
0 
0 


1 1 
3 A200087 + Arioo£1€2 + 5 402003 


1 1 
十 3 Beoookt + B11006162 + 3 Bo20082 


0 
0 
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则 可 利用 计算 t 
x201) =x + f ed- Yys (XV (r))dr 
0 


以 及 与 M(X) 进行 比较 来 完成 引 理 的 证 明 ， 注 意 ，Az000 = Aw, 4iioo = A 和 
Ao200 = Ao2 以 及 B2000 = B20, Biloo = Bir 和 Bozoo = Boo, 其 中 Aj, 和 Bir 为 上 
面 所 给 口 

近似 映射 yL 的 性 态 由 Bogdanov-Takens 理论 所 刻画 (UU 8 章 ). 任何 一 个 一 
般 系 统 (9.50) 局 部 拓扑 等 价 于 下 面 规范 形 之 一 ( 见 第 8 章 ): 


m = M, 
(9.53) 
| Ne = Bı + Bom +n? + smn, 

其 中 s= +1. 定理 8.4 中 的 一 般 性 条 件 包括 关于 参数 的 非 退化 条 件 (BT.0)~(BT.2) 

和 横 截 性 条 件 (BT.3). 
对 系统 (9.50) 的 条 件 (BT.3) 容易 验证 . 事实 上 , 映射 


F(é,v) 
( ed tr Fe(€,v) 
Vv 
det (€, v) 
Æ E =v = 0 的 Jacobi 矩阵 的 行列 式 等 于 2a. 因此 , 应 该 假定 2ao = Boo #0. 事 
KE, 由 于 最 终 要 将 所 有 结果 应 用 到 依赖 于 参数 a 的 原来 映射 ， 因此 必须 假设 横 截 
性 条 件 (R1.0) 也 成 立 . 


非 退 化 条 件 (BT.0) 自动 成 立 , Æ v = 0 对 (9.50) (或 者 等 价 地 对 系统 (9.51)) 
的 条 件 (BT.1) 和 (BT.2) 可 写 为 


42o 十 Bil 关 0， Boo #0. 


在 这 些 条 件 下 ， 
s = sign[B20( 429 + B11)]. 


应 用 上 面 推导 的 公式 , 可 以 将 包含 在 非 退 化 条 件 内 的 量 表示 为 
A2 + Bi = B(0) — 2A(0) = a20(0) + b11(0) — b29(0), Bz = 2A(0) = b20(0). 


因此 , 下 面 的 非 退 化 条 件 应 该 加 在 映射 (9.36) 在 1:1 共振 的 Taylor 系数 中 ， 
(R1.1) a29(0) + b11(0) 一 b2o(0) 天 0; 
(R1.2) boo (0) Æ 0. 
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注意 , 第 二 个 条 件 与 引 理 9.7 的 假设 重合 且 同 时 保证 Bogdanov-Takens 分 支 的 横 截 
性 . 因此 , s 的 表达 式 化 为 
s = sign[b2o(a20 + b11 — b20)](0) = 士 1. 

系统 (9.53) 对 应 s = 一 1 的 分 支 图 如 图 8.8 所 示 . 从 而 , 如 果 注 意 到 (&,v) 和 (7, 6) 
之 间 的 对 应 关系 , 那个 分 支 图 就 刻画 了 近似 映射 ol 的 分 支 . 平衡 点 对 应 于 不 动 点 ， 
极限 环 应 解释 为 闭 不 变 曲线 . RE 8 平面 的 原点 顺 时 针 方 向 移动 , 就 会 遇 到 映射 pt 
下 面 的 分 支 , 当 从 区 域 1 到 区 域 2 穿 过 曲线 T 时 出 现 一 对 不 动 点 , 一 个 是 鞍点 ， 
一 个 是 稳定 点 . 沿 着 曲线 H, 稳定 不 动 点 变 成 不 稳定 , 产生 稳定 闭 不 变 曲线 , 它 对 
应 于 Neimark-Sacker 分 支 . 闭 曲 线 在 区 域 3 还 存在 并 在 P 由 于 同 宿 分 支 而 破坏 . 
最 后 , 鞍点 和 不 稳定 点 在 Te 由 于 折 分 支 重合 而 消失 . 注意 所 有 这 些 都 发 生 在 近似 
映射 上 . 

关于 一 般 映射 (9.29) 的 分 支 我 们 能 说 些 什 么 ”分支 图 的 某 些 特性 即 有 关 的 局 
部 分 支 会 保留 . 更 确切 地 说 , 存在 对 应 于 曲线 TA H 的 分 支 曲线 全 和 H, 在 它们 
上 面 映射 分 别 有 折 分 支 和 Neimark-Sacker 分 支 . 这 些 曲线 在 余 维 2 点 相 切 . 当 参 数 
值 接近 A 时 从 稳定 不 动 点 分 支出 闭 不 变 曲 线 . 

但 是 , 即使 对 原 映 射 存在 闭 不 变 曲 线 , 在 它 上 面 的 轨道 结构 一 般 也 是 不 同 于 yL 
的 . 当 参 数 在 区 域 3 内 变化 时 , 对 近似 映射 , 这 条 不 变 曲 线 上 的 所 有 轨道 或 是 周期 
的 , 或 是 稠密 的 , 而 对 原 映 射 则 出 现 锁 相 现象 , 产生 并 破坏 稳定 和 不 稳定 长 周期 轨 
道 . 事实 上 , 无 穷 多 个 狭 罕 锁 相 Arnold 舌 的 根 在 Neimark-Sacker 曲线 Ak. 这些 
舌 由 对 应 于 稳定 轨道 和 鞍点 周期 轨道 之 间 的 重合 的 折 分 支 曲线 所 界定 ， 原 映射 的 
某 些 其 他 分 支 在 近似 流 中 并 不 出 现 . 这 些 分 支 对 近似 映射 在 同 宿 曲线 P 附近 发 生 . 
对 yp 在 PP 出 现 的 鞍点 稳定 流 形 和 不 稳定 流 形 的 一 致 一 般 由 它们 的 横 截 相交 所 代 
E, 这 产生 同 宿 结构 , 而 导致 无 穷 多 个 鞍点 环 ( 见 第 2 章 ) 的 存在 性 . 横 截 同 宿 结构 
存在 于 由 对 应 同 宿 切 触 ( 见 图 9.7) 的 在 P 两 边 的 两 条 光滑 分 支 曲 线 PL A P 所 
界定 的 指数 形 狭窄 参数 区 域内 . H HRT NBA RE Pio E ( 见 图 9.8, 那 
里 仪 示意 地 画 了 一 个 ). 完全 的 图 像 包括 其 他 分 支 ( 即 翻转 分 支 ) 看 来 还 不 知道 ( 见 
附录 中 的 文献 ). 


图 9.7 WEHR 户 和 P: 的 同 宿 切 触 
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图 9.8 一 条 Arnold 舌 的 根 在 共振 Neimark-Sacker 分 支点 上 
9.5.3 1:2 共振 
在 这 种 情形 , 有 光滑 平面 映射 
rts f(z,a), zx €R?,a€ R?, 


它 在 a = 0 有 不 动 点 z = 0, AIF /az = -1 (1:2 共振 ) 由 于 / = 1 不 是 它 的 
Jacobi 拢 阵 的 特征 值 , 可 以 假设 对 所 有 充分 小 llall, z = 0 是 不 动 点 , 且 映 射 可 写 为 


rr A(a) + F(z,a), (9.54) 


其 中 A(a), F(x, a) + Oll?) 光滑 . BE Ao = A(0), 假设 存在 两 个 实 线性 无 关 向 量 
Go,1 E R?: 
Aogo = -40， Aogi = —Gi + Qo, (9.55) 


qo 是 Ao 对 应 于 特征 值 -1 的 特征 向 量 , q 是 Ao 对 应 于 同一 个 特征 值 的 广义 特征 
向 量 . 此 外 , 存在 转 置 矩阵 AT 的 相似 的 伴随 特征 向 量 po © 及 2: 


AjP1 = -Di， AgPo = -po + pı. (9.56) 
总 可 以 选取 满足 (9.55) 和 (9.56) 的 四 个 向 量 使 得 
(qo, Po) = (q1,p1) = 1, 
这 里 (. .) 表示 R? 中 的 标准 数量 积 (x,y) = ziyi + vaya. 由 Fredholm 交替 定理 得 
(q1, Po) = (go, p1) = 0. 
车 vo 和 vw] 已 选 定 , 则 任何 一 个 向 量 r eR 可 唯一 表示 为 


T = Yqgo + y2qi, 
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其 中 , 新 坐标 (% ,yz) 可 用 


| yı = (po, £), (9.57) 
y2 = (pi, Z) 


计算 . 
在 坐标 系 (yy) F, 映射 (9.54) PER 


( yı ) = ( —1+aio(a) 1+aoi(a) ) ( yı )+ ( g(y, &) ) (9.58) 
yo biola) —1 + bo (a) y2 h(y, @) 
其 中 


g(y, aœ) = (po, F(yigo + yom, @)), h(y,a) = (pı, F(yigo + y2q1, @)), 


alo(a) = (po, [A(a) = Ao]qo), an (a) = (po, [A(a) 一 Aolqı), 
bio(a) = (p1, [4(a) — Aolqo), boi(a) = (pı, [A(a@) — Aolgi). 


显然 
alo(0) = Q01 (0) 一 bi0(0) = pol (0) =. 


非 奇 异 线性 坐标 变换 
y= P(a)u, 


P 是 引 理 9.6 中 所 给 , 其 中 入 = 一 1, 对 充分 小 ||all, 将 映射 (9.58) 变 成 
Uy hos —1 1 ui = g(P(a)u, a) 
( U2 ) ( v(a) —1+14(a) ) ( u2 ) EET ( h(P(a)u,a) | meh) 
其 中 
1 (a) = bo1(@) + aol(a)bio(a) — ai0(@)bo1(@), vola) = aor (a) + bor (a). 
假设 
Ov 
R2.0) det | — A 
(R2.0) at (2) ,#0 
在 这 个 横 截 性 假设 下 , 可 以 用 v 去 参数 化 a = 0 的 邻 域 : 


| A= v(a), 
Bg = v(a). 
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还 可 将 a 表示 为 8 的 函数 , 并 将 映射 (9.59) BH 


u \ =] 1 ( Ul ) P ( G(u, 8) 上 (9.60) 
uz bı -1+ 62 U2 H(u, 3) 
其 中 G, H = O(||ul|?). HER, G(u, 0) = g(u, 0), H(u, 0) = h(u, 0). 
有 了 这 些 线性 变换 的 准备 , 现在 可 以 作 非 线性 坐标 变换 将 映射 (9.60) 简化 . 


引 理 9.9 (1:2 共振 规范 形 映射 ) ”存在 光滑 依赖 于 参数 的 光滑 可 逆 的 坐标 变 
换 , 将 (9.60) RA 


&1 —1 1 &1 0 人 
œ ol , 
( & ( ee: ( & 外 C(6)e + D(B)ée?é; )+ ciel") 


(9.61) 
C(8) 和 D(B) 为 光滑 函数 . 
证 明 将 G 和 万 展开 为 w 的 Taylor RA 


G(u,B)= D> gr(B)uius + Olull’), 


2<j+k<3 
H(u,B)= X` hr(B)uius + O(|!u|*). 
2<j+k<3 
尝试 寻找 满足 
p03(B) = vo3(3) = 0 
的 变换 


257+k<3 


m=ht J paliek, 
uz=&2+ So Wik(D)EE， 
2594+k<3 
以 消去 所 有 二 次 项 和 除了 出 现在 (9.61) 中 的 三 次 项 以 外 的 三 次 项 . 
首先 , 固定 a = 0, 并 求 对 应 的 pix(0),Wix(0). 这 对 计算 C(O) 和 D(0) 是 足够 
的 . 为 了 简化 记号 , 去 掉 yj 和 wj 的 变量 . 在 坐标 系 (EE) F, 对 8 = 0 映射 
(9.60) 有 形式 


25 5+k<3 


外 = 名 + So ojnelek + Olet), 


2<j+k<3 


| & = -é +é + SO E + O((ell*), 


其 中 和 jx 和 oje 是 gin hjk 以 及 Pik 的 函数 . 


第 9 章 ”离散 -时 间 动 力 系统 不 动 点 的 双 参 数 分 支 - 393 - 


适当 选取 pjk, Wik 满足 j +k = 2, 可 以 消去 映射 (&1,&2) > (E1, €2) 中 的 所 有 二 
次 项 . 事实 上 , 所 有 这 些 项 为 零 意味 着 


?20 = ?11 = Yor = 920 = C11 = 002 = Ü, 


这 等 价 于 求解 线性 代数 方程 组 
2 0 0 -1 0 0 {p20 920 
-2 2 0 0 -1 0 P11 911 
1 -12 0 0 -l1 poz | _ | 9o2 
0 0 0 2 pæ | | ho 
0 0 0 -2 2 0 Wi hi1 
0 0 0 1 -1 2 Woz hoz 


这 个 方程 组 有 唯一 解 , 因为 它 的 行列 式 显然 不 等 于 零 . 于 是 , 可 以 利用 它 的 解 


1 1 

p20 = 5920 + 1% (9.62) 
1 1 1 1 

Yu = 3920 + 3911 + 3h20 a7 qm (9.63) 
1 1 1 1 1 

poz = 了 911 十 2902 + 320 + qm + 7> (9.64) 
1 

Wo2 = 5h20, (9.65) 

1 1 

W11 = Fh20 十 has (9.66) 
1 1 

Wo2 = zhu + 3 hoes (9.67) 


以 消去 在 8 = 0 时 所 有 € 的 二 次 项 . 
下 一 步 就 “去掉” 三 次 项 . 事实 上 , 可 以 去 掉 除 了 (9.61) 中 的 项 以 外 的 所 有 三 
次 项 , 即 零 条 件 


Y21 = V12 = Yo3 = ?730 = 012 = 003 = 0 


导致 对 vin, wjk 的 如 下 形式 的 线性 方程 组 


3 0 0-1 0 0 a 
9. 2G? i a 8 ips 
Ce oO O23 5 
0 003 0 0 f = Rig. hl, 
0 00-3 2 0 ii 
fe 020s BC E thes 
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其 中 Rfg, h] 是 gik, hik j +k = 2,3 的 某 个 向 量 值 函 数 . 这 个 方程 组 也 可 解 , 因此 给 
出 了 变换 的 三 次 系数 . 这 个 方程 组 的 明显 解 (用 (9.62)~(9.67)) 导致 (9.61) 中 系数 
下 面 的 明显 公式 : 


C(0) = hgo(0) + g20(0)h20(0) + 3130(0) 十 É hao(0)h11 (0) (9.68) 

以 及 

D(0) =hax(0) + 3gao(0) + 5 920(0)/12(0) + Žh20(0)h11 (0) + h20(0)ho2(0) + 393(0) 

+ > 420(0)h20(0) 十 3911(0)hao(0) 十 h20(0) 十 Zh (0). (9.69) 
对 小 的 IBI AO 不 会 造成 什么 困难 , 因为 上 面 的 线性 系统 被 附近 的 线性 系统 代替 . 
由 于 原来 系统 在 6 = 0 正则 , 这 个 新 系统 也 唯一 可 解 . 详细 的 证 明 留 给 读者 . 口 
注 ” 仅 用 (9.62)~(9.67) 给 出 的 系数 的 二 次 变换 去 计算 DO) 是 不 充分 的 ， 
为 这 些 量 还 依赖 于 ws0(0). © 


H & Tg(€) 记 规范 形 映射 (9.61). 下 面 的 任务 是 用 流 近似 这 个 映射 . 很 显然 
这 是 不 可 能 的 . 因为 在 8 = 0, 它 的 线性 部 分 


( fi ( =i. 21 ) ( 6 ) 
&2 0 1 &2 
有 负 特 征 值 . 但 是 ， 二 次 迭代 


€ Th(é) 
可 用 流 的 单位 时 间 移 位 来 近似 . 映射 T3 有 形式 


(5)-( 1+ A; -2+ By KRET ) (8.70) 
&2 —28, + BiB. 1+ 6) — 262+ 63 E2 W (E, 8) 
其 中 
V(E, 8) = C(B)E} + D(B)EFEs 
以 及 
W(E, 8) =(—2C() + GOLD(8) + B2C(8))e3 
+ (3C(8) — 2D(8) — 28, D(8) + B2D(B))E2E. 
+ (—3C(8) + 2D(B) + 8, D(B) — 282D(8))E E2 
+ (C(8) ~ D(B) + 82D(B))E3 + O(|le\|*). 
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引 理 9.10 MAAA |All, 映射 (9.70) 可 以 表示 为 形式 
T3(€) = ph (€) + O(IElI*), 


其 中 vp 是 平面 系统 l 
E = Apé + U(E, b) (9.71) 


2 

= pe penny, Pare 

Ap = ( ‘ as + O(A), 
—28ı —P1 一 202 


以 及 UEB) 是 的 三 次 齐 次 多 项 式 向 量 . 
证 了 明 ”从 8 =0 开始 . (9.70) 在 8 =0 的 线性 部 分 


全 ww 


的 轨道 单位 时 间 的 移 位 , 其 中 


的 流 , 其 中 


是 沿 着 平面 线性 系统 


0 -2 
Mis ( 0 0 ) i 
假设 三 次 近似 系统 È= AE + U(E,0) ARIAT 


Ei = —2é2 + Ago€} + Aor€PEs + A12€1€2 + Aos€é3, 
£2 = Bso€} + Bar €?£o + Blo6162 + Bosé3. 


对 (9.72) 执行 Picard 三 次 迭代 (9.26). 由 于 系统 (9.72) 没有 二 次 项 , WA 


g(r) = EM (r) = TE = ( oe , 
2 


(9.72) 


第 三 次 迭代 得 


ecG)(1) = E1 — 2é2 + asof? + a21€2é€2 + 012€1€2 + a03€2 
Eo + bao? + bo1é2€2 + b12€1€3 + bosé? | 


其 中 ajk, bjr 由 Ajk, By, 表达 , 其 表达 式 如 下 : 


a30 = 430 — B30, 
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a21 = 一 343o + 421 + 2B39 — Boy, 
4 
al2 = 4A39 — 2A21 + Ai2 — 2B39 + 3 Ba — By, 


a03 = —2A39 + $ An — Ai2 + 4os + = Bao = Ba + = Buz — Bos, 
b30 = B30, 

b21 = —3 B30 + Bar, 

biz = 4B30 — 2B21 + Bio, 


bo3 = —2.B39 + S Ba — B12 + Bos. 
求解 上 面 对 Ajk, By 的 方程 并 应 用 (9.70), 得 到 


A39 =a30 + b39 = —C(0), 
A21 =3a39 + a21 + 4b39 + b21 = —2C (0) — D(0), 


8 4 
ric + bi2 = —C(0) 一 3 P(0), 


2 8 4 4 
Ao3 = 421 十 al2 + ao3 + —=b30 + =b21 + =b12 + bos 
3 15 3 3 


Ai2 =2a39 十 2a2l + Q12 + 4b3q + 


=- 5C(0) - 5D(0), 
Bao =bs = —2C(0), 
Bp, =3b39 + b21 = -3C(0) ~ 2D(0), 
Biz =2b39 + 2b21 + b12 = —C(0) — 2D(0), 
Bos =F + bi2 + bos = -3D(0). 


这 就 证 明了 引 理 , 并 给 出 了 在 8 = 0 近似 系统 (9.71) 系数 的 明显 公式 . 
对 小 的 [Bll #0, 用 表达 式 


前 面 三 项 可 以 验证 引 理 叙 述 中 给 的 人 = Ag 的 线性 部 分 的 公式 . 于 是 , 如 果 令 8 =o, 
Picard EAEE aj.(B),bjr(B) 的 表达 式 与 上 面 得 到 的 相同 . 口 
映射 (9.71) 可 进一步 简化 . 
引 理 9.11 ”如 果 进行 可 逆 的 光滑 依赖 于 参数 的 变量 变换 ,系统 (9.71) 可 简化 


ù Z 0 1 n1 0 ! ， 
The ( N X ) ( n2 ) X ( Cin} + Din? ) + O(||nl!"), (9.73) 
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KP KA BR 91,2 = 11,2(8): 


| mi(8) = 48; + O(A), 
~y2(8) = —28, — 262 + O(|!4\I7), 


以 及 光滑 函数 Ci = C1(8), Di = Di (8), 使 得 
C1(0) = 4C(0)， D1(0) = -2D(0) — 6C(0). 
证 明 ”对 6 =O, (9.72) 所 要 求 的 变换 由 


m = £1 + X30€? + X21€?é€2 + X126162， 
n2 = 一 262 + p30 + P21?é2 + y1281 63 


给 出 , 其 中 
1 1 1 1 1 
二 一 A —B ¥o1 = -Á -B 一 二 4 
X30 6 21 十 12 12, X21 a 12+ 了 03, X12 5 035 


以 及 
P30 = A30, P21 = -3212 p12 = —Bos. 
作 这 个 变换 并 用 上 面 对 B, Ba 和 Ago 的 公式 , 如 引 理 的 叙述 用 系数 C1(0) 和 


D1(0) 作为 结束 . 
BAO 的 情形 留 给 读者 . 注意 , 映射 8 一 7 在 8 = 0 正则, 因此 在 参数 平面 原 
点 附近 (Y1, 7Y2) 可 作为 新 参数 . 口 


结合 上 面 两 条 引 理 可 叙述 成 下 面 的 定理 . 
定理 9.3 (1:2 共振 流 规范 形 ) ”对 所 有 充分 小 IB, 光滑 映射 


é —1 1 6 0 
Otel |4 
( 人 2 ) ( bı -1+6 ) ( £2 ) t ( C(B)E3 + D(B)éE?€2 ) + (IIE ) 


RARER TEA 
E = h(E) + O(|léll*), 
其 中 p9 是 平面 系统 的 流 , 该 平面 系统 光滑 等 价 于 


n y 0 1 m 6 
( 72 ) ( (8) ?32(B) ) ( ) + ( Ci (8) + D: (87èm i (9.74) 


其 中 
| yı(8) = 461 + O(||BI|?), 
(6) = —26, ~ 282 + O(|B8||2)， 


. 398 - 应 用 分 支 理 论 基 础 


以 及 
C1(0) = 4C(0)， Di(0) = -2D(0) - 6C(0). 口 
现在 考虑 近似 系统 (9.74) 的 分 支 , 假设 下 面 的 非 退 化 条 件 满 足 
Ci(0) #0, Dı(0) £0. 

这 些 条 件 可 用 规范 形 映 射 的 系数 表示 : 

(R2.1) C(0) Æ 0; 

(R2.2) D(0) + 3C(0) # 0, 
且 对 给 定 映射 可 用 (9.68) 和 (9.69) 有 效 验证 . 也 可 假设 

D1(0) < 0. 


否则 , 改变 时 间 方向 并 作 变 换 mh —m. 在 这 些 假设 下 , 可 在 (9.74) 中 用 变量 、 参 
数 和 时 间 的 尺度 化 , 由 此 得 系统 
Ġ = C2, 
| bo = E101 + e2C2 + s6 一 CC2， oe) 
其 中 s = signC(0) = +1. 
(9.75) 对 s = 1 和 s = -1 的 分 支 图 分 别 如 图 9.9 和 图 9.10 所 示 . 近似 系统 一 
个 重要 特性 是 它 通 过 旋转 r 角度 


GE 一 和 
是 不 变 的 . 应 用 第 7 章 的 术语 , 我 们 说 它 是 Z 对 称 . 这 个 系统 永远 有 平衡 点 
Eo = (0,0). 


其 他 两 个 可 能 的 平衡 点 位 于 水 平 轴 Co = 0 上 ， 
El2 — (Fv ~8é1,0), 
由 于 又 分 支 沿 着 直线 
FO) = {(ei,sa) :62 = 0} 

从 平凡 平衡 点 同时 产生 分 支 , 非 平 凡 平衡 点 对 e < 0, Hs = 1 以 及 =。 、 0, & 
s 二 一] 存在 . 

考虑 情形 s = 1 (图 9.9). 在 区 域 1 存在 单个 平凡 平衡 点 Eo, 它 是 鞍点 穿 过 
FO 的 下 面 分 枝 导致 叉 分 支 产生 一 对 对 称 鞍 点 Eio, 这 时 平凡 平衡 点 变 成 稳定 结 
点 . 这 个 结 点 在 区 域 2 变 成 焦点 , 然后 , 在 穿 过 半 直 线 


H = {(e1,e2) : €2 = 0,61 < 0} 
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图 9.10 近似 映射 (9.75) 对 s = -1 的 分 支 图 


时 由 于 非 退 化 Hopf 分 支 而 失去 它 的 稳定 性 . 在 区 域 3 有 唯一 稳定 极限 环 存在 人 @. 
穿 过 曲线 
C= fena) : E2 = Fel +o(£1), £1 < o} 


导致 环 通过 异 宿 分 支 而 消失 ( 见 练习 5). 由 于 Z 对 称 性 , 当 从 上 面 穿 过 C 时 连接 
鞍点 Ey 和 E 的 异 宿 轨道 同时 出 现 并 构成 异 宿 环 . 在 区 域 4 完全 不 稳定 的 平凡 平 
Bir. Eo 和 鞍点 E 同时 存在 . 这 三 个 平衡 点 在 又 分 支 直 线 FO 的 上 面 分 支 合 并 ， 


Q@ 用 第 7 章 的 术语 , 这 个 环 是 S. 
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如 同 回 到 区 域 1. 最 困难 的 是 证 明 在 区 域 3 中 极限 环 的 唯一 性 . 按照 第 8 章 附 录 A 
中 对 Bogdanov-Takens 分 支 叙述 的 类 似 方法 , 可 以 用 奇异 重 尺度 化 、Hamilton 扰动 
的 Pontryagin 方法 , 并 估计 椭圆 积分 来 证 明 (详细 见 练习 5). 

s 二 一 1 情形 的 分 支 图 比较 复杂 (图 9.10). EKR 1 存在 单个 平凡 平衡 点 Eo, 
现在 它 是 稳定 点 ( 结 点 或 焦点 ). 在 上 面 给 出 的 半 直 线 HO 上 它 产 生 非 退化 Hopf 
分 支 而 分 支出 稳定 极限 环 . 当 从 区 域 2 到 区 域 3 穿 过 PO 的 上 半 轴 时 , 两 个 不 稳 
定 结 点 (后 来 变 成 焦点 ) 从 平凡 平衡 点 分 开 . 在 区 域 3 三 个 平衡 点 Ey, El 和 E 都 
位 于 仍 存在 的 “大 ”极限 环 内 部 . 在 半 直 线 


H” = {(€1, €2) : E2 =€1,€, > 0} 


上 非 平凡 焦点 E 同时 产生 Hopf 分 支 . 这 些 分 支 导致 出 现 两 个 围绕 非 平 凡 平衡 
点 的 “小 ”不 稳定 极限 环 (对 称 成 对 ). 平衡 点 自己 都 变 成 稳定 . 因此 , 在 区 域 4 有 
三 个 极限 环 : 一 个 “大 ”的 和 两 个 “小 ”的 . 沿 着 曲线 


4 
P= {(c1.e2) : 52 = Fel + o(€1),€1 > o}, 


由 于 对 称 8 字 图 像 的 同 宿 分 支 ( 见 练习 5),“ 小 ” 环 消失 . 沿 着 这 条 曲线 鞍点 Eo 同 
时 有 两 条 同 宿 轨道 . 这 些 轨 道 通过 旋转 r 由 一 个 变 成 另 一 个 . 8 字 图 像 内 外 不 稳定 . 
从 区 域 4 到 区 域 5 穿 过 曲线 已 时 不 仅 “ 小 ” 环 破坏 , 而 且 额 外 出 现 一 个 不 稳定 的 
“大 ”极限 环 . 因此 , 在 区 域 5 有 两 个 “大 * 环 : 外 面 的 一 个 稳定 , 里 面 的 一 个 不 稳 
E. 这 两 个 “大 ” 环 沿 着 曲线 


K= {(€1,€2) : E2 = K0E1 + ofEl)j,sl > 0} 


重合 并 消失 , 这 里 ko = 0.752---. 这 是 环 的 折 分 支 . 在 折 分 支 后 这 个 系统 没有 极限 
环 . 在 区 域 6 有 三 个 平衡 点 ， 一 个 平凡 鞍点 和 两 个 稳定 非 平凡 焦点 / 结 点 . 非 平凡 平 
衡 点 与 平凡 平衡 点 在 直线 PO 的 下 面 分 枝 上 相 重 合 , 如 同 回 到 了 区 域 1. 在 结束 对 
这 一 情形 的 分 支 图 的 令 述 前 , 我 们 指出 , 这 个 分 析 的 最 困难 部 分 是 证 明 这 个 系统 没 
有 另外 的 极限 环 ( 见 文献 评注 和 练习 5). 

现在 解释 所 得 的 结果 , 首先 借助 于 近似 映射 p!, 其 次 借助 于 1:2 共振 附近 的 原 
映射 . 设 pl 是 沿 着 规范 形 (9.75) 轨道 的 单位 移 位 . 对 此 映射 平衡 点 变 成 不 动 点 , 又 
分 支 仍 保持 它 的 意义 , Hopf 分 支 转换 成 Neimark-Sacker 分 支 , 因为 极限 环 变 成 相应 
稳定 性 的 闭 不 变 曲线 . 现在 回忆 映射 pl 近似 在 1:2 共振 附近 的 原 映 身 Ts 的 第 二 
KER 8. 对 于 映射 Tp, yp! 的 平凡 不 动 点 是 在 原点 的 不 动 点 , 这 时 非 平 凡 不 动 点 
对 应 于 单个 周期 2 轨道 . 因此 , 叉 分 支 变 成 倍 周期 分 支 , 这 是 在 二 重 乘 子 Ai2 三 一 1 
附近 自然 期 望 的 . 可 以 证 明 , 类 似 于 曲线 FPO, HO 和 HD 的 分 支 曲 线 在 Fe 内 对 
对 应 的 s 存在 . 
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RZ, 对 具有 一 般 高 阶 项 的 原来 映射 , 类 似 于 蜡 宿 曲 线 C, 以 及 同 宿 曲 线 、 环 折 
曲线 PA K 的 曲线 是 不 存在 的 . 如 同 对 Chenciner 分 支 和 1:1 共振 , 复杂 的 分 支 
集 在 附近 存在 . 鞍点 不 变 流 形 和 闭 不 变 曲线 的 “瞬间 相 碰 ”被 含有 同 宿 结 构 的 分 支 
无 穷 系列 所 代替 (图 9.11 (a), (b)). 这 种 结构 导致 长 周期 环 的 存在 性 , 它们 由 于 穿 
过 对 应 的 分 支 集 时 因 无 穷 多 个 折 分 支 而 出 现 并 消失 , 也 存在 翻转 分 支 的 无 穷 瀑布 . 
完全 的 分 支 图 像 并 不 知道 . 


图 9.11 1:2 共振 附近 的 同 宿 结构 : (a) s= 1; (b) s = -1 


注 “ 若 在 一 类 光滑 的 平面 Zo 对 称 系统 , 即 在 旋转 z Tr = -z 下 不 变 的 系 
统 中 考虑 , 则 系统 (9.74) 有 其 基本 意义 . 任何 这 样 的 系统 有 形式 


| tı 一 2Z1G1(z3z3a) + 22G2(x?, 73,0), 


9.76 
t2 = zı Hı (x?, 22,0) + r2Ho(x?, 22,0). ( ) 


假设 原点 z = 0 是 平衡 点 , 有 二 重 零 特 征 值 和 1 2 = 0, Jacobi 矩阵 至 少 有 一 个 非 零 
元 素 . 类 似 于 引 理 9.11, 可 以 证 明 任何 一 个 系统 (9.76) 是 光滑 轨道 等 价 于 系统 


th = 712 + mY (07,03, 8) + n2Ve(n?, n3, 8), 
tr = Bim + Bone + C1(8)n? + D1 (8n (9.77) 
+m 1 (72,03, 8) + n2®2(n?, n3, A), 


其 中 Vy, ©, = O(n), k = 1,2. 已 经 证 明 , 在 条 件 (R2.0)~(R2.2) 下 系统 (9.77) 局 
部 拓扑 等 价 于 系统 (9.74). 此 外 , 使 相 图 恒 同 的 同 胚 hs 可 选择 与 工交 换 : 


hgoT=Tohg. © 
9.5.4 1:3 共振 
现在 考虑 平面 光滑 映射 
ze f(z,a), « €R?,a€ R?, 


在 a = 0 有 不 动 点 zx = 0, ART u2 = etito 0y = =. 如 同 1:2 共振 , 可 以 假设 对 
所 有 小 llall, z = 0 是 映射 的 不 动 点 , 把 映射 写 为 


rr 4(a)z 十 开 (zoa)， 
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其 中 F(x, a) = O(i|z|j?). 因为 乘 子 是 单 的 , 对 每 个 小 |lall, 存在 特征 向 量 qla) € C: 

A(a)q(a) = ula)g(a), 
使 得 (0) = ei9. 如 通常 , 引入 满足 

47(a)p(a) = (a)p(a) 
的 伴随 特征 向 量 pla) sC2, 它们 按 

(p,q) = 1 
标准 化 . 现在 任何 向 量 r eR? 可 表示 为 
x= zq + 29, 

以 及 研究 的 映射 可 写 为 复数 形式 

z= p(a)z + 9(z, Z,a), (9.78) 


其 中 
(2, 2,4) = (plo), f(zq(a) + 29(a),0)) = 5 igu(o)ata. 
k+l>2 


可 以 如 同 第 4 Æ ( 见 4.7 节 ) 研究 Neimark-Sacker 分 支那 样 用 相同 方法 进行 . 
引 理 9.12 (1:3 共振 映射 规范 形 ) ”对 所 有 充分 小 ||all, 映射 (9.78) 可 以 用 光 
滑 依 赖 于 参数 的 光滑 可 逆 的 变量 变换 化 为 形式 


Cr Pala) =A(a)C+B(a)c + Claie? + ouct), (9.79) 

其 中 
B(a) = gale), (9.80) 

VAR 
Cla) = 920(@)911(@)(2u(@) + Ala) — 3) 4 lgu(a)l? gala) (9.81) 


2(i(a) — 1)(u?(a) — pla)) 1 — f(a) 2 
证 明 ”这 个 引 理 的 证 明 实际 上 已 经 包含 在 引 理 4.5 和 4.6 的 证 明 中 . 如 引 理 
4.5, 可 以 用 变换 


hag h20 _» 
Z=wt 5 * + huwa + Sw 


尝试 消去 (9.78) 中 的 二 次 项 , 其 中 hu = hula) 是 未 知 函数 ， 完全 与 引 理 4.5 一 样 ， 


可 以 令 
hagi 920 h 911 


` 11 , 
p- yu |u|? — u 
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以 消去 w 和 wo 项 前 面 的 系数 , 因为 对 所 有 充分 小 ||all, 上 面 的 分 母 不 为 零 . 但 
是 在 形式 地 令 (如 同 引 理 4.5) 


= 
pi? — ps 
企图 “消去 ”ww? 项 的 系数 时 惊人 地 失败 , 因为 


hoz = 


ji? (0) — (0) = e771 — e300) = 0. 
由 此 , w? 项 不 可 能 用 光滑 依赖 于 a 的 变换 消去 . 因此 , > hola) = 0, 这 给 出 


B(0) = galo) (9.82) 
下 一 步 是 消去 三 次 项 . 这 可 如 引 理 4.6 一 样 执行 可 逆 的 光滑 变换 
A208 + hie (+ Maza 


其 中 hu = hala) 光滑 . 由 于 u20) 1 和 p4(0) 4 1, 变换 移 去 所 得 映射 中 除了 
CIC)? 项 以 外 的 所 有 三 次 项 . 为 了 计算 Cla) 的 系数 , 只 需要 作 变 换 


w= C+ 


z=¢+ Shala) + hu(a)ce, 


并 求 625 项 前 面 所 得 的 系数 , 其 中 ho 和 hi 是 上 面 所 给 . 这 给 出 了 表达 式 (9.81). 
于 是 临界 值 C(0) 由 下 面 公式 给 出 

g20(0)g11(0)(1 — 2p0) \g11(0)|?  ga(0) , 
(u po) EFA 十 一 一 一 一 1— fio Ser g (9.83) 


其 中 jwo = u(0) = e. 将 gos = 0 代入 (4.20) 就 可 得 到 公式 (9.83). 引 理 得 证 ， 口 
我 们 要 用 流 近似 映射 (9.79). 它 的 线性 部 分 是 


C(0) = 


CH un(a), (9.84) 
不 难看 到 , 它 是 描述 a = 0 时 的 旋转 , 旋转 角度 为 =. 将 ula) 表示 为 指数 形式 


ula) = = ef (2) +10( 6 
其 中 e(0) = 0, 0(0) = bo = = 立刻 看 到 (9.84) 是 沿 着 线性 方程 


¢ = Mo) 
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轨道 的 单位 时 间 的 移 位 , 这 里 Aa) = ela) + ibla). 但 是 在 企图 用 流 近似 T。 的 二 
次 项 时 没有 成 功 . 显然 , 近似 方程 应 该 有 形式 

È = XC + Gore? + O(c), 


其 中 Goz = Go2o(a) 是 未 知 函数 . HAT Picard ZWA (9.26) 得 
e2A(e 和 一 2X 1) 


天 2 
Tox Go2C”. 


Hfr) =e"¢, O1) = C4 
C 前 面 的 系数 在 a = 0 AF, 因为 在 1:3 共振 


exX(0) 一 2A(0) = eio _ 1. 


因此 , 不 能 用 流 的 单位 -时 间 移 位 近似 满足 B(0) £0 的 ro. 对 二 次 迭代 r2 同样 成 
立 (验证 ). 幸运 的 是 , 三 次 迭代 Ta 允许 用 流 近似 . 
引 理 9.13 ”对 所 有 充分 小 jlai|, 映射 (9.79) 的 第 三 次 迭代 可 表示 为 形式 


Ta(O) = pag + O(\¢|*). 
其 中 pt 是 平面 系统 
€ = w(ae + Bi (aye? + Cr(a)ci¢l? (9.85) 
的 流 , 这 里 w, Bl 和 C1 Ra HAR LARK, w(0) = 0, 且 
B,(0) = 35oB(0)， (9.86) 
C1(0) = —3|B(0)|? + 313C(0)， (9.87) 


其 中 wo =e, 以 及 BO) 和 C(O) 分 别 由 (9.82) 和 (9.83) 给 出 . 
证 明 ra 的 第 三 次 迭代 有 形式 


Ta(O) =p3C + (K? + fill? + BBE + [2(|ul? + B? + [u|*)| BI? 
+ p21 + Jul? + lult) + O(¢|*). 


由 于 13(0) = 1, Æ a = 0 附近 L? 可 表示 为 
(a) = el), 


w(a) 为 满足 w(0) = 0 的 复 值 函数 . 这 就 给 出 了 (9.85) 中 的 线性 项 . 
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对 小 的 llall, 映射 T3 接近 于 恒 同 映射 id(6) = ¢. 我 们 已 经 指出 , 这 样 的 映射 
总 可 以 用 流 移 位 近似 .为 验证 (9.86) Al (9.88), 首先 执行 (9.85) 在 a = 0 的 三 次 
Picard 迭代 : 
OG 
C)(r) = C + Bi(0)C?7, 
(1) = Ç + Bi(0)C? + (|Bi(0)|? + C1 (0))¢|¢/? + O((¢|*). 
Ma = 0 比较 T3 和 C3(1) 中 的 系数 , 考虑 到 us = 73 = uol = 1, 得 表达 式 (9.86) 


All (9.87). 口 
考虑 w 的 实 部 和 虚 部 为 新 开 折 参数 (81,62): 


wla) = Bi(a) + iB2(a). 


有 
| Bi(a) = 3e(a), 
Bala) = 30(a)(mod 27). 
在 a = 0, 假设 
(R3.0) det (2) # 0, 
可 用 6 去 参数 化 参数 平面 内 原点 的 邻 域 , 并 将 (9.85) BA 
C= (Bi +ipo)C 二 Di(8)C2 + cr (BCC, (9.88) 
其 中 b1(8) = Bi(a(8)), c (8) = C1i(a(B)). 如 果 复 数 
(R3.1) b1(0) = Bi (0) £0, 
其 中 B1(0) 由 (9.86) 给 出 , 则 可 用 
¢=7(8)n, (8) €C! 
尺度 化 (9.88), 其 中 


__l .argb(D) 
19) = Braye (i 3 ). 


尺度 化 结果 得 
ù = (81 + iB2)n +n? + e(8)n\n}?, (9.89) 


其 中 


- 406 - 应 用 分 支 理 论 基础 


c(6) = cl(D) 


~ lb1(8)|2 
在 极 坐标 n = pe’? 下 将 (9.89) BH 
| P= Bip+ P? cos 3p + a(B)p’, (9.90) 
$ = pa — psin3y + b(8)p?°, 
其 中 光滑 实 值 函数 a(8) = Rec(B),b(3) = Ime(f). 现在 , 对 近似 平面 系统 引入 最 后 


一 个 假设 , 即 假定 
a(0) #0, 


这 等 价 于 非 退化 条 件 
(R3.2) Re C1(0) 4 0, 


其 中 C1(0) 由 (9.87) 所 给 . 
在 非 退 化 条 件 假设 下 , 近似 系统 (9.90) 对 a(0) < 0 的 分 支 图 如 图 9.12 所 示 . 


9.12 ”近似 系统 (9.89) 对 a(0) = Rec(0) < 0 的 分 支 图 
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注意 , 系统 在 通过 角度 = 00 = = 的 旋转 R 下 不 变 . 这 样 的 系统 称 为 Zs 
对 称 . 
这 个 系统 永远 有 po = 0 的 平凡 平衡 点 Eo 对 所 有 充分 小 18|| o, 也 存在 三 
个 非 平凡 对 称 平衡 点 
Ex = (Ps; Psk) k= 1, 2,3, 


它们 都 位 于 半径 为 rs 的 圆周 
r? = 6? + 63 + O(A) 


上 , 并 以 角度 0 = — 按 y 坐标 分 开 . 

非 平凡 平衡 点 永远 是 鞍点 且 对 小 的 ||| 不 分 支 . 平凡 平衡 点 显然 对 2 < 0 稳 
定 , 但 对 81 > 0 变 成 不 稳定 , 并 由 于 假设 a(0) < 0, 在 8 = 0 产生 超 临 界 Hopf 分 
支 . 因此 , 车 从 左 到 右 在 Bo #0 的 点 穿 过 Hopf 分 支线 


N = 1{(8162): Bi = 0}, 


则 (9.90) 出 现 唯一 且 稳 定 的 极限 环 . 

这 个 极限 环 以 后 会 发 生 什 么 情况 ?可 以 证 明 , 若非 退化 条 件 (R3.1) 和 (R3.2) 
WE, 则 对 所 有 充分 小 ||G||, 系统 (9.90) 的 极限 环 不 多 于 一 个 ( 见 文献 评注 ), 还 可 
以 证 明 , 存在 分 支 曲 线 


H = { (B1B) : Br = -303 + 0(98)}, 


在 此 曲线 上 极限 环 由 于 异 宿 分 支 而 消失 ( 见 练习 6). 对 在 曲线 H 上 的 参数 值 , 系统 
有 由 非 平凡 鞍点 的 稳定 和 不 稳定 分 界线 相 重 合 而 形成 的 异 宿 环 . 所 有 三 个 鞍点 的 连 
接 由 于 对 称 性 而 同时 发 生 . 这 个 异 宿 环 类 似 于 三 角形 并 且 是 内 稳定 的 . 因此 , 极限 
环 在 两 个 不 相交 而 邻近 于 Hopf 线 N 的 区 域内 存在 . 建议 读者 围绕 原点 对 图 9.12 
中 的 分 支 图 作 次 考察 , 连同 考虑 a(0) > 0 的 情形 . 
下 面 简 短 地 讨论 一 下 前 面 在 1:3 共振 附近 对 原 映 射 Ta 分 析 的 结果 的 含义 . 

这 个 映射 永远 有 平凡 不 动 点 , 在 对 应 于 近似 系统 (9.90) 的 Hopf 曲线 N 的 分 支 曲 
线 上 产生 非 退化 Neimark-Sacker 分 支 . Neimark-Sacker 分 支 产生 围绕 平凡 不 动 点 
的 闭 不 变 曲线 . 对 所 有 接近 于 余 维 2 点 的 参数 值 , 映射 FT 有 对 应 于 Ta 的 三 个 非 
平凡 鞍点 的 周期 3 鞍点 环 , 这 三 个 鞍点 依次 对 应 于 (9.90) 的 鞍点 Ek, k = 1,2,3. 代 
替 单 个 异 宿 分 支 曲 线 H, 具 一 般 高 阶 项 的 映射 T。 具有 更 加 复杂 的 分 支 集 . 在 一 个 
狭窄 的 指数 形 区 域内 , 周期 3 环 的 稳定 和 不 稳定 不 变 流 形 的 横 截 相交 形成 同 宿 结 
构 ( 见 图 9.13). 这 个 区 域 是 由 两 条 光滑 分 支 曲 线 Ti 所 围 , 在 此 两 条 曲线 上 这 些 流 
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形 相 切 而 得 非 横 截 同 宿 轨道 . 这 些 流 形 的 相交 导致 Smale 马蹄 的 存在 性 , 因此 存在 
无 穷 多 个 长 周期 环 ( 见 第 1 章 ). 这 些 轨道 在 曲线 Tyo 附近 由 于 折 分 支 和 翻转 分 支 
而 出 现 并 消失 . 在 Neimark-Sacker 分 支 产生 的 闭 不 变 曲线 当 它 趋 于 同 宿 结 构 时 失 
去 它 的 光滑 性 而 被 破坏 . 完全 的 图 像 还 不 知道 . 


图 9.13 在 1:3 共振 附近 的 同 宿 结构 
注 ”在 系统 (9.90) 中 加 入 任何 一 个 .Zs 不 变 的 高 阶 项 并 不 定性 地 改变 它 的 分 
支 图 . 0 
9.5.5 1:4 共振 
考虑 平面 光滑 映射 


rr f(z,a), 2é€R?,a€ R?, 


它 在 a = 0 有 不 动 点 x = 0, RART u20) = exp (+3) = +i (1:4 共振 ). 对 充 
分 小 llall, 把 映射 写 为 

Z Ma)z + F(x,a), 
其 中 F(z,a) = O(l|zll?). 由 于 A(0) 的 特征 值 21 (0) = i 是 单 的 ， 对 所 有 充分 小 |lal|， 
存在 ACO) 的 邻近 光滑 特征 值 (a),1(0) = i. 如 通常 ， 引入 对 应 的 通常 的 和 伴随 的 
特征 向 量 g(a), pla) € C2, 

Ag= 1g, ATp= fip, 
以 及 用 

(p,q) = 1 

对 它们 标准 化 . 现在 任何 向 量 x e R? 可 表示 为 形式 


T= 2g+ 24, 


而 映射 可 写 为 复数 形式 
z= p(a)z + g(z,z, 0), (9.91) 
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其 中 


9(2,2,0) = (p, f(za(a) + 24(a),0)) = S> Za gmla)z*et 
k+l2>2 


由 引 理 4.5, 对 小 的 Jall, 可 作 光 滑 变换 消去 (9.91) 中 所 有 二 次 项 , 因为 对 jo =i, 
uo #1 Al nl 变换 将 改变 三 次 项 . 然后 , 如 引 理 4.6 消去 尽 可 能 多 的 三 次 项 . 用 
6 记 新 的 复 坐 标 . 于 是 , 从 引 理 4.6 的 证 明 立 刻 看 到 在 现在 的 情形 四 个 三 次 项 只 有 
两 个 可 去 掉 , 就 是 说 , 在 尝试 移 去 Ce 2 项 和 G3 项 时 遭 到 失败 , 因为 uol? = wd = 1. 
经 简单 的 额外 计算 可 得 到 下 面 的 引 理 . 

引 理 9.14 (1:4 共振 映射 规范 形 ) ”对 所 有 充分 小 llall, 映射 (9.91) 可 经 光滑 
依赖 于 参数 的 光滑 可 北 的 变量 变换 化 为 形式 


CH Tall) = ula) + C(I + DO + ONI), (9.92) 

这 里 C HD AaHAR HK: 
C(0) = =F g20(0)911(0) + ln (OF — H gol) + 3921(0), (9.93) 
D(0) = H gn (0)g02(0) — ~T*g02(0)d20(0) + L903(0). (9.94) 


下 一 个 目标 是 用 流 近似 ra. (9.92) 的 线性 部 分 
CH plac (9.95) 
是 在 a = 0 通过 z 角度 的 旋转 , 这 容易 处 理 . 把 ula) 写 为 指数 形式 : 


ula) = es(c)+ig(a)， 


其 中 s(0) = 0 和 6(0) = > 立刻 可 验证 (9.95) 是 对 (a) = e(a) + ibla), 沿 着 线性 
方程 
C= X(a)5 
轨道 的 单位 -时 间 的 移 位 . 但 是 , 如 果 我 们 对 非 线性 项 有 兴趣 , 只 有 a AO ok 
代 才 允许 用 流 近 似 . 
引 理 9.15 ”对 所 有 的 充分 小 ||al|, 映射 (9.92) 的 第 四 次 迭代 可 表示 为 形式 


Fa( = 946 + O((¢|*), 
其 中 yp 是 平面 系统 


¢ = w(a)e + O(a + Dı (a) (9.96) 
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的 流 , 其 中 w, C 和 Di 是 a 的 光滑 复 值 函数 , w(0) = 0, 且 
C1(0) = -4iC(0)， D1(0) = —4iD(0). (9.97) 


C(0) 和 D(0) 分 别 由 (9.93) 和 (9.94) 所 给 . 
证 明 Ta 的 第 四 次 从 代 有 形式 


TAG) =u*¢ + u? (ul? + Dal + DCCC) + (u + B)? + 29) DE 
+ O(c). 


由 于 jy4(0) = 1, Æ a=0 附近 , 可 将 ut 表 为 形式 


wla) 为 某 个 满足 w(0) = 0 的 光滑 复 值 函 数 . 这 给 出 了 (9.96) 中 的 线性 项 . 
对 小 的 lall, 映射 T4 接近 于 恒 同 映射 id(C) = ,因此 可 用 流 的 单位 -时 间 移 位 
来 近似 . 为 验证 (9.97), 首先 作 (9.96) Æ a = 0 的 三 次 Picard 迭代 ; 


CM (r) = C2(7) =<, 
CH (1) = ¢ + C (0)6|6]? + Di (0)? + O(cI). 


比较 CO) ST 在 a = 0 的 系数 , 考虑 到 j(0) =i, 得 到 表达 式 (9.97). 口 
如 同 1:3 共振 , 考虑 w 的 实 部 和 虚 部 为 新 开 折 参数 (81, Go): 


w(a) = 8i (a) + iGo(a). 
A 

Bi (a) = 4e(a), 

Bla) = 40(a)(mod2z). 
假设 在 a = 0 有 

(R4.0) det (32) #0. 
可 以 用 8 参数 化 参数 平面 原点 的 邻 域 , 并 将 (9.96) BH 
C= (B1 + iß2)¢ + ex (B)CIC|? + di (BNC, (9.98) 

其 中 cl(6) = Ci(a(8)) 和 di(8) = Di(a(8)). 假设 


(R4.1) di(0) = D1(0) # 0, 
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这 里 D1(0) 是 由 (9.97) 所 给 , 于 是 可 用 
¢=7(8)n, (8) €C! 
尺度 化 (9.98), 其 中 


A 1 i arg di (8) 
y(8) TNO xp (ERA ) 
尺度 化 结果 得 
Ù = (Bı + iB2)n + A(B)n|n|? + 7°, (9.99) 
其 中 
_ e1(f) 
a Ida (8) 


TER, 这 个 系统 在 通过 角度 bo = 了 ( 即 变换 1 eon) 的 旋转 Ry FRE. 这 样 的 
系统 称 为 Za 对称. 也 许 , 如 果 用 极 坐 标 n= pe?, 系统 


5 一 3 3 4 
| P= Bip t+ a(B)p” + p* cos4y, (9.100) 


$ = B2 + b(8)p? — p° sin 4y 
的 对 称 性 更 明显 , 其 中 a(8) = Re A(8), b(8) = Im (8). 
系统 (9.99) 的 分 支 分 析 比 前 面 几 节 近 似 系统 的 分 析 更 为 复杂 ， 要 求 用 数值 方 
法 . 分 支 图 依赖 于 4 = 4(0) = (a(0), b(0)), 因此 (Re A, Im A) 平面 被 (81, 82) 平面 
内 不 同 分 支 图 划分 为 几 个 区 域 中 . 幸运 的 是 , 所 有 的 分 支 图 都 是 由 从 8 = 0 出 发 的 
直线 所 组 成 , 因此 , 可 以 沿 着 8 平面 上 的 单位 贺 作 环绕 旅行 在 其 上 探索 分 支点 来 完 
全 刻画 它们 . 这 等 价 于 令 


Bı +i6s =e'*, ae [0,2m)， 


并 考虑 当 a 完成 一 个 圆周 时 (9.99) 的 单 参 数 分 支 系列 . 在 4 平面 上 穿 过 边界 得 知 
出 现 分 支 序列 中 的 新 余 维 1 分 支 , 或 者 变更 它们 的 次 序 . 因此 , 这 些 边界 是 (a, A) 
空间 内 的 余 维 2 分 支 曲线 在 A 平面 上 的 投影 . 遗憾 的 是 , 它们 当中 只 有 三 种 对 应 的 
平衡 点 分 支 可 以 解析 地 推导 出 . 其 他 包含 退化 的 异 宿 分 支 只 能 够 数值 计算 . 正如 我 
们 可 以 看 到 的 , 4 平面 上 的 边界 在 关于 坐标 轴 的 反射 是 对 称 的 . 因此 , 只 要 在 4 平 
面 的 一 个 象限 内 研究 它们 就 够 了 . 假设 


(R4.2) ReA 40 
O 类 似 于 第 8 H Hopf-Hopf 分 支 情形 , 那里 在 (0, 6) 平面 内 不 同 区 域内 的 分 支 图 是 不 同 的 
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以 及 
(R4.3) Im A £ 0, 


并 取 对 应 于 

a=ReA<0, b=ImA<0O 
的 象限 . 把 4 平面 划分 成 具 不 同 分 支 图 的 区 域 如 图 9.14 所 示 , 其 中 有 些 曲线 解析 
地 知道 , 其 他 的 则 要 作 数 值 计算 ( 见 前 面 的 讨论 ). 


pa 


E 
一 少 


Re 4 
图 9.14 A 平面 划分 为 具 (9.99) 的 不 同 分 支 图 的 区 域 


这 个 系统 永远 有 平凡 平衡 点 n= 0, B81 < 0 时 稳定 , 6; > 0 时 排斥 ( 见 (9.100) 
第 一 个 方程 ). 在 b = 0, Hopf PRR, 4a 穿 过 a = 时 极限 环 产生 /消失 . 
由 于 假设 a < 0, 它 是 稳定 的 . 注意 , 对 b A 0, 轨道 按 G 的 符号 ( 见 (9.100) 第 二 
个 方程 ) 盘旋 进入 或 者 跑 出 原点 . 对 fs = 0 ( 即 a = 0 和 acn) 在 原点 附近 旋转 
方向 相反 . 

有 可 能 的 非 平凡 平衡 点 n= pel? 满足 复方 程 


eia a 
pe = A(f) +e oy. 


对 小 的 ||8ll, 它 可 用 l 

E =A+e4iv (9.101) 
近似 , 这 里 4 = A(0). (9.101) 的 左边 给 定 (固定 a) 一 条 在 复 平面 上 由 p> 0 参数 
化 的 射线 , 右 端 则 定义 一 个 中 心 在 4 的 单位 圆 , 当 y 转动 一 整 圈 时 它 覆 盖 圆 周 四 
次 ( 见 图 9.15 (a), (b)). 射线 和 圆周 的 任何 交点 给 出 (9.99) 的 四 个 对 称 平衡 点 . 根 
据 这 个 几何 结构 得 知 , 这 个 系统 可 以 有 零 个 、 四 个 或 者 八 个 非 平凡 平衡 点 . 
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(a) (b) 
9.15 (9.99) 的 平衡 点 结构 : (a) |4| < 1; (b) 14| > 1 


事实 上 , 若 |4| < 1, 则 复 乎 面 的 原点 位 于 这 个 圆周 的 内 部 , 因此 从 原点 出 发 的 
任何 射线 与 圆周 恰好 有 一 个 交点 ( 见 图 9.15(a)), 这 给 出 (9.99) 的 四 个 对 称 平衡 点 
Sk, k = 1,2,3,4. 这 时 可 以 证 明 平衡 点 Sk 是 鞍点 ( 见 图 9.16(a)). 反之 ,如 果 |4| > 1， 
复 平面 的 原点 在 圆周 的 外 面 , 从 原点 出 发 的 标准 射线 与 圆周 或 者 没有 交点 或 者 有 两 
个 交点 ( 见 图 9.15(b)), 后 一 种 情形 给 出 (9.99) 的 八 个 平衡 点 Sk, Ek, k = 1,2,3,4, 
靠近 原点 的 平衡 点 Sk 是 鞍点 , 较 远 的 Ek 是 吸引 的 LA 9.16(b)) 或 者 是 排斥 的 . 
当 射 线 以 a 旋转 并 与 圆周 相 切 时 , 平衡 点 Sk 和 Ey 由 于 折 分 支 成 对 地 重合 并 消失 . 
因此 , 对 |4| > 1, 存在 a 值 的 区 间 , 其 内 系统 有 八 个 非 平 凡 平衡 点 . 它们 的 存在 性 
区 间 包 含 折 分 支 值 之 间 的 参数 a. 


+% Ñ 
>o t 


(a) 
图 9.16 (9.99) 的 平衡 点 : (a) |A| < 1; (b) |A| > 1 


显然 , 情形 |4| = 1 是 个 例外 , 应 该 避免 , 故 假设 
(R4.4) |A(0)| £1. 


另 一 个 例外 情形 是 圆周 与 复 平面 的 虚 轴 相 切 , 即 在 所 考虑 的 象限 内 Re A — — 
(图 9.17). 在 这 情形 两 个 不 同 的 分 支 在 a = -> 同时 发 生 : 平凡 平衡 点 Eo 的 Hopf 
分 支 以 及 非 平凡 平衡 点 Sh, Er 的 相 碰 . 因此 , 假设 


. 414. 应 用 分 支 理 论 基础 


(R4.5) |Re A(0)| 4 1 


平衡 点 Ek 对 所 有 a 保持 稳定 或 者 在 Hopf 分 
支 改 变 其 稳定 性 取决 于 4 的 值 . 在 4 平面 区 分 这 
两 种 情形 的 曲线 是 空间 中 的 Bogdanov-Takens 分 支 
曲线 BT 在 (a, A) 上 的 投影 : 


1 十 a2 


b| = 
[bl — 


图 9.17 例外 情形 Re A = 一 1 
其 中 a = Re 4,b = Im4. 曲线 BT 在 所 选择 4 平面 的 象限 内 从 -i 出 发 渐 近 于 直 
线 a = 一 1 ( 见 图 9.14). 在 这 条 曲线 上 方 的 平衡 点 Er 保持 稳定 , 曲线 下 方 的 具有 非 
退化 的 Hopf 分 支 . 因此 , 假设 下 面 的 非 退 化 条 件 成 立 ; 

1 十 (Re A(0))? 
V1 = (Re4(0))2 

其 他 可 能 的 余 维 1 分 支 包括 (9.99) 的 极限 环 . 由 Hopf 分 支 从 非 平凡 平衡 点 
Ex 分 支出 的 “小 ”极限 环 , 在 当 鞍 点 Sj 的 分 界线 构成 “小 ” 同 宿 闭 环 时 的 同 宿 
分 支 上 消亡 ( 见 图 9.18(a)). 鞍点 Sk 的 分 界线 也 可 构成 异 宿 环 . 这 些 环 有 两 种 可 
能 的 类 型 ， 即 围绕 平衡 点 Eo 的 “方形 ” 异 宿 环 (图 9.18(b)) 和 围绕 所 有 平衡 点 
Ex, k = 0,1,2,3,4 的 “ 叶 形 ” 环 (图 9.18(c))， 由 Za 对 称 性 , 所 有 四 种 连接 同时 
出 现 . 分 支 类 似 于 第 6 章 已 经 研究 过 的 标准 同 宿 分 支 , 其 中 包含 单个 鞍点 .用 om 
记 贰 点 的 鞍点 量 : co = tr A(Sk). “方形 ” 环 永远 是 内 稳定 (co < 0),“ 叶 形 ” 环 外 
稳定 或 者 不 稳定 取决 于 oo < 0 或 co > 0. 当 参 数 a 穿 过 对 应 “方形 ” 异 宿 环 的 
oo 关 0 时 , 在 附近 的 参数 值 出 现 相关 稳定 性 的 极限 环 . 这 个 环 围绕 平凡 平衡 点 Eo, 
并 且 在 它 外 面 存 在 有 任何 非 平凡 平衡 点 ， 通 过 对 应 oo A 0 时 “ 叶 形 ” 异 宿 环 的 
值 时 , 产生 相应 稳定 性 的 围绕 系统 所 有 平衡 点 的 极限 环 . 如 果 这 个 极限 环 外 面 没 有 


(R4.6) |Im A(0)| 4 


> 于 
b 2 


{a) (b) (c) 
9.18 (a) “AN” 同 宿 闭环 ; (b) "方形 ” 异 宿 环 ; (c)“ 四 叶 形 " STAIR 
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平衡 点 , 那 它 是 稳定 的 , 因为 Re A < 0. 有 强 计 算 

机 显示 这 个 系统 可 以 有 至 多 两 个 围绕 所 有 非 平 凡 

平衡 点 的 “大 ”极限 环 , 以 及 不 多 于 一 个 的 围绕 每 

个 非 平 凡 平衡 点 的 “小 ”极限 环 . 其 他 余 维 1 分 支 

产生 的 “大 ”极限 环 可 以 是 在 折 分 支 由 鞍 - 结 点 的 

中 心 流 形 组 成 的 异 宿 环 (图 9.19). 由 Za 对 称 性 ， 

所 有 四 个 连接 同时 存在 . 这 个 分 支 类 似 于 第 7 章 

已 经 研究 过 的 同 宿 于 单个 鞍 - 结 点 的 同 宿 轨 道 . 当 

穿 过 对 应 的 参数 值 时 , 非 平凡 平衡 点 消失 ,“ 大 ” 极 

限 环 出 现 . 图 9.19 ” 鞍 - 结 点 的 异 宿 连接 
在 4 平面 上 显示 的 余下 的 边界 对 应 于 退化 异 宿 分 支 ， 更 确切 地 说 , 在 (a, A) 

空间 存在 出 现 对 应 上 面 描述 的 异 宿 环 之 一 的 曲线 , 它们 有 额外 的 退化 性 . 这 种 余 维 

2 情形 存在 三 种 类 型 , 它们 定义 三 类 曲线 见 图 9.14.“ 叶 形 ” 蜡 宿 环 可 以 包含 鞍点 ， 

它们 都 是 oo = 0 的 鞍点 (中 性 鞍点 ). 由 此 得 知 , 稳定 和 不 稳定 “大 ”极限 环 都 可 以 

FE, 它们 可 以 “重合 ”. 4 平面 上 对 应 的 边界 以 。 标记 . 如 果 考 虑 整个 4 平面 , € 

看 上 去 像 通过 4 = -i HO. 另外 两 条 边界 对 应 于 退化 的 鞍 - 结 点 连接 , 这 种 连 

接 是 当 鞍 - 结 点 中 心 流 形 ( 它 的 “不 稳定 ”分 界线 ) 沿 着 非 中 心 方向 ( 沿 着 “ 结 点 扇 

形 ” 的 边界 ) 趋 于 另外 的 鞍 - 结 点 时 产生 . 存在 两 种 可 能 的 这 种 退化 性 :“ 方 形 ”( 见 

图 9.20(a)) 或 者 “ 叶 形 ”( 见 图 9.20(b)). 在 4 平面 上 对 应 的 边界 记 为 cl A d. 


(a) (b) 
9.20 退化 的 鞍 - 结 点 异 宿 轨道 : (a) “AB”; (b)“ 叶 形 ” 


解析 和 数值 地 寻找 边界 将 所 考虑 的 4 象限 划分 成 12 个 区 域 , 按 历 史 原 因 记 
A I, I, Il, l(a), IV, IV(a), V, V(a), V(b), VI, VII, 和 VII. 4 œa 从 a= >: 到 


a = GBI) 变化 时 每 一 个 区 域 都 由 它 自己 的 分 支 序列 所 刻画 ， 因 此 , 有 三 个 


D 存在 对 称 的 通过 A = i 的 一 个 椭圆 . 
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非 退 化 条 件 : 
(R4.7) A de, 
(R4.8) A ¢ cia, 
(R4.9) A ¢ d, 


这 些 都 没有 解析 表达 式 . 综合 上 面 的 讨论 , WR 4 是 固定 在 负 和 象限 区 域 之 一 的 内 
部 , 可 以 遇 到 下 面 的 许多 余 维 1 分 支 : 


Ho 平凡 平衡 点 Eo 的 Hopf 分 支 . 首先 (在 - 引 产生 稳定 极限 环 , 其 次 


(在 a= z) 环 消失 . 
T 非 平凡 平衡 点 的 切 ( 折 ) 分 支 . 在 对 应 的 参数 值 8 个 非 平凡 平衡 点 Ex, Sk, k = 
0,1,2,3,4 出 现 / 消 失 . 事实 上 , 它们 出 现 三 种 可 能 性 : 如 果 这 个 分 支 发 生 时 大 环 存 
在 则 它们 或 者 在 “大 ” 环 的 内 部 , 或 者 在 其 上 , 或 者 在 外 部 , 用 Tin, Ton 或 者 Tt 区 
别 这 些 可 能 性 . 
Ay 非 平凡 平衡 点 Ek,k = 0,1,2,3,4 的 Hopf 分 支 , 从 非 平凡 反 鞍点 Er 分 支 
出 四 个 “小 ”极限 环 . 
工 “小 ” 同 宿 回路 分 支 .“ 小 ” 环 由 Hopf 分 支 产 生 , 由 于 非 平凡 鞍点 5 的 同 宿 
轨道 而 消失 . 
Cs “AW” RER. 从 轨道 分 支出 稳定 极限 环 . 
Cc“ 叶 形 ” 异 宿 环 . 它 产生 稳定 的 或 者 不 稳定 的 “大 ”极限 环 , 稳定 性 取决 于 
鞍点 量 oo 的 符号 . 分 别 以 Co MCE 记 这 些 情形 . 
下 “大 ”极限 环 的 折 ( 切 ) 分 支 . 两 个 “大 ” 环 , 外 面 的 稳定 , 它们 可 重合 并 消失 . 
下 面 的 符号 序列 允许 我 们 完全 地 重新 构造 系统 (9.99) 的 分 支 图 , 我 们 相信 在 
A 平面 内 存在 相应 的 区 域 . 对 应 相 图 的 数目 如 图 9.21 和 图 9.22 所 示 , 箭头 上 面 的 
符号 表示 分 支 . 在 区 域 [ 如 前 从 a = -5 开始 , 其 中 只 有 一 个 稳定 的 平凡 平衡 点 
Eo 和 四 个 对 称 的 非 平凡 鞍点 Skk = 1,2,3,4. 在 所 有 其 他 区 域 都 从 单个 大 范围 稳 
定 的 平凡 点 Eo 开始 . 第 一 个 分 支 永远 是 超 临 界 Hopf 分 支 . 
1: 178223 3(3/) brBr, 
11: 4785 2 10 5 BB 4, 
m: 499.5 19 SS 11 3" By, 


II(a) 478.5 19 S$ 11 B19 54. 
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IV 45 SS By, 
IV(a): 48511 810811 BI. 


in o Se } Tout p H 
V:43538 101 y, 
Hgy T 


1 ct y 
V1: 4235 “38 8953n 812 254. 
y Ca Yo 
vil : 4235 736% 7458S 108 11 81054". 
m ct : 
Vill : 4235 736% 7458 -S 9510511 BI. 


图 9.21 区 域 工 中 的 分 支 序 列 


在 最 简单 的 区 域 1 中 典型 的 相 图 序列 如 图 9.21. 注意 , 为 使 序列 便于 理解 , 我 
们 指出 有 三 对 拓扑 等 价 的 相 图 (1(10),2(2) 和 33), 它们 仅 围 绕 原点 旋转 的 方向 不 
同 ). 两 个 相 图 之 间 的 标签 , 对 应 的 分 支 可 从 一 个 变 到 另 一 个 . 相 图 最 复杂 的 序列 是 
对 应 于 区 域 VII, 描述 于 图 9.22. 建议 读者 重新 构造 其 他 所 有 可 能 的 分 支 序列 

由 已 得 的 结果 对 有 1:4 共振 的 一 般 映 射 T。 能 做 些 么 ? 显然 , 近似 系统 的 平凡 
平衡 点 对 应 于 映射 的 平凡 不 动 点 , 系统 的 四 个 非 平凡 Zs 成 对 平衡 点 对 应 于 原 映 射 
单个 周期 4 环 . 可 以 证 明 , 非 平凡 平衡 点 的 切 分 支 和 Hopf 分 支 引 起 映射 非 平凡 不 
动 点 的 切 分 支 和 Neimark-Sacker 分 支 . 如 通常 , 近似 系统 中 的 同 宿 连接 和 异 宿 连接 
变 成 映射 的 异 宿 结构 ( 见 图 9.23). 它们 是 由 非 平凡 鞍点 周期 4 环 的 稳定 和 不 稳定 
不 变 流 形 相交 而 形成 . 这 些 结构 导致 无 穷 多 个 周期 轨道 的 存在 性 . 对 应 于 极限 环 的 
闭 不 变 曲线 失去 它们 的 光滑 性 而 被 破坏 , 儿 乎 与 鞍点 周期 4 环 “重合 ". 个 别 分 支 序 
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列 变 成 依赖 于 o 且 包含 无 穷 多 个 分 支 . 完全 的 详细 情况 看 来 始终 仍 不 知道 ! 


图 9.22 ”区域 VII 中 的 分 支 序 列 


(a) (b) 
9.23 1:4 共振 附近 的 同 宿 结构 : (a) “小 ?; (b) “方形 ”; (c)“ 叶 形 ” 


9.6 ” 折 - 翻 转 分 支 
考虑 离散 -时 间 的 光滑 平面 动力 系统 


re f(z,a), 2 €R*,a€R’, (9.102) 
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它 在 a = 0 有 平衡 点 x = 0, HRT m = 1 和 po = -1. 对 折 - 翻 转 分 支 存在 两 个 
分 支 条 件 . 
对 任何 小 llall, f E > = 0 关于 zx 的 展开 为 


f(z,a) = yla) + Afa)z + R(z, a), 
其 中 ?7(0) = 0 WR R(x, a) = Olle). 由 分 支 条 件 得 知 , 存在 两 个 向 量 qtz(a) € R? 


使 得 
A(a)qi (a) = ài (a)qı (a), 4(a)gz(a) = A2(a)q2(a), 


其 中 à (0) = 1 和 A2(0) = -1. 注意 , 由 于 4(0) 的 特征 值 +1 是 单 的 , Aro 光滑 地 
依赖 于 a, 而 q1,2 也 可 选择 使 得 它们 是 a 的 光滑 函数 . 任何 一 个 向 量 x € R? 对 所 
有 小 llal| 现在 可 表示 为 

z = (8) + é29(0), 


其 中 上 = (1,62)? E R?. 可 以 明确 地 计算 的 分 量 
& = (pila),z), €2 = (p2(a), £), 


其 中 
A™(a)pi(a) = Ai(a)pi(a), AT(a)pz(0) = Xa(a)pa(a)， 


以 及 (pila), q(a)) = (pa(a),g(a))》 = 1. 由 于 (pi(a),g(a)) = (p2(a), q (a)) = 0, 
映射 /在 坐标 系 下 取 形 式 


Çi E (a) + Ai(a)cl + Si (E, a) 
( & ( ao2(a) + A2(a)Ez + S2(£, a) ) l (9.103) 


其 中 
opla) = (pkla), y(a)), Sk(é,0) = (pk(a), REg (a) + £29q2(a), a) 
XÍ k= 1,2. 进一步 展开 Sy 2(€,0), 可 以 将 (9.103) BH 


oila) +à (a) 十 pD gaang 


6 ) i+j=2,3 
= + O(IEl|*). (9.104) 
( $2 azla) + h(a)é2 + >) iy! hij (@)ELES 
i+j=2,3 


先 考虑 对 a = 0, 当 01 (0) = oz(0) = 0 和 Xi(0) = —A2(0) = 1 时 的 映射 (9.104). 
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引 理 9.16 (临界 规范 形 ) ”假设 光滑 映射 P:R? 一 RR? 有 形式 
a+ D mig 


E ) tm | soil’), (9.105) 
&2 —fo+ a, agi (MGS 
i+j=2,3 


E hi £0. 则 可 用 可 逆 的 光滑 的 变量 变换 将 Fy 化 为 形式 


m + a(0)n? + b(0)n3 + c(0)n? + d(0)mn2 
m \ _, ( m+a(O)n + 6(0)n3 + c(0)n} + dO) ng +O((In|i*), (9.106) 
no 一 ?2 + 172 


其 中 


1 1 3 
a(0) = TA b(0) = 5902h; c(0) = one, (0 + onha) f (9.107) 


3 hao + 2h21 — 2g11h20) — g20(3hĝo + 2ho3) 1 1 
d(0) = go2(hozh20 + 2h21 ae g20(3ho2 + 2hos) _ TA + ign 


+ goajoz = abe = hos. (9.108) 
证 明 ”第 一 步 (二 次 项 ). 应 用 坐标 的 多 项 式 变换 
1 
&=m+ 5Ca0n? + Gumine + z C0212 
(9.109) 


1 1 
E2 = 712 + z Hon? 十 五 11771772 + zon 


到 (9.105), 得 到 


1 1 
Mm => m 十 59207 + (911 + 2Gi1) mine + 5 9022 tee, 


1 1 
m => —m + 5(h20 一 2H20)ni + himn + 5 (hoz 一 2Ho2)n3 +-->, 
这 里 省 略 号 表示 高 阶 项 . > 
l 1 1 
Gu = 一 5g911， H= sh2zo, Hor = xhoo, (9.110) 
2 2 2 


消去 尽 可 能 多 的 二 次 项 . 剩 下 的 二 次 项 称 为 共振 项 . 
第 二 步 (三 次 项 ). 现在 假定 第 一 步 已 经 做 了 , 因此 (9.105) 中 只 有 共振 二 次 项 
和 所 有 三 次 项 . 考虑 多 项 式 变换 
&=mt+ 5 Goo + 5Cnnine + 5 Gunn} + Cosi, 
(9.111) 


1 1 1 1 
E2 = N2 + goni + z Hanin + 3 Hi2mm + gom. 
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显然 , 这 不 改变 二 次 项 . 经 过 变换 后 , 得 到 


1 Sl 2 
mem + zg + 90272 


2 2 
十 Sason? + 5 (921 + 2G2i)nine + gimn? + 5 (90s + 2Go3)n3 +--> 
和 
112 > — N2 + hiimne 
十 5 (hao — 2H30)m + Na 十 Znz — 2Hi2)}mn + Shoan peera 
令 


1 1 1 1 
G 一 一 一 一 一 一 = —h H 一 =h 
21 59213 G30 5903) H30 /30， 12 = shia, 


消去 四 个 三 次 项 , 剩 下 的 三 次 项 也 称 为 共振 项 . 用 (9.111) 改变 不 了 它们 . 
第 三 步 ( 超 -标准 化 ). (9.109) 的 系数 Hi, Goo 和 Goo 不 影响 (9.105) 的 二 次 项 
但 改变 了 它 的 三 次 项 . 在 计算 变换 映射 的 三 次 项 时 考虑 到 (9.110), 得 到 


1 1 1 3 
m rem + 592071 + 39022 + 6 (930 + 3911h20)m 


1 由 
十 3 (2902M: 一 go2G20 + (g20 + 2h11)Go2 + 3911ho2 十 gi2 一 oh mr 十 ，…- 


1 1 
n = 一 nz + himn 十 3 (soot: + hi1G20 — giiheo + 3 hozh2o + ha ) nt 


1 3 
ta (3902M: + 3Go2h11 + hos + sha ) TETEN 


这 里 仅仅 显示 共振 三 次 项 . 因此 可 以 尝试 选取 H, Go 和 Go 以 消去 已 经 被 改变 
的 三 项 . 这 要 求解 一 个 线性 方程 组 


1 
=z hoz — gi2 + 9 如 


2go2 —go2 2hi1 + g20 Hii i 
g2 hi 0 Goo |=] guhæ-— zřozhz — hay 
3902 0 3hi1 Goz 


3 
—ho3 一 z302 


它 的 矩阵 的 行列 式 为 零 . 但 是 , 利用 非 退 化 条 件 hi, 关 0, 可 以 消去 规范 形 第 二 个 分 
量 中 的 共振 三 次 项 . 因此 , > 
Hn = 0， (9.112) 
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并 从 上 面 的 线性 方程 组 得 到 
1 
Go2 = -= (joo + he) » Goo = E (onha — ha 一 sono ) . (9.113) 


第 四 步 (最 后 的 变换 ). 现在 , 用 第 一 步 和 第 三 步 确定 的 系数 , 利用 变换 (9.109) 
变换 原 映 射 (9.105). 所 得 映射 中 , 含有 共振 二 次 项 , 非 共振 三 次 项 以 及 在 映射 的 第 
一 个 分 量 中 只 剩 下 的 两 个 共振 三 次 项 . 然后 , 从 第 二 步 的 变换 (9.111) 允许 消去 所 
有 非 共振 三 次 项 而 不 改变 所 有 剩 下 的 二 次 项 和 三 次 共振 项 . 最 后 进行 线性 尺度 化 


使 得 第 二 个 分 量 mm 前 面 的 系数 等 于 1. 由 此 得 临界 规范 形 系数 表达 式 (9.107) 和 
(9.108). 口 
定理 9.4 (依赖 于 参数 的 规范 形 ) ”考虑 依赖 于 两 个 参数 的 平面 映射 


EH F{é,a), €€R’,a€ R’, 


KP F: R? xR? R? 光滑 且 使 得 
(F.1) Fo : E Fo(€) = F(E,0) 满足 引 理 9.16 的 假设 : 
(F.2) 由 
P(E,a) 一 人 
; + T(E,a) =| det e(€,a) +1 (9.114) 
tr Fe(€, a) 


ELKA T : R? xR? R?xRxR (€,a) = (0,0) 正则 . 
则 对 所 有 充分 小 llall, F 可 经 光滑 依赖 于 参数 的 变量 的 光滑 可 逆 变换 以 及 光滑 可 
逆 的 参数 变换 变 成 形式 


+ O((|n!|*), 


(9.115) 

其 中 所 有 的 系数 都 是 6 的 光滑 函数 , 它们 在 81 = Bo = 0 的 值 由 (9.107) 和 (9.108) 
给 出 . 

证 明 ”用 光滑 依赖 于 参数 的 光滑 坐标 变换 将 (9.104) 代入 (9.115). 考虑 变量 
变换 


( h ) = ( Bı + (1 + B2)m + a()nz + b)n? 十 c(8)7 + dln 
"2 =n2 + Mm 
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1 1 
E = m + €0(a) + €1(@)n2 + 5 G20(@) mi + Gii(a)mn2 + 5 Go2(a)n3 


1 1 i 
+5Gz(a)nin + geo (a) m2: 
(9.116) 


1 1 
£9 = n2 + o(a) + d1(a)m + 3 H2o(o) 十 3 Ho2(a)n2 


1 1 
+z Hs0(a)n3 + zM(a)mn, 


其 中 所 有 的 系数 现在 都 还 是 a 的 未 知 光滑 函数 , 对 i = 0,1 使 得 si(0) = 4;(0) = 0. 
显然 , 对 a = 0, (9.116) 化 为 引 理 9.16 证 明 中 的 第 四 步 最 后 尺度 化 前 引入 的 变换 . 
现在 要 求 (9.104) 在 n 坐标 系 下 的 Taylor 展开 取 形 式 


Cs 
72 —72 


ee a 


O 4), 
Elaina E (ol ) 


其 中 pj1(0) = jx2(0) = 0. 在 经 所 有 这 些 变换 后 , 要 求 化 为 求解 代数 方程 组 
Qa(Eo, €1; 50, 61, 1, 82, G20, G11, Go2, G21, Go3, H20, Hoz, H30, H12, A, B, C, D, E) =0, 


其 中 Qa: R? 一 R? 是 由 对 应 Taylor 系数 相等 得 到 的 方程 . 这 个 系统 在 a = 0 的 
Jacobi 矩阵 J, 当 
E0 = €1 = ĝo = ĝi = fi = G2 = 0 

时 有 det(J) = —147456h3, 4 0. 因此 , Bape BE PRUEAE HR (9.116) 的 系数 作为 a 
AY eR RUS eB AEE BG. 

尺度 化 

Tı 
E EE Ela) 

给 出 最 后 的 (9.115), 其 中 Ela) = hi1(0) + Olla). 显然 , 临界 系数 与 引 理 (9.115) 
中 的 相同 . 

此 外 , 可 以 证 明 


2) 1 ( or ) 
det | -一 = — det | 一 一 一 
ğ (2 a=-0 4h1(0) s ama) / ao” 


XE T 是 在 (n,a) 坐标 下 的 映射 (9.114), 即 映 射 (9.104). 因此 , 如 果 hy, (0) 4 0, 
(9.114) 在 原点 的 正则 性 等 价 于 映射 w 8 的 正则 性 , 故 可 以 用 b 和 Bo 作为 新 参 
数 . 口 
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在 (9.115) 抛弃 Olini) 项 得 截断 规范 形 
( zl ) > ( A, + (1 + B2)a1 + a(B) xj + b(8)x3 + c(8)x3 + d(B)ax,23 ) (9.117) 


T2 —T2 + T1T2 
其 中 (zl za) 再 次 用 于 代替 (m, m2). 用 z Nole) 记 这 个 映射 , 我 们 看 到 
RNa(z) = Ng(Rz), 


其 中 


_f{1 0 J 
R= ( ot | R = Ip. (9.118) 
由 此 得 知 (9.117) 的 相 图 在 关于 zi 轴 反 射 作用 下 不 变 . 
记 规范 形 系 数 的 临界 值 为 


ag = a(0), bo = b(0), C0 = c(0), do = d(0). 


为 了 研究 (9.117) 的 分 支 , 我 们 将 用 流 近似 这 个 映射 如 同 对 强 共 振 1:2 的 研 
究 , 可 以 考虑 二 次 迭代 N2, 并 用 沿 着 平面 连续 -时 间 系 统 轨道 的 单位 -时 间 移 位 来 
近似 它 . 但 是 , 比较 方便 的 是 找 流 近 似 Ne 和 反射 xz Re 的 复合 映射 , 其 中 RE 
由 (9.118) 定义 的 矩阵 . 

定理 9.5 ”截断 规范 形 (9.117) 满足 


RBa(lz) = p35(z) + O(|| lI?) + O(||x[|7(13]}) + O((|ai!*), (9.119) 
其 中 of 是 平面 系统 
tı = 61+ (—aoßı + Do)zi 十 aoz? + box3 + d,x3 + dzx1 2x3, 
1 (9.120) 
to = pz? 一 Z172 + 四 Zra + daz3 
的 流 , 这 里 
1 1 
dı = co — aĝ, dz = do ~ aobo +bo, ds = 3 (20 一 [a abo: 
证 明 “如同 分 析 1:1 共振 , 将 95 构造 为 流 


XH g(x) = ( a) ) "a a bi 
的 前 面 两 个 分 量 . 这 个 流 是 由 把 参数 看 作为 常数 变量 的 四 维系 统 


X =Y(X) = JX+Y(X) + ¥3(X)4---, XER (9.121) 
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生成 . 这 里 
0 0 1 0 
0 0 0 0 ,#00= (20) 
0 0 0 0 0 
0 0 0 0 


其 中 每 一 个 Zi 是 R4 到 R? 的 具有 未 知 系数 的 上 次 齐 次 多 项 式 函数 . 定义 


Na(z) 
M(X) = 
(X) ( 3 ) ， 


(22). 
0 h 
其 中 RR 是 由 (9.118) 给 出 . 现在 求 使 得 S(X) = (X) + O(||X|I*) 的 向 量 场 Y. 
为 了 寻求 向 量 场 Y 的 明显 表达 式 , 对 (9.121) 作 三 次 Picard HAL, MO X(t) = 
eX 开始 , TÆ, 显然 SM(X) 的 线性 部 分 与 XO) 重合 . 
由 于 我 们 应 该 看 出 Picard 的 第 二 次 迭代 X(t) 的 结果 , 可 令 Y 的 某 些 系数 
等 于 零 : 


并 引入 4 x 4 分 块 对 角 矩 阵 


1 1 
Ajof121 + Agi for, 十 z4x] + 340223 
Y> = Bilizlz2 + Bio0i72 
0 


0 
于 是 


t 
X)(t) =e" X + f ey XV (7) dr 
0 


1 1 1 
(Arot+ 34t) Bızı +Ao1b2x£1t+ 5 420zit 十 5 0273t 


Z1 十 tiO1 
T2 1 
= 4 By x, 2qt + (Zane + Biot) Bizx2 
Ay 2 
Bo 0 
0 
+ O((||S||?). 


比较 SM(X) 和 X21) 的 二 次 项 , 得 到 


A10 = —ao, Az0=2a0, Ao1=1, Ago =2bo, Big = 5, Bıı = 一 |， 
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JER, 对 三 次 部 分 , 我 们 只 对 z 的 三 次 项 感 兴趣 . 因此 令 
1 a 
> qi Ani 
i+j=3 
j a 
芭 = qi Buti 
i+j=3 * 
0 
0 


得 
1 
XO (1) =e7X + e7027) [¥2(x(r)) + ¥a(X?(r))] dr 
0 


£1 + G1 + Box, + aox? + box} 
T2 — T1T2 
By 
Be 


1 1 1 1 r 
(540+) x3 + Arrive + (cabo bot 342) Z172 十 6 40372 


1 1 1 Lif 
+ g Batt + 5(—a0+1+ Bar)aizat 5 Biota} +5 (au-o) x 
0 
0 


+ O(||G]|?) + O(||a|?||B||). 
比较 SM(X) 和 XX(3)(1) 的 三 次 项 , RAY, 的 系数 
Azo = 6(co — aĝ), A21 =0, A12 = 2(do — aobo + bo), Aos=0, 
B33 =0, Bor=ao—-1, Biz=0, Bos = 300. 
这 给 出 (9.120). 口 
下 面 对 小 的 参数 值 在 原点 的 小 邻 域内 描述 近似 系统 (9.120) 的 分 支 ( 见 图 9.25~ 
图 9.28). 这 个 分 支 图 类 似 于 第 8 章 已 经 研究 过 的 截断 振幅 系统 (8.82) 的 折 Hopf 


分 支 . 由 于 变换 za 一 一 zo, (9.120) 不 变 , 它 的 相 图 关于 z: 轴 对 称 , 我 们 只 画 了 
它们 的 上 半 部 分 . 


在 所 有 情形 , 系统 对 r > 0 有 不 多 于 3 个 平衡 点 . 如 果 
(FF.1) ao # 0, 


则 满足 zz = 0 的 两 个 平凡 平衡 点 由 于 非 退化 折 分 支出 现在 曲线 
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2 
F= TIS :B= as + (68) 


ag 
E. 曲线 FF 有 两 条 分 别 对 应 于 Bo > 0 和 b < 0 的 分 枝 F, 和 F. 只 要 
(FF.2) bo £ 0, 
两 个 平凡 平衡 点 之 一 沿 着 产生 zz > 0 的 非 平凡 平衡 点 的 直线 
P = {(81, 2) : bı = 0} 


产生 非 退 化 又 分 支 . 此 外 , 当 bo > 0, 非 平凡 平衡 点 在 分 支 曲线 


_ (2bo + do) 


5 Bı +0(81), bı < o} 
0 


NS = { (31s) : b2 
上 具有 Hopf 432. 可 以 验证 , 对 应 的 第 一 个 Lyapunov 系数 
lı = ensCy + o(ĝ1), 


其 中 C4 > 0， 且 
CNS = 3boco 一 ao(2aobo + 3bo + do). (9.122) 


因此 , 若 
(FF.3) 3boco — ao(2aobo + 3b + do) £ 0, 


则 Hopf 分 支 是 非 退化 的 并 产生 单个 极限 环 . 
E ao 和 bo 都 是 正 的 , 则 (9.120) 的 两 个 平凡 平衡 点 都 是 鞍点 , 它们 永远 沿 着 

zl 轴 由 异 宿 轨 道 连 接 . 当 参 数 属于 曲线 

2ao(aobo + aodo + do) + 3bo(ao + co 


) 
poao(3 + 2ao) pı + (1), < o} 
(9.123) 


J= TES :bz = 


时 存在 另外 的 异 宿 连接 . 

对 截断 规范 形 映 射 (9.117) 这 些 结果 意味 着 什么 ? 映射 的 轨道 从 下 半 平 面 跳 到 
上 半 平 面 然后 返回 . 这 可 从 (9.119) 容易 理解 ,由 此 得 知 , (9.115) 是 由 沿 着 (9.120) 
的 轨道 单位 -时 间 移 位 yp 和 反射 (跳跃 )R 合成 的 近似 . 注意 , 单位 移 位 仅仅 给 出 
与 合成 的 截断 规范 形 的 近似 . 但 是 , 如 通常 , (9.120) 的 平凡 平衡 点 对 应 于 (9.117) 
的 不 动 点 . 非 平凡 平衡 点 对 应 于 映射 的 周期 2 环 , (9.117) 的 极限 环 对 应 于 闭 不 变 
曲线 或 者 附近 存在 的 更 复杂 的 不 变 集 . 平凡 平衡 点 的 折 分 支 引起 oy 轴 上 不 动 点 的 
TAM, 叉 分 支 变 成 不 动 点 的 倍 周期 (翻转 ) 分 支 , 以 及 非 平凡 平衡 点 的 Hopf 分 支 
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它 保证 周期 2 环 的 Neimark-Sacker 分 支 . 可 以 证 明 , 对 应 的 分 支 曲线 如 对 平衡 点 分 
支 有 相同 的 渐 近 表达 式 . 此 外 , 在 相同 条 件 下 分 支 是 非 退化 的 . (9.120) 的 J 曲线 的 
出 现 得 知 对 映射 (9.117) 存在 两 条 曲线 , 沿 着 它们 出 现 异 宿 切 触 ( 见 图 9.24 中 的 曲 
线 hi2). 这 两 条 曲线 之 间 存 在 异 宿 结构 . 


9.24 出 现在 直线 hi2 上 的 异 宿 切 触 以 及 它们 之 间 的 横 截 异 宿 结 构 


现在 围绕 (m.u) 平面 的 原点 讨论 截断 规范 形 映射 (9.117) 的 分 支 , 有 四 种 情 
形 , 前 面 两 个 情形 又 有 两 个 子 情形 . 它们 由 ao, bo 和 ens 的 符号 所 确定 . 

情形 1 (oo > 0, bo > 0). 在 区 域 1 (图 9.25) 轨道 只 不 过 跳 向 右边 ， 穿 过 FẸ 
致 在 水 平 轴 上 出 现 两 个 不 动 点 . 在 区 域 2 这 两 个 不 动 点 之 一 是 完全 不 稳定 , 另 一 个 
是 鞍点 . 当 从 2 到 3 穿 过 曲线 已 时 不 稳定 不 动 点 变 成 鞍点 , 并 出 现 不 稳定 周期 2 
环 . 如 果 cys > 0, 4M 3 到 4+ 时 , 由 于 在 NS, 上 Neimark-Sacker 分 支出 现 “ 绕 


9.25 情形 1 (ao > 0, bo > 0) 
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着 ”周期 2 环 的 不 稳定 不 变 曲 线 . 如 果 进 入 5, 在 通过 J 附近 与 异 宿 分 支 相 应 的 
一 系列 分 支 时 不 变 曲线 消失 . 如 果 ons < 0, 通过 与 异 宿 结 构 相 应 的 一 系列 分 支 时 
稳定 闭 不 变 曲 线 呈 现在 4. 这 个 稳定 的 不 变 曲 线 一 直 存 在 到 穿 过 NS_, 在 那里 稳 
定 周期 2 环 变 成 在 5 中 的 吸引 点 . 接 下 来 穿 过 P_, 周期 2 环 消失 , 留 下 的 是 在 6 
中 的 稳定 不 动 点 和 鞍点 . 当 回 到 1 时 , 这 两 个 点 重合 . 

情形 2 (ao < 0, bo > 0). 固定 一 个 在 原点 附近 的 相 区 域 . 现在 从 区 域 1 的 水 平 
轴 开 始 , 在 轴 上 有 两 个 不 动 点 , 一 个 稳定 , 一 个 不 稳定 (图 9.26). 然后 穿 过 翻转 曲线 
P, 进入 2, 出 现 一 个 具有 倍 周期 的 不 动 点 , 和 周期 2 环 . 水 平 轴 上 的 不 动 点 在 曲线 
Fy ERA, 这 条 曲线 分 开 区 域 A 3, 在 上 存在 稳定 的 周期 2 环 . ceys > 0, 则 当 
穿 过 Neimark-Sacker 分 支 曲 线 NS, 时 出 现 不 稳定 不 变 曲 线 . 这 条 不 变 曲线 不 断 增 
K, 直到 它 到 我 们 选择 的 固定 相 区 域 的 某 条 曲线 By 处 破裂 而 消失 . 事实 上 , 不 变 
曲线 在 碰 到 这 个 区 域 的 边界 前 就 可 失去 它 的 光滑 性 而 消失 . 若 ens < 0, 则 第 一 个 
遇 到 “边界 分 支 ” 曲线 B_, 那里 一 个 大 的 稳定 不 变 曲 线 出 现在 我 们 的 固定 相 区 域 . 
从 4- 到 5 转移 时 由 于 Neimark-Sacker 分 支 这 条 曲线 遭 到 了 破坏 . 最 后 穿 过 折 曲 线 
F_ 在 6 中 产生 两 个 不 动 点 , 在 已 通过 翻转 分 支 周 期 2 环 再 次 消失 , 回 到 区 域 1. 


图 9.26 情形 2 (ao < 0,bo > 0) 


情形 3 (ao > 0, bo < 0). 从 区 域 1 具有 周期 2 鞍点 环 开始 (图 9.27), 通过 折 曲 
BF, 进入 2, 在 水 平 轴 上 产生 两 个 不 动 点 , 一 个 是 鞍点 , 一 个 是 排斥 的 . 然后 , 当 
穿 过 翻转 曲线 已 进入 3 时 , 周期 2 环 破裂 , 得 到 z1 轴 上 的 两 个 鞍点 . 通过 已 BE 
入 4 时 , 一 个 鞍点 变 成 稳定 点 , 并 产生 周期 2 环 . 最 后 , 在 水 平 轴 上 的 不 动 点 在 F 
上 重合 , 又 在 区 域 1 了 . 
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图 9.27 情形 3 (ao > 0,bo < 0) 


情形 4 (ao < 0,bo < 0). 从 区 域 1 开始 (图 9.28), 如 同情 形 3, 有 周期 2 鞍点 
环 , 但 也 稳定 , 以 及 在 zi 轴 上 不 稳定 不 动 点 . 当 通 过 P, 曲线 进入 2 时 不 稳定 点 变 
成 鞍点 . 然后 在 区 域 3, 鞍点 和 稳定 点 在 FA 上 重合 以 后 除了 “ 像 鞍 点 的 流 ” 没有 特 
别 的 现象 出 现 . 从 3 进入 4 当 通 过 在 F 上 的 折 分 支 时 得 到 鞍点 和 一 个 不 稳定 点 . 
在 已 上 时 由 翻转 分 支 产 生 周期 2 环 , 也 就 回 到 1. 

图 像 给 出 了 截断 规范 形 (9.117) 的 分 支 比 较 详细 地 描述 , 但 是 , 这 些 描述 是 不 
完全 的 , 因为 出 现 闭 不 变 曲线 和 异 宿 切 触 . 

事实 上 , 在 闭 不 变 曲 线 上 的 旋转 数 可 无 穷 多 次 从 有 理 数 变 到 无 理 数 , 此 外 , 不 
变 曲 线 可 以 失去 光滑 性 而 消失 . 在 异 宿 切 触 附 近 会 发 生 分 支 的 无 穷 序 列 , 包括 翻转 
瀑布 和 折 分 支 . 

在 截断 规范 形 (9.117) 中 加 入 高 阶 项 , 即 恢复 到 (9.115), 分 支 图 像 更 加 复杂 . 可 
以 证 明 , 对 充分 小 |||], 映射 (9.115) 与 有 相同 渐 近 性 的 任意 高 阶 项 的 (9.117) 有 相 
同 的 不 动 点 分 支 和 周期 2 环 . 因此 , 我 们 知道 局 部 地 能 够 期 望 什么 . 特别 , 在 情形 1 
和 2 出 现 闭 不 变 曲线 . 此 外 , 沿 着 向 量 场 (9.120) 轨道 的 单位 移 位 和 反射 的 合成 近 
似 (9.115), 实际 上 相当 于 近似 (9.117). 这 导致 在 情形 1, (9.115) 有 两 条 分 支 曲线 ， 
沿 着 它们 出 现 异 宿 切 触 . 在 这 些 曲线 之 间 出 现 异 宿 结构 . 一 般 地 (9.115) 中 的 高 阶 
项 影响 这 些 曲 线 , 但 它们 仍 保留 切 于 曲线 (9.123). 
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9.28 ”情形 4 (ao < 0,bo < 0) 


(9.117) 和 一 般 的 (9.115) 相 图 之 间 存 在 着 许多 差异 . 这 与 其 他 异 宿 切 触 有 关 . 
例如 , 在 截断 规范 形 (9.117) 中 , zi 轴 永 远 是 不 变 的 , 因此 , 在 情形 1 和 3 有 位 于 
水 平 轴 上 鞍点 之 间 的 异 宿 连接 . 但 是 , 一 般 地 , (9.115) 中 的 高 阶 项 破坏 了 反射 对 称 ， 
党 着 z1 轴 的 异 宿 连接 失去 . 对 异 宿 结 构 允 许 这 种 情况 发 生 是 由 于 在 水 平 轴 附 近 逻 
点 的 不 变 流 形 的 相交 性 . 这 种 相交 性 或 者 是 横 截 的 (图 9.29) 或 者 是 相 切 的 . 因此 ， 
在 前 面 三 种 情形 (9.117) 的 分 支 图 与 一 般 (9.115) 的 不 局 部 拓扑 等 价 . 


9.29 在 水 平 轴 附 近 的 一 个 横 截 异 宿 结 构 


9.7 nn 维 映 射 的 临界 规范 形 


为 了 将 不 动 点 的 余 维 2 分 文理 论 应 用 到 具体 映射 , 还 需要 在 分 支点 验证 非 退 
化 条 件 , 即 要 计算 在 中 心 流 形 上 临界 规范 形 到 某 一 阶 的 系数 . 这 些 系数 可 以 用 先 计 
算 中 心 流 形 的 Taylor 展开 , 再 计算 对 应 的 规范 形 系 数 来 求 得 . 在 不 动 点 余 维 1 分 
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eee RES 
支 这 些 系 数 的 明显 公式 (5.46), (5.49) 和 (5.54) 在 第 5 章 已 找到 . 对 于 余 维 2 分 支 
这 个 方法 不 切实 际 . 

这 一 节 , 用 类 似 于 对 ODEs 的 平衡 点 余 维 2 分 支 用 过 的 交替 “结合 ， 标准 化 技 
巧 来 推导 中 心 流 形 上 临界 规范 形 系数 .考虑 具 至 多 两 个 临 界 乘 子 的 不 动 点 的 所 有 
余 维 2 分 支 . 因此 , 9.1 节 中 所 列 出 的 除了 情形 (9)~(11) 的 所 有 情形 都 包括 了 . 

下 面 用 的 标准 化 方法 非常 类 似 于 8.7 节 . 假设 光滑 映射 


z= F(z), F:R® +R" 
有 非 双 曲 不 动 点 x = 0, 且 限 制 在 中 心 流 形 上 的 这 个 映射 已 经 变换 成 规范 形 
w G(w), G:R HR, 


其 中 ne 是 临界 乘 子 的 数目 (计算 重 次 ), 或 者 等 价 地， 是 中 心 流 形 的 维 数 ， 局 部 地 ， 
中 心 流 形 可 用 w E R” 参数 化 : 
x= H(w), H:R™ >R”. 

由 于 中 心 流 形 是 不 变 的 , 我 们 有 下 面 满足 

H(G(w)) = F(H(w)) (9.124) 
NH 的 同调 方程 . 如 同 8.7 节 , G 和 H 的 Taylor 系数 可 从 (9.124) HARTER 
到 . 事实 上 , H 的 Taylor 展开 式 同时 确定 了 中 心 流 形 的 展开 ， 在 上 面 的 标准 化 变换 ， 
以 及 所 得 规范 形 的 系数 . 所 得 公式 仅 包含 Jacobi 矩阵 和 它 的 转 置 的 临界 特征 向 量 ， 


以 及 映射 F 在 临界 不 动 点 按 原来 基 的 Taylor 展开 式 (8.118). 同样 的 “加 边 技巧 ” 
将 用 来 解 如 8.7 节 的 奇异 线性 方程 组 . 


9.7.1 RX 


在 这 一 情形 只 存在 一 个 临界 乘 子 +1, 以 及 (9.6) 中 的 系数 5 为 零 . 这 种 分 支 
(参看 9.2 节 ) 的 临界 规范 形 可 写 为 


wœ w + cw? + O(w*), 
其 中 w eR! 是 沿 着 一 维 中 心 流 形 
1 
H(w) = wq + zw? + Shau? + O(w*) 


的 局 部 坐标 . 这 里 h; eR", H 
Aq =q. 


第 9 章 离散 -时 间 动 力 系统 不 动 点 的 双 参 数 分 支 - 433 . 


我 们 也 引入 满足 
A™p=p, (p,q)=1 


的 伴随 特征 向 量 . 合并 (9.124) 中 的 w? 项 , 得 到 方程 
(A — In)he = —B(q, q). 
由 于 左边 的 矩阵 是 奇异 的 , 但 是 右边 的 由 于 (5.46) 而 满足 Fredholm 可 解 性 条 件 


(p, B(q,4)) = 0, 用 加 边 技巧 来 求 满足 (p, h2) = 0 的 唯一 解 ho © Rn 将 它 记 为 
ho = —(A—I,))§Y B(q,q). 接 下 来 继续 考虑 三 次 项 , 得 


(A — 1)hs= 6cg— C(g,gq,g) — 3B(g,h2). 


这 是 另 一 个 奇异 线性 系统 . 用 Fredholm 可 解 性 条 件 和 q 关于 p 的 标准 化 , 可 以 将 
临界 系数 c RA 


tye 5 C(4,4,9) — 3B(q, (A — In)™Y B(q,q))). (9.125) 


这 个 表达 式 与 第 5 章 得 到 的 (5.47) 一 样 . 
9.7.2 ”广义 翻转 分 支 


在 这 一 情形 只 有 一 个 临界 乘 子 -1, 以 及 (9.7) 中 的 系数 c, 它 由 (5.49) SHA 
为 零 . 临界 规范 形 是 
wr —w + dw? + O(ws), 


其 中 w eR! 是 沿 着 一 维 中 心 流 形 适 当选 择 的 局 部 坐标 ( 见 9.3). 中 心 流 形 由 
H(w) = wq + show? + shaw + hut + —hsw® + O(w®) 


1 
120 
确定 , 其 中 hi eR", A 
Aq = ~q. 


可 以 求 满足 
ATp = =p, (p, q) =1 
的 伴随 特征 向 量 p. 合并 (9.124) 中 的 w? 项 , 得 到 


(A —In)he = —B(q,q), (9.126) 
这 是 一 个 非 奇异 线性 系统 , CAME H ho. 对 w 项 继续 进行 得 


(A + In)hs = —C(q,9, 4) — 3B(q, ha). (9.127) 
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这 是 一 个 可 解 的 奇异 系统 , 因为 由 于 (5.49), 在 广义 翻转 分 支 上 ， 
(p, C(q, q, q) 中 3B(q, h2)) = 0. 
假设 hs Æ (9.127) 满足 (p, hs) = 0 的 唯一 解 . (9.124) 中 的 四 次 项 给 出 
(A — In)ha = —(4B(q, h3) + 3B(h2, h2) + 6C(q, 9, h2) + D(G,9,9,9)). (9.128) 
这 是 一 个 非 奇 异 系统 , 因此 可 解 出 ha. 最 后 , 临界 系数 d 出 现在 五 次 项 
(A + In)hs =120dq — (5B(g, ha) + 10B(h2, h3) + 10C(q, q, hs) 
+ 15C(q, h2, h2) + 10D(q, 9,9, h2) + E(9,9,9;9, 9))- 

ii gaa 

= (p, 5B(q, ha) + 10B(h2, h3) + 10C(q, q, ha) 

+ 15C(q, he, h2) + 10D(q, q, q, h2) + E(g,q,g,9,9)). 
在 这 个 公式 中 , 向 量 ho, hs 和 hs 分 别 是 线性 系统 (9.126)~(9.128) 的 解 . 
9.7.3 Chenciner 分 支 


这 个 分 支出 现在 有 一 对 满足 al = 1 的 复 乘 子 以 及 (9.8) 中 系数 的 实 部 d 
为 零 的 情形 . 还 假定 此 外 没有 其 他 临界 乘 子 , 且 


eikbo AL XÍ k = 1,2,3,4,5,6. 
临界 规范 形 (9.20) 可 以 写 为 
wry ew 十 cy w|w|? + cow|w|* + O(\w|*), 


其 中 w e Cl 是 中 心 流 形 上 适当 的 局 部 复 坐 标 . 在 Chenciner 点 , 第 一 个 Lyapunov 
系数 11 = Redi AS, 其 中 di = ec. 选择 复 特征 向 量 满足 


Aq= lq, Ag = eq, 
A'p=e op, ATp = ep, 


且 使 得 (p,q) = 1. 现在 中 心 流 形 的 参数 化 由 


H(w,w)=wq+wg+ X ai hjrwi we + O(|w|*) 
repress? 


定义 ， 其 中 hjk € C”, hej = hkj- 


第 9 章 离散 -时 间 动 力 系统 不 动 点 的 双 参 数 分 支 -435 . 


合并 (9.124) 中 满足 j +k = 2  wiw 项 , 得 到 下 面 的 非 奇 异 线性 系统 


(A — e797, )h20 = 一 已 (9,9)， 
(4 = Tn)hii = —B(g, g), 
(A = e720 7 hoz = —B(g, q). 


合并 (9.124) 中 满足 j +k = 3 的 ww 项 得 


(A — e* 7, )h30 = —C(q, q, q) ~ 3B(q, hoo), (9.129) 
(A —e'°I,)hor = 2c1q — C(q, 4,9) — B(G, hao) ~ 2B(G, hit). (9.130) 
(4 一 e J, )hi2 = 201g — C(q, 4,4) — B(q, hor) — 2B(q, hi1), (9.131) 
(A—e Wh)hos = —C(G, q, 9) — 3B(G, hoz). (9.132) 


线性 系统 (9.129) 和 (9.132) ERRAR. 系统 (9.130) 和 (9.131) 也 是 复 共 
PUA ATEN. 作为 中 间 结 果 , 从 (9.130) 的 可 解 性 得 表达 式 


1 2 C(4,4,3) — B(q, (A — e”® In)" B(q, q)) — 2B(q, (A — In)” ‘Bq. @)), 
由 此 可 得 第 5 章 推导 过 的 公式 (5.54). 用 cy 这 个 值 再 用 加 边 技巧 求 得 (9.130) 满足 
(p, hor) = 0 的 唯一 解 hoy. 
满足 j 十 k= 4 的 项 ww 得 非 奇 异 线性 系统 
(A— e* J, )hao =— [D(q, 9.9, 9) + 6C(g,gq, h20) + 3B(hao, h20) + 4B(q, hao)), 
(A — e” In )hsı = — [D(q, 9, 9,4) +3C(g,g, hi1) + 3C(q. 7, h20) + 3B(q, ha1) 
+ 3B(hi1, h20) + B(G, hao)! + 6eih2oe, 
(A — In)ha2 = ~ [D(4, 9,4, 9) + Cla, q, hoz) + C(G, q, hoz) + 4C(q, ĝ, hit) 
+ B(h2o, hoz) + 2B(hi1, h11) + 2B(q, h12) + 2B(G, h11 )] 
+ 4hii(cie 1 + ge), 
(A ~ eT, )his = — [D(q, 4, 4,9) + 3C(4, G, hu) + 3C(q, g, hoz) + 3B(G, hi2) 
+ 8B(hi1, hoz) + B(q, hos)] + 6črhoze™®, 
(A—e In )hos = — [D(4, 4,4, 4) + 6C(G, 4, hoz) + 3B(ho2, hoz) + 4B(g, hos)]. 


(9.124) 中 的 w3w? 项 给 出 奇异 系统 


(4 = e' 7, )hge =12coq ay [E(q, q: q, q, a) + D(q, q.q, hoz) + 6D(q, q, q, hıı) 
+ 3D(q, 4, 9, h20) + 3C (q, hoo, hoz) + 6C (q, hin, hit) 
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+3C(g,g,h12)+ 6C(q, G, h21) + 6C(G, h11, h20) 
+ C(G, 7, h30) + 3B(h20, h12) + 6B(hi1, h21) 
+ 3B(q, h22) + B(ho2, h3o) + 2B(q, h31 )] 
+ 6h21(2c1 + G67), 
注意 , 在 Chenciner 点 有 hoi = his, hoo = hoo 和 cre + Z ei = 0, 为 求 co, RE 
计算 向 量 hos, hao, his, hoa 和 hae. 进一步 , 只 有 对 ho, 需要 用 加 边 技巧 . 
最 后 , 考虑 到 (p, hz1) = 0, 从 ha 的 方程 得 表达 式 


c2 => (p, E(q,4,4,ã, 7) + D(g, gq, q, ho2) + 6D(q, q, 4, h11) + 3D(q, 4, q, h20) 
+ 3C (q, h20, hoz) + 6C (q, h11, h11) + 3C (q, q, hi2) + 6C (q, ğ, h21) 
+ 6C(7, hit, hao) + C(G, ĝ, hao) + 3B (h20, hi2) + 6B(h11, ho) 
+ 3B(q, h22) + B(ho2, h30) + 2B(q, h31)). 


9.7.4 1:1 共振 


车 两 个 乘 子 都 等 于 1 且 没 有 其 他 临界 乘 子 存在 . 则 有 1:1 共振 . A 
界 规范 形 (9.38) 可 以 写 为 


Wo Wo + Wy 和 
= : + O(lwll?), 
Wy wy + awe + bwow) 


其 中 w = (wo, wi)? e R? 提供 二 维 中 心 流 形 适 当 的 局 部 参数 化 ( 见 9.5.2 节 ) 可 以 
求 4 的 (广义 ) 特征 向 量 , 使 得 


Ago = qo, Ag =41 + qo, 
以 及 对 转 置 矩阵 AT 相似 的 特征 向 量 
Api =pı, Apo = po +p, 
使 得 (po, 90) = (pl gl) = 1, (Po, q1) = (pi, 90) = 0. 将 参数 化 中 心 流 形 函数 写 为 
H(wo, w1) = wogo + wigi + Thou? + hivwow, + soz? + O(||w]|*), 
其 中 Ay, ER". 合并 (9.124) 中 的 二 次 项 , 得 奇异 线性 系统 


we : (A = In) hao = —B(qo, 40) F 2aqı, 
wows : (A — In)hii = —B(qo,q1) + hoo + bq, 
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w2 : (A —In)ho2 = —B(q1, q1) + 2h11 + hoo. 
这 些 奇 异 线性 系统 的 可 解 性 要 求 它们 的 右 端 与 pi EX. 由 第 一 个 方程 立即 得 
a = 3(p1, Blao» g0). 
考虑 到 等 式 (pl, h20) = 一 (po, B(qo, go)), 从 第 二 个 方程 得 到 
b = (po, B(qo, 90)) + (p1, B(go, q1)). 
如 同 8.7.4 节 , 适当 选取 第 二 个 系统 的 解 hu, 使 得 第 三 个 系统 可 解 . 


9.7.5 1:2 共振 
这 里 有 两 个 乘 子 等 于 -1, 没有 其 他 临界 乘 子 . 临界 规范 形 (9.61) 可 以 写 为 


wo —Wo + Wy 
= y+ Olo wlt), 
w —w + cw + dwĝwı 


其 中 w= (w, w)" € R 是 临界 中 心 流 形 适 当 的 局 部 参数 化 ( 见 9.5.3). 首先 引入 
4 和 4T 的 广义 特征 向 量 

Ago = —40, Aqi = 一 91 + qo, 

ATpı = —pı, Apo = —po + pı, 
它们 在 1:1 共振 满足 相同 的 标准 化 条 件 . 中 心 流 形 的 展开 式 在 这 一 情形 应 该 包含 有 
三 次 项 


1 
H(wo, w1) = wogo + Wigi + yt 了 TO + O(llwll’), 
1<i+j<3 ~ 


其 中 hjs CR". 合并 (9.124) 中 的 二 次 项 , 得 
w : (A — In)h20 = —B(qo, q0), 
wow, : (A — In)hii = —B(q0, 91) — hao, 
wi : (A — In)hoz? = —B(q1, q1) + 2h11 + hao. 
注意 , 矩阵 (A-n) 是 非 奇 异 的 , 因为 4 只 有 两 个 特征 值 和 = -1 在 单位 圆 上 . A 


此 可 用 通常 的 方法 对 hoo, h 和 hor 求解 这 些 方 程 . 
由 三 次 项 , 得 到 方程 


we : (A+ In)h3o0 = 6eqi — 3B(go, h20) — C(qo, qo; q0), 
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wow, : (A + In)hor = 2dqi + h3o — 2B(qo, h11) — Blai, h20) — Co; go; 41); 
wow? : (A+ In)hi2 = 2h21 — hzo — 2B(qi, h11) — B(qo, hoz) — C(qo,%1; 91); 
w3 > (4 十 Tn )hos 一 3(hi2 一 hay) + h30 = 3B(q, hoz) = C(qi,g1,%)- 


现在 可 容易 确定 临界 系数 c: 
c = È (pı, (go, go, 90) + 3B(qo, (In — A)-!B(go, go))). 


临界 系数 d 的 方程 包含 有 向 量 hao， 取 关于 p 的 数量 积 ， 从 we 项 的 方程 得 到 
(p1, h30) = 一 (po, 3B(qo, h20) + C(q0,90,90)). 于 是 , 由 关于 hor 方程 的 可 解 性 得 知 


1 
d =5 (pr, 2B(qo, hit) + B(qi, h20) + C(go, Go, q1)) 
ar (po, 3B(qo, h20) + C(qo, qo, go))]. 


9.7.6 1:3 共振 
类 似 于 Chenciner 分 支 , 对 1:3 共振 临界 规范 形 (9.79) 可 以 写成 复数 形式 
wr ey + bi? 十 cwlwl? + O(\wit), 0 = =. 
其 中 w e Cl 是 中 心 流 形 上 的 规范 化 局 部 坐标 ( 见 9.5.4 节 ). 现在 选择 复 特征 向 量 
使 得 
Aq = eq, Ag =: eog, 
ATq = erigop， ATg = eop 
和 (p,q) =1. 引入 
Hwa) =wgtög+ E hpv + 0(\\ull*), 
1<i+j<3 J 
其 中 hjk E€ Chay = hye. 同调 方程 (9.124) 的 二 次 部 分 给 出 
w? :(A — e207)h20 = 26g — B(q,q), 
ww (A — In)hıı = —B(q,q), 
T? :(A — e7% 7, hoz = 2bq — B(G, 9). (9.133) 


首先 ， 注意 第 一 个 和 第 三 个 方程 是 共 斩 的 ， 所 以 hao = hoo. 其 次 ， 由 于 e273 是 
A 的 特征 值 , 有 奇异 性 , 故 hoe 应 该 用 加 边 系 统 寻找 .如 前 由 可 解 性 条 件 得 知 


b= 3(p, B(G, 可) (9.134) 
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只 要 合并 27 项 , 因为 寻求 临界 系数 c 就 只 要 这 些 ， 
(A = eJ,,)hor =2cg+e bhos — 2B(q, hi1) — B(G, h20) — C (9,9,3). 
从 (9.134)  (p, hoo) = 0. 因此 得 到 c 的 表达 式 , 如 果 b = 0, 它 类 似 于 (5.54), 


c =} (p, (4,4,3) +2B(g, (In — A)" B(4,9)) 
一 BUG (el, — A (2bq — Bq,0)))). 


9.7.7 1:4 共振 


对 这 个 分 支 二 次 项 可 以 消去 , 但 是 , 两 个 三 次 项 不 能 去 掉 . 在 中 心 流 形 上 的 临 
界 规范 形 (9.94) 用 复 坐 标 可 写 为 


w m iw + cwlw|? + dw* + O(\w|*), wec (9.135) 
( 见 9.5.5 节 ). 如 通常 , 选择 复 特征 向 量 使 得 
Aq=ig, Aq= -ig, A™p=—ip, A™p=ip, (p,q) =1. 
如 同 对 1:3 共振 , 确定 H(w) 的 展开 式 , 于 是 (9.124) 的 二 次 部 分 给 出 
w? :(A+In)hoo = —B(g,q), 
ww :(A—In)hi = —B(q, 9), 
T? : (A+ In)hoz = ~B(G, 3). 


由 于 +1 不 是 4 的 特征 值 , 容易 求 得 hoo, hi 和 ho. 如 前 现在 只 要 合并 共振 项 前 
面 的 系数 得 


(A—iln)hz1 = 2cq — 2B(q, hi1) — B(G, h20) — C (q, 4, 9), 
(A — iỌIn)ho3 = 6dq — 3B(g, hoz) — C (q, 7, 9)- 


由 可 解 性 条 件 得 


C 一 3 C(q, q, q) + 2B(q, (In z A)™`B(q, ã)) = Bq, (In + A)" Bq, q))) 


in sp C(g,4,9) — 3B(q, Un + A) 'B(G,q))). 
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9.7.8 ” 折 -- 翻 转 分 支 
这 个 分 支 由 两 个 在 单位 圆 上 的 单 乘 子 刻画 , 一 个 为 +1, 另 一 个 为 -1. 矩阵 4 

有 特征 值 和 js = +1. 引入 相应 的 特征 向 量 

Aq =, ATpı =p, 

Aq = —q2, Ap = 一 D2， 
使 得 (pi q1) = (p2,q2) = 1. 有 (pi,g2) = (p2,q1) = 0. 中 心 流 形 的 参数 化 由 

H(w) = win t wgt 并 hpu + Ooll’) 
1<i+j<3 `“ 


给 出 . 假设 中 心 流 形 上 的 限制 已 经 化 为 规范 形 


1 1 P 1 1 

wi + zaw? + 二 D1203 十 -caw + =CoWy w 
2 2 6 2 4 

G(w) = + O(||w!|*). 


1 ， 2 1 3 
—W2 + ewi We + zevi wə + gev 
这 是 引 理 9.16 证 明 中 的 第 二 步 所 出 现 的 共振 规范 形 . 任何 一 个 在 折 - 翻 转 分 支 的 映 
射 ， 可 以 通过 光滑 可 逆 的 坐标 变换 变 成 这 个 形式 而 不 用 额外 的 一 般 性 假设 . 
合并 (9.124) 中 的 二 次 项 , 得 到 
(A — 1)h20 = aig: — B(gi, qi), 
(A+In)hi = e192 — B(q1, q2), 
(A— In)hoz = biq1 — B(g2, q2), (9.136) 


三 次 系数 从 奇异 系统 
(A~ 1n,)hso = C141 + 3a1h20 一 3B(q, h20) -Cq q, qı), 
(A — In)hi2 = c2q1 + bi hap — 2e1 hoz 一 Bl(qi, hoz) — 2B(q2, hii) — C(q1, 92,92), 
(A + In)h21 = caga + (2e; — ar)hıı 一 2B(qi, h11) — B(q2, h20) — C (q1, 41, q2), 
(A + In)hos = cag2 — 3b: hi1 — 3B(q2, hoz) 一 C(q2, 92, 92) 
求 得 . 由 于 1 和 -1 是 4 的 单 乘 子 , 由 Fredholm 可 解 性 条 件 得 到 临界 二 次 系数 
a1 = (pı, B(q,qı)), bı = (pı, B(qo,q2)), e1 = (p2, B(q1,q2)), 
用 加 边 技巧 求 得 
hoo = (A — In)*Y[(p1, B(gi, 1)) 1 — Bla, q), 


hun = (A+ In) [(po, B(q, gq2))g2 一 B(q1,42)], 
hoz = (A — In) p1, B(qg2,92))q1 — B(g2, g2)]. 
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这 些 向 量 满足 (pi, hoo) = (pi, hoz) = (pz,ji) = 0. 于 是 可 以 寻求 下 面 的 三 次 系数 
的 表达 式 : 

cı = (p1,C(,91,91) + 3B(q1, h20)), 

c2 = (pı, C(q1, 92,92) + B(q, hoz) + 2B(q2, h11)), 

c3 = (p2, C (q1, 91,92) + B(q2, h20) + 2B(qi, hi1)), 

Ca = (p2, C(q2, 92,92) + 3B(q2, ho2)), 


若 假设 el #0, 则 临界 规范 形 (9.106) 的 系数 可 用 (9.107) 和 (9.108) 计算 , 得 


Cl 


1 
a(0) = =, 5(0) = zber, c(0) = =i 


2e] 


1 1 1 
d(0) = 3° + Ze (bica 一 zala 十 2e1)) . 


9.8 极限 环 的 余 维 2 分 支 
考虑 (n + 1) 维 微分 方程 系统 
ý= F(y, a), yER"* ae R’, (9.137) 
其 中 OF 光滑 . 假设 系统 (1.137) 有 极限 环 L。, AWA T, > 
zr f(z,a), rz ER",a€ R? (9.138) 


是 定义 在 极限 环 的 n 维 截面 上 的 Poincaré 映射 . 为 简单 起 见 , 假设 这 个 截面 与 参 
BERK. 这 个 环 对 应 于 映射 了 的 不 动 点 ( 见 第 1 章 ). 因此 , 任何 一 个 映射 的 不 动 点 
的 余 维 2 分 支 将 给 出 极限 环 的 某 个 余 维 2 分 支 . 当 Poincaré 映射 的 中 心 流 形 的 维 
数 小 于 或 者 等 于 2 时 , 可 以 用 这 一 章 所 得 的 分 支 图 推断 环 分 支 的 分 支 图 . 
类 似 的 构造 允许 我 们 应 用 不 动 点 的 余 维 2 分 支 理论 到 非 自治 时 间 - 周 期 微分 方 
程 
t= f(z,t,a), ceER",a€ R? (9.139) 


的 周期 解 的 余 维 2 分 支 . 其 中 了 是 上 的 周期 函数 , (最 小 ) 周期 Ty = 2m. 系统 (9.139) 
在 以 (z,zn+l mod 27) 为 坐标 的 柱 面 上 定义 了 一 个 自治 系统 


| t= F(Z, Tnt1, 0), 


j (9.140) 
Tn+1 = 1, 


(9.139) 的 孤立 周期 解 可 以 解释 为 (9.140) 的 极限 环 , 对 此 环 超 平面 S = {ona = 0} 
是 截面 . 定义 在 这 个 截面 上 的 Poincaré 映射 (9.138) 是 (9.139) 的 简单 的 周期 回复 
映射 ( 见 第 1 章 ). 
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在 尖 分 支 情 形 ( 见 9.2 节 ), 中 心 流 形 是 一 维 的 . 在 这 个 流 形 上 的 每 一 个 不 动 点 
对 应 于 极限 环 , 两 个 不 动 点 的 重合 意味 着 不 同 稳定 性 的 极限 环 的 折 ( 切 ) 分 支 . 
此 , 存在 一 般 的 参数 区 域 , 系统 (9.137) 在 这 个 区 域内 有 三 个 邻近 的 极限 环 , 它们 在 
这 个 区 域 的 边界 成 对 地 相 碰 而 消失 ( 见 图 9.2). 

对 广义 翻转 分 支 (9.3 节 ), 中 心 流 形 的 维 数 仍 是 1. 流 形 上 周期 2 环 对 应 的 极 
限 环 在 它 闭合 之 前 围绕 “ 主 ” 环 La 旋转 两 次 , 因此 它 近 似 地 有 倍 周 期 . 因而, 存在 
附 上 主 环 的 倍 周期 分 支 曲线 的 区 域 , 在 这 个 区 域内 有 两 个 不 同 稳定 性 的 环 , 它们 的 
周期 近似 于 原 周期 的 两 倍 ( 见 图 9.3). 在 这 个 区 域 的 边界 , 由 于 折 分 支 环 消失 . 

Chennciner 分 支 ( 见 9.4 节 ) 意味 着 Poincaré 映射 的 中 心 流 形 的 维 数 是 2. 在 
流 形 上 的 闭 不 变 曲 线 变 成 有 关 稳 定性 的 二 维 不 变 环 面 . 可 以 存在 这 样 的 区 域 , 在 这 
种 区 域内 这 样 的 两 个 环 面 共存 . 但 是 , 它们 以 复杂 的 方式 几乎 是 重合 的 情况 下 失去 
光滑 性 而 遭 到 破坏 . 在 参数 变化 时 , 由 于 折 分 支出 现 无 穷 多 个 长 周期 极限 环 , 它们 
在 环 面 上 以 及 离开 环 面 时 产生 和 消失 . 

在 所 有 强 共振 情形 , 中 心 流 形 是 二 维 的 ， 相 图 中 的 中 心平 衡 点 ( 见 图 9.9、 图 
9.10、 图 9.12 等 ) 对 应 于 “ 主 ” 极 限 环 , 非 平 凡 平衡 点 实际 上 刻画 单 重 极限 环 , 在 
它 闭合 前 旋转 两 次 , 三 次 或 者 四 次 (图 9.30 F, 画 的 是 近似 于 三 重 周期 的 环 ). 围绕 
非 平凡 平衡 点 的 闭 不 变 曲 线 对 应 于 围绕 倍 周期 、 三 重 周期 等 的 单 不 变 环 面 ， 鞍 点 
不 动 点 的 稳定 和 不 稳定 不 变 流 形 是 鞍点 极限 环 对 应 流 形 的 截面 . 一 般 地 , 它们 沿 着 
同 宿 或 者 异 宿 于 极限 环 的 轨道 横 截 相交 . 在 这 种 结构 附近 出 现 无 穷 多 个 鞍点 极限 
环 . 这 就 导致 在 强 共 振 附 近 出 现 复杂 的 “混沌 ”动力 学 . 例如 , 考虑 s = -1 的 情形 
1:2 ( 见 图 9.19). 在 这 个 共振 附近 的 单 参数 系统 可 以 具有 下 面 的 情况 : 一 个 稳定 极 
限 环 由 于 Neimark-Sacker 分 支 失 去 稳定 性 而 产生 光滑 的 不 变 环 面 . 在 环 面 内 部 保 
持 的 不 稳定 极限 环 生成 倍 周期 分 支 , 而 引起 近似 倍 周期 的 排斥 环 . 在 倍 周期 后 “ 主 ， 


Lı 


FN. 
tc 


< 
9.30 在 1:3 共振 附近 近似 三 重 周期 环 
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环 是 鞍点 环 . 当 环 面 的 径 线 趋 于 8 字形 时 环 面 沿 着 纬 线 变 得 狭 窗 . 然后 , 环 面 在 由 
“ 主 ” 环 的 稳定 和 不 稳定 流 形 所 形成 的 同 宿 结构 附近 破裂 . 结果 , 轨道 环绕 着 破裂 环 
面 的 一 半 然 后 到 另 一 半 随 机 地 从 环 的 一 面 跳 到 另 一 面 . 出 现 了 内 部 柳 有 长 -周期 环 
的 “混沌 吸引 子 ”. 
对 折 - 翻 转 分 支 ， 中心 流 形 也 是 2 维 . 图 9.25~ 图 9.28 中 水 平 轴 上 的 平衡 点 
对 应 于 “ 主 ” 极 限 环 . 非 平 凡 平衡 点 实际 上 代表 在 其 在 闭合 前 的 两 次 旋转 的 极限 环 . 
类 似 地 , 闭 不 变 曲 线 对 应 于 闭合 前 两 次 旋转 的 “二 重 环 面 *. 所 有 谈 及 不 变 流 形 的 相 
交 以 及 环 面 的 破裂 在 这 情形 也 适用 . 
例 9.3 (强迫 周期 捕食 -被 捕食 系统 中 的 强 共 振 ) ”考虑 下 面 的 两 个 微分 方程 的 
时 间 - 周 期 系统 (Kuznetsov, Muratori, Rinaldi, 1992) 
cL 22 
a(t) +24’ 
CT1T2 
a(t) + zı’ 


Ly = rzı(l 一 21) = 


To 一 一 dz2 十 


其 中 
a(t) = b(1 + esin(t)), 

这 里 r,b,c,d Mle 是 参数 , x) 和 za 为 尺度 化 了 的 种 群 数 . 对 。 = 0, 系统 简化 为 第 
3 章 已 经 研究 过 的 自治 捕食 -被 捕食 系统 ( 例 3.1). 如 在 那 一 章 已 经 看 到 的 , 这 个 系 
统 由 于 Hopf 分 支 而 有 稳定 极限 环 . 时 间 周 期 函数 a(t) 描述 环境 的 季节 性 变化 对 种 
群 动力 学 的 影响 . 时 间 已 经 作 了 2x 年 长 度 的 尺度 化 . 参数 0 < 。 < 1 测量 季节 性 
变化 对 捕食 者 的 功能 性 反应 . 如 已 经 指出 的 , 对 这 个 模型 的 研究 等 价 于 研究 平面 第 
一 次 回复 映射 

f : x(0) 一 7(27). (9.141) 
(9.141) 的 不 动 点 对 应 于 这 个 模型 的 2r 周期 解 , k 周期 点 定义 2kr 周期 (k 年 ) 的 亚 
调和 解 . 闭 不 变 曲线 对 应 于 拟 周期 或 者 长 周期 (锁定 的 ) 解 , 不 规则 的 不 变 集 描述 了 
混沌 振动 . 映射 f(z) 依赖 于 参数 并 且 具 有 几 个 早先 已 经 研究 过 的 余 维 2 分 支 . 下 
面 的 结果 是 借助 于 第 10 章 将 介绍 的 数值 延 拓 技巧 以 及 这 一 章 叙 述 的 理论 得 到 的 . 
固定 

ce=2, d=1, 

并 分 析 (e,5,7) 空间 中 的 分 支 图 . 对 其 他 参数 组 合 的 现象 也 作 了 说 明 . > 


[一 


而 只 令 两 个 参数 (e 和 b) 变动 . 有 关 的 不 动 点 的 分 支 曲线 和 周期 2 轨道 如 图 9.31 
所 示 . 下 面 一 步 一 步 追踪 这 个 图 是 如 何 构造 的 . 
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对 e = 0( 没 有 季节 变化 ) 映射 有 是 沿 着 例 3.1 已 经 研究 过 的 自治 系统 轨道 的 
on BAL. 它 的 不 动 点 对 应 于 自治 系统 平衡 点 的 平凡 27 解 . 那个 系统 在 
c—d 
c+d 


by = 


有 Hopf 分 支 (对 所 选 的 参数 值 iz 5): JA b < bu 分 支出 一 个 稳定 的 极限 环 . 对 
2r 移 位 映射 , 这 意味 着 Neimark-Sacker 分 支 产 生 稳定 的 闭 不 变 曲线 . 因此 , 在 (e, b) 
平面 内 的 点 


H = (0, by) 


可 作为 延 拓 这 两 个 参数 的 Neimark-Sacker 分 支 曲线 hO 的 初始 点 .事实 上 , 这 条 
曲线 的 根 是 在 b 轴 上 的 点 及 ( 见 图 9.31), 它 与 这 个 轴 横 截 相交 . 在 典型 点 穿 过 AD) 
导致 产生 小 闭 不 变 曲 线 , 即 出 现 围绕 对 应 于 常 -参数 模型 @ 的 非 平 凡 平衡 点 的 “ 基 
本 "2r 周期 解 的 小 振幅 振动 . 


0.0 0.2 0.4 0.6 OS 
图 9.31  (s, 平面 上 对 7 = 1 的 分 支 图 


当 在 (e.b) 平面 从 左 到 右 延 拓 曲 线 hO 时 , 不 动 点 的 两 个 乘 子 us) 光滑 地 变 
化 , 并 且 在 到 达 终 点 ALY 时 都 等 于 -1, 这 是 一 个 余 维 2 分 支 1:2 共振 可 以 
数值 验证 , 规范 形 系数 满足 
Di(0) <0, C1(0) > 0， 


因此 s = 1, 系统 在 Al” 附近 的 分 支 图 近似 地 描述 于 图 9.9， 由 此 , 存在 与 不 动 点 
或 者 通过 点 AP 的 周期 2 轨道 有 关 的 单个 分 支 曲线 , 特别 , 沿 着 分 支 曲线 JOE 


® 如 果 没 有 强迫 的 系统 有 双 曲 平衡 点 ， 则 映射 f 对 小 = 有 临近 的 双 曲 不 动 点 . 这 个 点 对 应 于 强迫 系统 
的 2x 周期 解 ， 
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本 ”不 动 点 具有 翻转 ( 倍 周期 ) 分 支 . 沿 着 这 条 曲线 离开 AL? NY, 不 动 点 有 单个 乘 
F yD = -1. f 的 两 个 从 AWD 出 发 的 分 枝 按 可 能 的 两 个 方向 的 数值 延 拓 已 经 得 
到 . 在 点 AD 上 方 从 左 到 右 穿 过 O 时 鞍点 周期 2 轨道 消失 , 这 时 稳定 的 周期 1 
不 动 点 变 成 鞍点 (参看 图 9.9). RZ, 在 点 AI 下方 按 同一 方向 穿 过 曲线 fO 时 远 


对 位 于 f(D 的 上 面 分 枝 的 翻转 分 支 的 分 析 显 示 , 存在 另外 的 余 维 2 分 支点 Da, 
在 这 点 三 次 规范 形 系数 c(0) WE, 由 于 d(0) ¢ 0 出 现 非 退化 的 广义 翻转 分 支 ( 见 
9.3 节 ). 因此 , 穿 过 位 于 点 Di 上 方 fo) 的 部 分 导致 标准 的 超 临界 翻转 分 支 产生 稳 
定 周期 2 环 . 此 外 , 存在 从 点 Pi 出 发 的 切 分 支 曲线 t, 在 这 条 曲线 上 两 个 周期 2 
环 重 合并 消失 ( 见 图 9.31). 沿 着 这 条 曲线 存在 乘 子 P = 1 的 周期 2 环 . 曲线 P 
RIEF b 轴 上 点 Ko, 在 那里 常 参 数 系统 的 极限 环 有 周期 2-20. 点 Ky 是 周期 2 
环 的 切 分 支 曲线 的 另 一 个 分 枝 O 的 终点 . 如 同 在 分 枝 (Ob, 当 在 K 附近 穿 过 
i) 时 出 现 两 个 周期 2 环 , 一 个 稳定 , 另 一 个 是 鞍点 . 

跟随 切 分 支 曲线 的 下 分 枝 O 遇 到 点 B, 那里 周期 2 环 有 两 个 乘 子 ue) = 1. 
这 是 周期 2 环 的 1:1 共振 ( 见 9.5.2 节 ). Neimark-Sacker 分 支 曲线 AD 从 这 点 出 发 
沿 着 这 条 曲线 周期 2 环 有 一 对 在 单位 圆 上 的 乘 子 pO). 曲线 rD 终止 于 点 A), 在 
那里 两 个 乘 子 uP 都 等 于 -1 (1:2 共振 ). 对 应 于 周期 2 环 的 翻转 分 支 的 曲线 O 
通过 点 A®, 它 也 是 Neimark-Sacker 分 支 曲 线 ht 的 根 (图 9.31 中 没有 显示 ), 这 
是 因为 对 1:2 共振 有 s= -1. 后 面 将 回 到 对 4(2) 附近 分 支 的 讨论 . 

对 参数 (c,d,7) 的 流动 值 , es = 0 的 非 扰 动 系统 的 Hopf 分 支 产 生 周期 小 于 季 
节 性 周期 (Qn) 的 极限 环 . 当 减少 时 环 周期 增 大 并 在 点 K 达到 2 . 2x. 注意 , 由 
Hopf 分 支 产 生 的 环 的 周期 依赖 于 参数 , 特别 依赖 于 r 的 值 . 因此 , RER r 的 一 般 
fa, 璧 如 

r = 0.73, 


对 此 ,自治 系统 通过 Hopf 分 支出 现 的 稳定 极限 环 的 周期 大 于 2n (强迫 周期 ). 在 
(c,b) 平面 所 得 的 分 支 曲线 如 图 9.32 所 示 . 
还 存在 根 在 5b Ah E Hopf 点 H ff) Neimark-Sacker 分 支 曲 线 AM. 如 同 前 一 情 
形 , 这 条 曲线 终止 于 对 应 1:2 共振 的 点 AD, 翻转 分 支 曲线 /0 通过 这 一 点 . 但 是 
在 这 情形 (s = 一 1)， 
Di(0) <0, C,(0) <0, 


由 1:2 共振 的 理论 , 必须 存在 从 AS? 出 发 的 曲线 r, 沿 着 它 周 期 2 环 有 一 对 在 
单位 圆 上 的 乘 子 uf} (Neimark-Sacker 分 支 )， 这 样 的 曲线 实际 上 是 存在 的 , 且 可 
用 第 10 章 的 方法 计算 ( 见 图 9.13). 按照 1:2 共振 理论 , 沿 着 这 条 曲线 出 现 亚 临界 
Neimark-Sacker 分 支 . 现在 只 存在 一 条 终止 于 曲线 O 上 的 广义 翻转 分 支点 Ds 的 
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切 分 支 曲线 的 分 枝 A). 


Ko 


0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 


图 9.32 (e,b) 平面 上 r = 0.73 的 分 支 曲线 


如 何 使 得 图 9.31 和 图 9.32 相 一 致 ? 回忆 存在 区 分 两 种 情形 的 值 r= ro(r2 = 
0.75), 在 这 个 值 , 对 e = 0, 在 Hopf 分 支 的 极限 环 的 渐 近 周期 差不多 是 强迫 周期 的 2 
倍 . 这 是 1:2 共振 Hopf 分 支 , 它 是 被 Gambaudo (1985) 在 小 强迫 e < 1 的 限制 下 
理论 地 分 析 过 (也 见 文献 评注 ). 在 三 参数 空间 中 开 折 这 个 分 支 , 把 强迫 振幅 作为 铅 
直 轴 , 有 如 图 9.33 所 示 的 值得 注意 的 分 支 结构 . 存在 一 个 圆锥 形 曲面 £9, 它 的 顶 
点 在 共振 Hopf 点 , 在 这 点 翻转 分 支 发 生 . 这 个 圆锥 形 曲 面 被 对 应 于 条 件 


py) =1 


的 曲面 所 “切割 ” 这 个 曲面 位 于 圆锥 外 面 的 部 分 ， AO, 对 应 于 Neimark-Sacker 分 
支 . 交 线 AP 和 AP 趋 于 对 应 于 具 相反 s = 41 的 1:2 共振 (在 _1 的 一 重 乘 子 ) 


图 9.33 在 1:2 共振 Hopf 分 支 附近 的 分 支 结构 
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的 共振 Hopf A. 这 两 条 曲线 之 一 (AM?) 是 另外 一 个 余 维 1 曲面 的 边界 , 即 AO, 在 
它 上 面 发 生 周 期 2 环 的 Neimark-Sacker 分 支 . 曲面 hD 由 位 于 周期 2 环 t2) 的 切 
分 支 曲面 上 的 1:1 共振 曲线 B 所 界定 . 这 后 一 个 曲面 是 由 两 条 广义 翻转 分 支 曲 线 
D12 所 界定 . 图 9.34 给 出 参数 空间 (r,b,e) 被 平面 e = 0.4 所 截 的 截面 . 


0.4 0.6 


图 9.34 (r,b) 平面 上 = 0.4 时 的 分 支 曲线 


要 跟 理论 完美 一 致 , 图 9.31、 图 9.32 和 图 9.34 所 示 的 分 支 图 显然 是 不 完全 的 . 
这 是 因为 周期 大 于 或 者 等 于 3 的 周期 轨道 分 支 ,以 及 与 同 宿 结构 有 关 的 分 支 集 没 
有 叙述 . 但 是 即使 这 些 不 完全 的 图 像 也 对 这 个 捕食 -被 捕食 模型 的 动力 学 在 周期 强 
迫 作 用 下 提供 了 有 趣 的 信息 , 特别 预报 了 不 同类 型 的 吸引 子 的 共存 . 

远离 共振 Hopf 点 (例如 fO 上 周期 2 环 的 翻转 分 支 ) 的 分 支 不 能 由 局 部 分 析 
预测 .事实 上 , 存在 导致 倍 周期 Feigenbaum 瀑布 的 翻转 分 支 曲线 1(2*) 的 凝聚 序 
列 . 这 样 的 瀑布 引起 在 参数 空间 某 个 区 域内 的 奇怪 吸引 子 , 如 图 9.35(a) 所 示 . BE 
型 中 引起 混沌 的 另外 情景 是 闲 不 变 曲线 的 破坏 . 闭 曲 线 可 失去 它 的 光滑 性 , 在 周期 
2 鞍点 环 的 稳定 和 不 稳定 流 形 相交 而 形成 的 同 宿 结构 附 近 变 成 不 规则 不 变 集 ( 见 图 
9.35 (b)). 

Boa, 看 图 9.31 (> = 1 H) 中 点 AO 附近 的 分 支 图 . 这 里 显示 一 个 有 趣 现象 ， 
即 1:2 共振 的 凝聚 ( 见 图 9.36). 正如 我 们 已 提 到 的 在 (c,d) 平面 存在 翻转 分 支 曲线 
凝聚 序列 : 


FD 7 FS， 


它们 中 只 有 前 面 三 个 画 在 图 像 中 , 因为 按照 Feigenbaum 的 普 适 性 它们 越 来 越 
接近 . 穿 过 曲线 fC), SR He aR 2k 环 前 面 的 稳定 周期 k 环 变 成 不 稳定 
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( 超 临 界 翻转 分 支 ). 在 每 个 计算 的 翻转 曲线 OO 上 存在 1:2 共振 的 余 维 2 点 AO), 
对 对 应 的 参数 值 , 有 周期 2k 的 环 , 使 得 第 一 个 回复 映射 (1.141) 的 第 2k 次 迭代 f 
ARFA MEP = -1 的 不 动 点 (f 的 周期 2k 环 ). 显然 , 所 有 的 点 AC” 都 有 相同 
的 拓扑 类 型 , 它们 对 应 于 s = —1 的 规范 形 (9.75) 的 流 . 这 意味 着 存在 从 每 个 AC) 
出 发 的 Neimark-Sacker 分 支 曲线 h(2*) 和 hO), 事实 上 , 从 计算 和 某 些 理论 证 明 ， 
点 ACH) 是 由 Neimark-Sacker 分 支 曲 线 序列 所 连接 . 因此 , 这 个 例子 阐明 如 何 将 高 
余 维 分 支 相应 的 分 支 结构 的 理论 知识 引导 到 数值 分 析 并 帮助 我 们 理解 模型 的 性 态 . 
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图 9.35 Poincaré 映射 的 奇怪 吸引 子 
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图 9.36 1:2 共振 的 凝聚 


99 & 习 
1. (适应 控制 中 的 强 共振 ) 考虑 映射 
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r y 
yle bi 二 k++ yz 
z z— ky (br +k + zy —1) 


c+y? 


它 描述 适应 控制 系统 (Frouzakis, Adomaitis, Kevrekidis, 1991). 

(a) 如 果 参 数 c 固定 , RUE: 在 (kb) 平面 上 有 点 使 得 不 动 点 (zxo, vyo, z0) = 
(1,1,1 一 6 一 k) 有 1:2 Hoe. 提示 : 用 第 5 BAD 10 的 计算 , 求 翻转 分 支线 和 
Neimark-Sacker 分 支线 的 公共 点 . 

(b) 证 明 : WR k A 1:2 共振 值 减少 到 零 时 , 沿 着 Neimark-Sacker 分 支线 移动 
会 遇 到 1:3 共振 和 1:4 共振 . 

2. (1:4 强 共振 ) 验证 : 映射 (Hale, Kocak, 1991) 


re 
T2 3 一 2 
ARTA m2 = +i 的 不 动 点 , 并 计算 规范 形 (9.92) 的 系数 C(0) 和 D(0). 提示 : 不 
这 个 映射 的 一 般 双 参数 扰动 可 以 有 什么 样 的 分 支 ? 
3. (Hénon 映射 的 退化 1:2 共振 ) 寻求 参数 值 使 得 在 这 个 参数 值 Hénon 映射 
( 见 例 4.1 和 第 5 章 练习 9) 


Soan 


有 二 重 乘 子 -1 的 不 动 点 . 计算 规范 形 系 数 C(0) 和 D(0), 并 验证 非 退化 条 件 (R2.2) 
不 满足 . 提示: 对 8 = 1 这 个 映射 保 面积 , 因为 J(z,y) = 1, 这 里 J(x,y) 是 映射 
在 点 (x,y) 的 Jacobi 矩阵 ， 因 此, 它 不 可 能 有 任何 吸引 和 排斥 不 动 点 以 及 闭 不 变 
曲线 . 

4. (在 1:2 共振 与 流 相对 的 映射 ) 对 1:2 共振 考虑 截断 规范 形 映射 (9.61): 


(DAR aeach 
E fy -1+6 £2 CE + DEE 人 1) 


以 及 近似 ODE 系统 (9.141): 


ORIOL CNA A WH 
& Bi Be £5 CE + DEE 全 K 
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为 简单 起 见 , 假设 C 和 D 是 与 参数 无 关 . 
(a) 比较 (E.1) 中 平凡 不 动 点 的 Neimark-Sacker 分 支 方程 和 (E.2) 中 的 平凡 平 
衡 点 的 Hopf 分 支 方程 . 验证 : 变换 (81, 82) > (481, —281 一 282) (参看 引 理 9.11) 
将 前 面 的 分 支线 映 为 后 面 的 分 支线 . 
(b) 计算 (E.1) 的 Neimark-Sacker 分 支 的 三 次 规范 形 系数 cl (参看 公式 (4.26)), 
并 在 原点 附近 计算 d= Re (e-i9oc1) #0. 验证 非 退 化 条 件 d 关 0 等 价 于 条 件 (R2.2): 


D+3C £0. 


(c) 在 原点 附近 沿 着 (E.2) 的 Hopf 分 支线 计算 第 一 个 Lyapunov 系数 1. 然后 
验证 非 退 化 条 件 h 4 0 等 价 于 条 件 


D#£0. 
(a) 解释 (b) 和 (c) 中 所 得 结果 的 差别 , 但 它们 和 引 理 9.11 是 一 致 的 . 
5. (1:2 共振 近似 系统 中 的 异 宿 分 支 和 同 宿 分 支 ) 考虑 系统 (9.75): 


| G =, 
€ = e101 + €20o + 8G} — C?a, 


其 中 s = +1. 
(a) 寻求 变量 、 时 间 , 以 及 参数 的 奇异 重 尺度 化 , 使 得 非 平凡 平衡 点 (如 果 存 在 ) 
位 于 
€1,2 = ( 干 1,0)， 
并 将 尺度 化 系统 写 为 形式 


| 71 = N2, 
加 = sm(—1+ nf) 十 ?272 -N?N 
其 中 (1,72) 是 新 参数 . 推导 新 旧 参 数 之 间 的 关系 : 


7 三 V 一 851， V= Ss 
(b) 考虑 将 y =y = 0 代入 前 面 方程 所 得 的 系统 , 并 验证 它 是 具 Hamilton K 
数 


2 2 4 
sn 7 8 
n= TT E 


的 Hamilton 系统 . 对 s = +1 画 出 常数 等 高 线 H,(n) = h. 
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(c) Œ y= 0 的 Hamilton 系统 , 对 s = 1, 验证 


j _ ev 1 w= 2\/2ev2t 
me) = R 12 T (ev2t + 1)2 


对 应 于 连接 鞍点 c2 的 上 面 的 异 宿 轨道 Hi(n) = 了 验证 对 s = —1, 


2V2 t 2/2 t(l] 一 2t 
m(t) = oe (t) = a 


给 出 对 应 于 同 宿 于 在 原点 的 鞍点 go 的 右边 的 轨道 Hlm) = 0 的 明显 解 . 
(d) 按照 第 8 章 附 录 中 所 述 的 方法 , 沿 着 7 40 的 系统 的 轨道 计算 Hamilton K 
Hy 的 导数 , 并 证 明 : (i) 对 s = 1, 异 宿 连接 曲线 C 有 表达 式 y = kiyi + O(9?2), 


其 中 | 
pa (a 


n (3) 
其 中 Ty 2(h) 定义 为 
fy (h) = d , In(h) = 2 d f 
1(h) 人 nı 2(h) ae ninzdm 


Gi) 对 s = 一 1,8 字形 同 宿 曲线 已 有 表达 式 Y2 = key + O(9?), 其 中 
_ 1(0) 4 


2 0) 5 
五 (0), 12(0) 是 上 面 定义 的 积分 . 提示 : 为 了 沿 着 异 宿 轨 道 和 同 宿 轨 道 计算 积分 . 把 
它们 转换 成 对 时 间 的 积分 并 应 用 (c) 步 中 所 得 的 明显 解 . 
(e) BR (d) 步 中 所 得 的 分 支 曲 线 到 原来 参数 (si,s>) 的 平面 , 并 验证 9.5.3 节 中 


给 出 的 分 支 曲 线 C 和 P 的 表达 式 . 

(£) 证明 : 在 情形 s = 1, 积分 比 是 h 的 单调 函数 , 但 对 s = -1 有 唯一 极 小 值 . 
提示 : 例如 见 Carr (1980). 按照 (9.75) 的 极限 环 这 些 事实 意味 着 什么 ? 

6. (1:3 共振 近似 系统 的 异 宿 分 支 ) 考虑 1:3 共振 的 近似 系统 


? 


7 = (Bı + iB2)n + 7? + enn|?. 


(a) 分 析 截 断 三 次 项 的 系统 , 即 


nh = (Bı + iB2)n + 77. 
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(i) 证 明 : 它 有 三 个 非 平凡 鞍点 , 位 于 等 边 三 角形 的 顶点 . 

(ii) 证 明 : 当 81 = 0 时 系统 是 Hamilton 系统 , 求 极 坐标 下 的 Hamilton 函数 . 
画 出 它 的 等 位 线 , 并 验证 在 81 = 0 连接 鞍点 的 轨道 是 直线 . 

(b) 对 小 的 O 执行 带 三 次 项 的 系统 的 奇异 尺度 化 , 把 系统 化 为 (a) 步 已 经 研究 
过 的 二 次 Hamilton 系统 的 小 扰动 . 沿 着 扰动 系统 的 轨道 计算 Hamilton 的 导数 , 引 
入 分 界线 分 裂 函数 , 并 验证 9.5.4 节 给 出 的 异 宿 环 曲线 五 的 渐 近 表达 式 . 提示 : 见 
Horozov (1979) 或 Chow 等 (1994). 

7. (1:4 共振 近似 系统 的 平衡 点 ) (a) 考虑 写 为 复数 形式 的 平面 线性 系统 


z= Pz + Qi, 


其 中 P,Q eC! 证 明 : 在 原点 的 平衡 点 类 型 与 9 无 关 . 指出 当 |P| < |Q| 时 这 点 是 
鞍点 , |Im P| > |Q| 时 是 焦点 , 以 及 |Im P| < |Q| < |P| 时 是 结 点 . 验证 当 ReP <0 
时 焦点 是 稳定 的 , Re P > 0 时 是 不 稳定 的 . 提示 : 见 Arnold (1983, p.305). 

(b) 应 用 (a) 步 证 明 对 1:4 共振 近似 系统 (9.99) 的 非 平 凡 平 衡 点 , 当 |4| < 1 时 


(c) 寻求 对 应 于 非 平凡 平衡 点 的 Bogdanov-Takens 分 支 关 于 4 的 条 件 ( 即 什么 
时 候 四 个 非 平凡 平衡 点 具 二 重 零 特征 值 ), 并 验证 它 与 9.5.5 节 给 出 的 相同 . 
8. (广义 Hénon 映射 中 的 折 - 翻 转 分 支 ) 考虑 平面 映射 


T y 
| 一 ? 
y u — ezr -— y? + Rry 


其 中 (a, 8) 是 参数 , RAO 是 常数 (参看 练习 (3)). 这 个 映射 出 现在 余 维 2 同 宿 切 
触 的 研究 中 (Gonchenko, Gonchenko, 2000; Gonchenko, Gonchenko, Tatjer 2000). 
(a) 证 明 : 在 (u,e) = (0, -1) 映射 有 不 动 点 , 其 乘 子 A1 = 41. 
(b) 证 明 : 如 果 RA 1 对 应 的 折 - 翻 转 分 支 是 非 退 化 的 , 即 验证 9.7 节 中 的 条 件 
(FF.1)~(FF.3). 提示 : 首先 作 变换 (z,y) = ( + £2, & — &). 


9.10 附录: 文献 评注 


本 章 所 叙述 的 大 多 数 结果 早 在 20 世纪 60 年 代 初 已 被 专家 们 知道 , 虽然 确切 
的 表达 和 证 明 很 迟 才 出 现 . 

不 动 点 的 尖 分 支 与 平衡 点 平行 ， 定理 9.1 以 及 关于 广义 翻转 分 支 的 定理 在 
Arnold, Afraimovich, Ilyashenko, Shil'nikov(1994)( 俄 文 原 版 , 1986) 中 有 了 明确 叙述 . 

广义 翻转 分 支 的 简短 叙述 是 由 Holmes 和 Whit] (1984) 给 出 , 连同 高 阶 翻 转 退 
化 性 的 详细 处 理由 Peckham 和 Kevrekidis (1991) 给 出 . 特别 , 他 们 推导 了 与 9.3 节 
(GF.1) 等 价 的 非 退 化 条 件 . 
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广义 Neimark-Sacker 分 支 的 分 析 属 于 Chenciner (1981, 1982, 1983a, 1983b, 
1985a, 1985b, 1988). 这 个 分 支 的 可 阅读 的 介绍 由 Arrowsmith 和 Place (1990) 提供 . 

强 共 振 的 研究 要 回 到 Melnikov (1962) 和 Sacker (1964). 强 共 振 的 现代 理论 
属于 Arnold(1977, 1983) 和 Takens (1974a)， 在 教科 书 中 叙述 的 有 Arnold (1983) 
和 Arrowsmith 和 Place (1990) (也 见 Arnold, Afraimovich, Ilyashenko 和 Shilnikov 
(1994) 以 及 Chow, Li 和 Wang (1994)). 近似 系统 分 支 的 完全 分 析 对 1:1 共振 属于 
Bogdanov (1975, 1976a, 1976b); 对 1:2 共振 属于 Takens (1974a), Holmes 和 Rand 
(1978), Carr (1981) 以 及 Horozov (1979). 情形 1:3 的 证 明 也 属于 Horozov(1979). 
注意 , 异 宿 分 支 曲 线 五 对 这 个 共振 的 渐 近 展开 式 在 Arrowsmith 和 Place (1990) 中 
少 了 个 因子 3 

1:4 共振 是 最 复杂 的 , 因为 即使 分 析 近 似 系 统 也 要 求 数值 计算 . 关于 这 个 分 支 
的 最 多 结果 是 由 Arnold (1977, 1983) 得 到 或 叙述 . 基于 Hamilton 扰动 的 Re A =0 
轴 (除了 A = +i) 邻 域 的 解析 考虑 是 由 Neishtadt (1978) 研究 的 . 在 4 平面 其 他 区 
域 (包括 整个 区 域 Re4 < -1) 极限 环 的 解析 处 理 是 由 Wan (1978a), Cheng (1990), 
Cheng 和 Sun (1992) 以 及 Zegelin (1993) 所 做 . A 平面 上 对 应 于 退化 的 异 宿 分 支 的 
所 有 已 知 边界 已 被 Berezovskaya 和 Khibnik (1979, 1981) 计算 , 他 们 也 给 出 可 能 的 
相 图 的 分 支 序 列 . Krauskopf (1994a) 作出 了 这 些 相 图 的 计算 机 图 形 . 他 研究 了 用 不 
同 尺度 化 的 近似 系统 2 = ez 十 ei?z|z|? 十 bz3 的 分 支 图 以 及 计算 在 (b, wp,a) 空间 内 
的 三 维 参数 图 (Krauskopf, 1994b; Krauskopf, 1997). 

Arnold (1977) 用 其 标准 方法 开始 对 有 极限 环 其 乘 子 满足 u= 1,¢ = 1,2,3, 或 
4 的 自治 微分 方程 系统 中 的 强 共振 的 研究 . 在 适当 坐标 系 下 环 附近 的 系统 等 价 于 维 
数 减 去 1 的 非 自治 27 周期 系统 .用 2ng 周期 系数 的 非 线性 变换 , 这 个 系统 可 简化 为 
一 个 自治 “ 主 部 ”加 上 具 2ng 周期 系数 的 高 阶 项 的 系统 . 沿 着 这 个 主 部 的 轨道 的 移 
位 近似 相应 这 个 环 的 Poincaré 映射 的 q 次 迭代 . 叙述 这 个 构造 的 有 Arnold (1983), 
Arrowsmith 和 Place (1990), 在 Iooss 和 Adelmeyer (1992) 的 书 中 对 它 有 特别 详细 
的 介绍 , 它 给 出 依赖 于 参数 的 Z。 对称 自治 系统 . 我 们 采用 属于 Neimark (1972) 基 
于 Picard BRN HAMS AE (对 Hamilton 系统 也 见 Moser (1968)). 这 允许 我 
们 直接 用 原 映射 的 Taylor 系数 推导 近似 系统 和 非 退 化 条 件 . 注意 , 在 有 些 书 里 , 近 
似 系统 的 系数 与 规范 化 映射 的 系数 重合 的 假设 是 错误 的 . 

关于 折 - 翻 转 分 支 的 结果 更 近代 . 出 现在 对 ODEs 系统 fold-Hopf 分 支 分 析 的 
截断 系统 的 分 支 和 对 应 极限 环 分 支 之 间 的 联系 首先 是 由 Arnold 等 (1994) 提出 的 . 
对 映射 , 这 个 分 支 由 Gheiner (1994) 和 Kuznetsov, Meijer, van Veen (2004) 作 了 特 
殊 的 处 理 . 后 面 的 文献 包含 一 个 大 气 环流 的 简化 模型 的 极限 环 折 -翻转 分 支 的 例子 . 


D 研究 三 维系 统 就 够 了 . 
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近似 系统 和 原 映射 之 间 的 关系 在 文献 (Arnold, 1983; Arrowsmith, Place, 1990; 
Arnold et al., 1994) 以 及 其 他 的 书 中 有 讨论 . 关于 闭 不 变 曲线 和 在 不 动 点 余 维 2 分 支 
附近 出 现 的 同 宿 结 构 的 重要 分 析 和 数值 结果 可 在 下 面 所 述 的 文章 中 找到 : Chenciner, 
Broer, Roussarie 和 Simo (1993, 1996) 以 及 Arrowsmith, Cartwright, Lansbury 和 
Place (1993). 

不 动 点 (周期 轨道 ) 的 余 维 2 分 支 在 下 面 的 领域 中 也 数值 地 找到 : 经 济 学 中 
的 周期 性 策划 模型 (Ghezzi, Kuznetsov，1994)、 生 态 学 (Kuznetsov et al., 1992), 
生物 工程 学 (Pavlou, Kevrekidis, 1992), TÆ (Taylor, Keverkidis, 1991, 1993; 
Kuznetsov, Piccardi, 1994b), 以 及 流行 病 学 (Kuznetsov, Piccardi, 1994a), 并 且 这 些 
领域 还 在 迅速 扩大 . 共鸣 的 强迫 Hopf 分 支 的 规范 形 理论 已 经 被 Gambaudo (1985), 
Bajaj (1986), Namachchivaya 和 Ariaratnam (1987) 以 及 Vance 和 Ross (1991) 所 
发 展 . 

9.7 节 基 于 Kuznetsov 和 Meijer (2003) 的 工作 . 
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在 这 一 章 将 叙述 一 些 用 于 动力 系统 的 数值 分 析 的 基本 方法 . 假定 读者 对 低 水 
平 的 数值 程序 , 诸如 求解 线性 方程 组 、 求 特征 向 量 和 特征 值 ， 以 及 执行 ODEs 的 数 
值 积 分 都 已 经 熟悉 . 我 们 专注 于 更 特殊 的 分 支 分 析 的 算法 ， 特别 寻求 对 平衡 点 (不 
动 点 ) 的 定位 及 其 关于 对 参数 的 延 拓 以 及 对 分 支 的 探测 、 分 析 和 延 拓 . 也 特别 注意 
给 出 极限 环 及 其 相应 的 分 支 的 定位 和 延 拓 以 及 对 同 宿 轨道 的 延 拓 . 本 章 主要 处 理 
连续 -时 间 情 形 , 对 离散 -时 间 系 统 仅 给 出 简短 的 注释 . 附录 A 扼要 给 出 似 Newton 
法 收敛 性 的 简单 估计 . 附录 B 给 出 用 来 探测 Hopf 和 Neimark-Sacker 分 支 时 产生 
的 双 交 错 矩 阵 积 的 某 些 基本 信息 . 附录 C 叙述 探测 高 阶 同 宿 分 支 的 数值 方法 . 附 
录 D 的 文献 评注 中 包括 的 文献 有 标准 的 非 相 互 作 用 软件 包 以 及 相互 作用 程序 , 它 
们 对 延 拓 和 动力 系统 的 分 支 分 析 有 用 . 事实 上 , 这 一 章 的 主要 目 的 是 为 读者 提供 在 
动力 系统 分 析 中 被 广泛 应 用 的 软件 工具 的 方法 的 了 解 . 

给 了 一 个 依赖 于 参数 的 ODEs 系统 , 我 们 的 根本 目的 是 获得 它 的 分 支 图 ( 即 把 
参数 空间 划分 为 区 域 , 在 同一 个 区 域内 系统 有 拓扑 等 价 的 相 图 , 以 及 描述 这 些 相 图 
如 何在 分 支边 界 转换 ). 正如 我 们 已 经 在 前 面 几 章 看 到 的 ， 这 个 任务 也 许 不 可 能 办 
到 , 因为 分 支 图 中 可 以 有 无 穷 多 个 复杂 形状 的 区 域 . 但 是 , 即使 在 最 简单 的 情形 , 我 
们 也 不 得 不 依靠 计算 机 去 获得 动力 系统 分 支边 界 结构 的 信息 . 对 于 极限 环 分 支 和 同 
宿 轨 道 分 支 , 这 特别 真实 , 因为 只 有 几 个 人 为 的 非 线 性 系统 例子 , 它们 允许 有 封闭 
的 解析 解 . 即使 对 高 维系 统 的 平衡 点 (不 动 点 ) 的 分 析 , 没有 数值 计算 实际 上 也 是 不 
可 能 的 . 


10.1 在 固定 参数 值 的 数值 分 析 


考虑 没有 参数 或 者 所 有 的 参数 都 固定 在 某 些 值 的 连续 - 时 间 系 统 
t= f(z) ZE 下”， (10.1) 
其 中 f 充分 光滑 ， 分 析 系 统 (10.1) 意味 着 给 出 它 的 相 图 结构 , 就 是 说 , 定位 平衡 


点 和 极限 环 , 研究 在 这 些 相对 和 象 附近 的 轨道 结构 , 以 及 确定 这 个 系统 的 大 范围 性 态 . 
我 们 主要 讨论 问题 的 局 部 面貌 , 对 大 范围 结果 只 给 出 一 些 解释 . 


10.1.1 平衡 点 的 定位 
分 析 系 统 (10.1) 从 确定 它 的 平衡 点 , 或 者 求 系统 
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f(z)=0, zemR" (10.2) 


的 解 开始 . 注意 , 映射 2 g(a) 的 不 动 点 满足 同类 型 的 系统 , 即 f(z) = g(z)_z = 0 
(10.2) 的 解 也 许可 解析 地 知道 . 如 果 系统 是 具 低 阶 多 项 式 分 量 fi(z),i=1,---,n BY 
代数 系统 , 那 特别 幸运 . 在 这 一 情形 , 可 用 代数 结果 ( 见 附录 D 中 的 文献 评注 ) 确定 
解 的 个 数 , 并 (有 时 候 ) 明确 求 得 它们 . 但 是 ， 即使 相对 低 次 的 多 项 式 系统 也 没有 简 
单 的 明显 解 . 因此 , 数值 方法 变 得 不 可 避免. 

如 果 系 统 有 稳定 平衡 点 z = z0, 由 于 


jim le (z) -zol = 0. 


所 以 可 以 从 za 的 吸引 区 域内 的 点 z 开始 , 按 要 求 的 精度 数值 积分 (10.1) 求 得 . 这 
里 以 及 整个 这 一 章 , 用 范 数 lzi? = (2,2) = zTz, EH T 指 转 置 . 若 平衡 点 x? 完 
全 不 稳定 (排斥 )， 则 可 以 改变 时 间 方向 重复 这 个 步骤 ， 于 是 按 原来 时 间 向 后 收敛 到 
z’. 

一 般 地 ， 对 既 不 稳定 也 不 排斥 的 平衡 点 ， 定位 问题 只 能 当 z0 的 位 置 近 似 地 知 
道 时 才能 解决 . 这 并 不 是 一 个 不 切实 际 的 假设 ， 因为 我 们 典型 地 开始 解析 地 寻找 平 
衡 点 ， 或 者 在 固定 的 参数 值 积 分 ， 再 按 参 数 变化 的 小 步 距 “ 延 拓 ” 它 . 这 个 标准 的 
过 程 产 生 一 个 收敛 点 列 {2 }220, 在 非常 一 般 的 条 件 下 ， 它 收 敛 于 平衡 点 , 这 就 是 
Newton 法 . 

Newton 法 

以 A(x) 表示 (10.2) 在 点 x 的 Jacobi ERE. 假设 10 已 经 是 接近 于 20. 在 
LO 附近 以 (10.2) 的 线性 部 分 

f(a) 十 A(z9))(x 一 zZ()) =O 
代替 (10.2) 的 左边 . 如 果 和 矩阵 A AY, 这 个 线性 系统 有 解 
em) _ A (2) f(O), 


我 们 希望 它 比 10 更 接近 于 zo( 见 图 10.1, n = 1 的 纯 量 情形 ). 设 z(0) 是 平衡 点 z0 
附近 给 定 的 初始 点 . 由 上 面 讨论 的 启发 用 递 推 关系 


TOT) — gO) 十 1， 了 = 0， ere (10.3) 
定义 Newton ER, 其 中 位 移 nO) E R” 是 线性 系统 


A(s) yO) = —f(2%) (10.4) 
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的 解 . 注意 , 不 需要 用 矩阵 AlO) WAH c+), 代 之 以 仅 要 求 (10.4) 的 一 个 
解 . 如 果 Jacobi 矩阵 具有 特殊 结构 , 则 在 解 (10.4) 时 用 它 是 有 用 的 . 显然 , MRR 
代 (10.3), (10.4) 收敛 于 某 个 x°, 则 oc 是 (10.2) 的 解 , 或 者 是 (10.1) 的 平衡 点 . 


y=f(x") 十 f(t) ath) 


y= f(a) 
图 10.1 Newton 迭代 


定理 10.1 假设 系统 (10.1) 是 光滑 的 , 有 平衡 点 x = 2, Jacobi 4E folz?) 
没有 零 特征 值 . 则 存在 z0 的 邻 域 U， 使 得 对 任何 初始 点 cO) c U, Newton 迭代 
(10.3), (10.4) 收 化 于 z0. 此 外 , MEA ko > 0, 


|lzG+D) = zo < Ko||x = x ||”, j =0,1,2,---, 


对 rO CU 一 致 地 成 立 . 口 
这 条 定理 可 由 Kantorovich 定理 得 到 , 它 也 提供 较 精 确 的 误差 估计 ( 见 附录 A). 
注 (1) 注意 迭代 的 收敛 性 与 平衡 点 的 稳定 性 无 关 . 不 存在 零 特征 值 等 价 于 
Jacobi FEM A(x) 在 平衡 点 ° 的 可 逆 性 , 这 也 可 叙述 为 映射 f 在 的 正则 性 条 
件 , 或 者 矩阵 A(x?) 有 最 大 秩 (等 于 n). 
(2) 这 个 迭代 的 收敛 性 是 非常 快 的 . 定理 中 的 估计 意味 着 误差 粗略 地 是 逐次 迭 
代 的 平方 . 这 样 的 收敛 性 称 为 二 次 收 伊 性. 0 


10.1.2 Newton 法 的 修正 


F Jacobi 矩阵 没有 明显 的 公式 , 则 每 次 Newton ERR RNB f(r) 的 
数值 微分 , 例如 有 限 差分 . 由 此 , ALAS Newton 法 的 修正 被 提出 , 所 有 这 些 的 目的 
是 为 了 减少 每 次 迭代 所 计算 函数 的 数目 . 


1. Newton #% 
因为 假定 z(0) 是 接近 于 zo 的 , 所 以 可 不 用 在 每 一 个 得 到 的 点 £0 都 去 重新 
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计算 Jacobi 矩阵 A, 而 是 对 所 有 迭代 都 用 开始 的 矩阵 AO). 这 个 简单 的 思想 导 
致 Newton AA 
cI) = 79) 47), 7=0,1,2,---, (10.5) 
其 中 位 移 n 现在 被 定义 为 
A(x) nD = — f(a). (10.6) 


定理 10.2 在 定理 10.1 的 条 件 下 ， 存在 oo 的 邻 域 U 使 得 对 任何 初始 点 
x e U, Newton 弦 的 迭代 (10.5), (10.6) 收敛 于 z0. 此 外 , HERO < Ky) <1, 


zs+D) E; x° | < Aijlz(2) x” ||, j = 0, 1,2, SAE g 


对 zto) EU 一 致 地 成 立 . 口 
注 (1) Newton 弦 方 法 的 收敛 性 是 线性 的 . 
(2) 定理 证 明 的 思想 是 将 (10.5), (10.6) 5A R” 中 的 离散 -时 间 动 力 系 统 


gati) — g(z), 
然后 验证 映射 g: R” 一 R” 在 围绕 2° 的 充分 小 球 内 是 压缩 的 . 于是, 压缩 映射 原 
理 保证 平衡 点 的 收敛 性 并 给 出 误差 估计 . 0 
2. Broyden 校正 


一 个 有 用 的 方法 称 为 Broyden 校正 , EH “ 真 "Newton 迭代 和 Newton HAVE 
之 间 的 调 正 . 

这 个 方法 的 思想 是 用 两 个 相继 的 迭代 点 和 在 这 些 点 的 函数 值 去 校正 包含 在 位 
移 计 算 中 的 矩阵 (即使 得 它 接近 于 在 下 一 步 的 Jacobi 矩阵 ). 为 了 理解 这 个 方法 , 考 
虑 似 Newton 方法 第 j 次 迭代 . 有 


zG+D =g) 4p, 


假设 非 零 位 移 n 平行 于 zı 轴 : 


考虑 到 对 小 | 中, 尝试 用 rO, 20+) 的 坐标 以 及 各 个 函数 值 f(c), (eG) 去 近 
似 在 20+) 的 Jacobi HERE. 显然 , 没有 足够 的 数据 去 近似 Jacobi 矩阵 的 所 有 元 素 . 
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但 是 , 有 一 列 可 以 被 校正 . 事实 上 , 对 第 一 列 ， 
f(t) — fels) f(x FY) f(s) 
SO me M 
其 中 = 1,2,… ,n, 以 及 An 表示 AWB kl 个 元 素 , m 是 7 的 第 一 个 分 量 . n 必 


须 从 


Ara (29*))) ~ 


Ae )n = - Fe) 
找 出 , 利用 n 的 特殊 形式 得 


(3) 
Agi (2) = _ fale’) k=1,2,--+,n. 


m 
因此 , 下 面 “ 老 ”的 和 “新 ”的 第 一 列 元 素 之 间 的 近似 关系 成 立 : 
Ar (20+) ~ Agr (x9) + en k=1,2,---,n. 
对 kl =1,2,---,n, 可 以 形式 地 写 出 
(j+1) 
Agi (29t)) ~ Ag (2) + i diy: 


假设 所 有 列 除 了 第 一 列 都 未 被 校正 (m = 0, 对 1 = 2,3,---,n). 最 后 一 个 表达 式 建 
议 用 公式 ous 
AGH) — AG) 十 Aer ) [Or (10.7) 
去 校正 矩阵 , 其 中 T 表示 转 置 . 如 果 7 平行 于 一 个 坐标 轴 , 这 就 给 出 Jacobi 矩阵 对 
应 列 的 适当 的 校正 . 由 于 这 个 原因 , 称 它 为 秩 1 校正 . 
注意 到 上 面 的 启发 , 定义 (Newton) Broyden 迭代 如 下 : HA = A(x) 是 在 
初始 点 cO) 的 Jacobi 矩阵 . Broyden 迭代 定义 为 


244) =at”, j=0,1,2, (10.8) 


其 中 位 移 1) 是 线性 方程 组 


ADnY) 一 —f(z(7)) (10.9) 


的 解 . 其 中 矩阵 AGHO 被 用 在 由 (10.7) 给 出 的 下 一 个 迭代 . 

所 得 的 方法 的 收敛 性 比 Newton 弦 修 正 更 好 . 在 某 些 条件 下 ( 见 附录 D 中 所 述 
的 文献 ), Broyden 4R (10.7)~(10.9) 超 线性 地 收敛 于 系统 (10.2) 的 平衡 点 z0, 即 
下 面 性 质 成 立 : 


z+ 一 zol 
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注 (1) 没有 理由 期 望 AD 收敛 于 在 平衡 点 2° 的 Jacobi 矩阵 A(z°), 即使 
Broyden 选 代 当 j -ce PIKAT 2°. 因此 一 般 不 能 用 最 后 所 得 的 矩阵 AO) 作为 
Jacobi RE, 例如 去 计算 ro 的 特征 值 . 

(2) 正如 我 们 已 经 指出 的 , WR Jacobi 矩阵 有 某 些 特殊 结构 ( 即 带 状 ), 通常 党 
试用 它 去 求解 n 的 线性 系统 . 但 是 , 注意 , Broyden 校正 (10.7) 不 能 保持 这 种 特 
殊 结 构 . 4 

3. 收敛 性 准则 

当 要 求 的 精度 达到 (或 者 收敛 性 根本 没有 希望 ) 时 要 终止 任何 一 个 所 述 的 迭代 ， 
某 些 收 笋 性 准则 必须 指定 , 有 两 个 收敛 性 度量 : 在 第 j 次 欠 代 的 位 移 范 数 fy || 和 
函数 的 范 数 D), MER, 则 这 两 个 范 数 必须 趋 于 零 . 但 是 , 可 容易 构 
造 例子 , 在 有 限 的 第 j 步 , 小 nO 并 不 得 知 满足 (10.2) 的 对 应 ce) 具有 合理 的 精 
度 . 因此 , 下 面 的 组 合 精度 


In < sz 和 f(a) < ey 
证 明 是 最 可 靠 的 . 其 中 ce, 和 sy 是 使 用 者 定义 的 容许 量 . 
10.1.3 平衡 点 分 析 
1. 稳定 性 
按 要 求 的 精度 找到 平衡 点 后 , 接 下 来 的 任务 是 分 析 在 它 附 近 的 相 图 , 特别 , 确 


E z? 是 稳定 还 是 不 稳定 . 
在 一 般 情形 , 2° 的 稳定 性 是 由 它 的 特征 值 确定 , 即 由 它 的 特征 多 项 式 


p(A) = det(A — An) 


的 根 确定 . 在 这 个 多 项 式 大 多 数 现 有 的 特征 值 的 解法 中 永远 没有 明确 的 构造 . 代 之 
以 用 某 些 变换 将 4 化 为 (分 块 ) 对 角形 . 从 这 些 形式 特征 值 容易 求 得 . 于 是 , 在 左 
(Ar) 半 平 面 特征 值 的 数目 给 出 z9 的 稳定 (不 稳定 ) 流 形 的 维 数 . 不 出 现 Re A > 0 
的 特征 值 意味 着 (指数 式 ) 稳定 ( 见 第 2 章 ). 事实 上 , 为 了 确定 稳定 性 , 甚至 不 需要 
计算 特征 值 . 存在 一 些 方法 去 验证 稳定 性 , 只 要 计算 某 些 矩阵 的 行列 式 即 可 , 这 些 
和 矩阵 的 元 素 是 由 矩阵 4 的 元 素 所 构造 , 或 者 由 pA) 的 系数 按 简单 规则 构造 . 

2. 不 变 流 形 的 局 部 近似 


设 2° = 0 是 (10.1) 的 鞍点 , CH n- 个 特征 值 在 左 半 平面 , ny 个 特征 值 在 右 
半 平 面 , n_ + n+ =n. 在 矩阵 A = fala?) 的 特征 基 下 , (10.1) 可 写 为 


| ù = Bu + g(u, v), 


10.10 
ù= Co + k(u,v), Po) 
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其 中 uc R™,v eR, n, xn, MF B 只 有 Re A> 0 的 特征 值 , n_ x n- 矩阵 C 
只 有 Re 入 < 0 的 特征 值 . 函数 g,h = Ollu v)||?) 光滑 . 局 部 地 , 2° 的 稳定 和 不 稳 
定 不 变 流 形 可 表示 为 光滑 函数 


Ws(0) = {(u,v):u=U(v)}, WO) = {(u,v) : v = V (u)} 


的 图 像 , 其 中 U : R” —R", U(0) =0, U,(0) =0, V: R"+ >R”, V(0) = 0, 以 
及 V.,(0) = 0. BRU 和 V AY Taylor 展开 的 系数 可 用 类 似 于 第 5 章 求 中 心 流 形 的 
待定 系数 法 求 得 . 利用 投影 技巧 , 可 以 避免 将 (10.1) 变换 到 特征 形式 (10.10), 代 之 
以 在 原来 基 上 工作 . 在 情形 dim W*(0) = codim W*(0) = 1( 即 ny = 1,n- =n — 1), 
用 计算 流 形 的 二 次 近似 来 说 明 这 个 技巧 . 考虑 


t = Ax + f(z), (10.11) 


其 中 4 有 一 个 正 特 征 值 > 0 和 (n — 1) 个 特征 值 具 负 实 部 . 设 ge R" 是 对 应 于 
A 的 特征 向 量 ， 

Aq = \g, 
设 pe Rn 表示 对 应 于 相同 特征 值 的 伴随 特征 向 量 

ATp = dp. 


将 这 些 向 量 用 

| (4,9) = (p,q9)=1 
标准 化 , 其 中 (p,q) = pTg 是 R” 中 的 标准 数量 积 . 现在 任何 向量 zx © 了" 可 唯一 表 
示 为 形式 

7 一 59 十 2 
其 中 上 ce 及 和 yeER" 由 
| £ = (p, z), 
y =x — (p,z)q 

给 出 . 向 量 y © R 属于 对 应 于 所 有 非 正 特征 值 的 特征 空间 Ts, 即 满足 (p,y) = 0. 
系统 (10.11) 取 形 式 


(10.12) 


| È = AE + G(é,y), 
y= Ay + H (£y), 


其 中 
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这 里 某 个 对 称 n x n ERE Q = QT, 而 
A(é,y)=F(€q+y)-(p,F(€qty)q=ré?+:--, 


E res, (p,r) = 0. 上 面 最 后 两 个 公式 中 的 省 略 号 表示 所 有 未 写 出 的 二 次 和 高 
阶 项 , 它们 在 下 面 的 讨论 中 没有 关系 . 
不 稳定 流 形 W" (0) 可 局 部 地 用 函数 


y= Y(€) = sé? + O(€*) 
表示 , 其 中 se T° CR" 是 一 个 未 知 向 量 . 显然 , Y(5) 满足 方程 (不 变性 条 件 ) 
AY + H(E,Y) — (E+ G(E,Y))¥% =0. 
将 了 (6) 的 表达 式 代 入 并 合并 &? 项 , 得 到 一 个 从 中 可 求 出 s 的 方程 
(2M, — 4)s =r. 
稳定 流 形 Ws(0) 由 
和 = 扣押 = 人 Roy) 二 O(yl) 
给 出 , 其 中 ye Ts, 以 及 R= RT 是 待定 的 对 称 矩 阵 . 函数 X(y) 满足 方程 
AX + G(X, y) — (Xy Ay + H(X,y)) = 0. 
二 次 项 提供 求解 R 的 方程 为 
ly, (AR +Q — 2AT R)y) = 0. 
其 中 @ = QT 由 上 面 定义 . 因此 对 称 和 矩阵 R 可 由 解 下 面 的 矩阵 方程 得 到 
(AT —AIn)R+RA=Q. 


我 们 将 验证 这 个 方程 有 唯一 对 称 解 , 以 及 用 F(z) 的 二 阶 偏 导数 来 表达 ， 与 @ 的 
任务 留 给 读者 . 
注 (1) 在 鞍点 附近 的 不 变 流 形 Ws** 的 切线 近似 或 二 次 近似 , 可 按时 间 的 向 
前 或 向 后 的 积分 来 大 范围 计算 它们 . 这 个 方法 用 在 如 果 流 形 是 一 维 且 系统 (10.1) 不 
是 难以 应 付 , 特别 对 平面 系统 . 
(2) 映射 的 鞍点 不 动 点 附近 的 稳定 和 不 稳定 流 形 的 近似 可 用 类 似 的 方法 得 到 . 
> 
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10.1.4 极限 环 的 定位 


寻求 (10.1) 的 极限 环 显然 是 比 定位 平衡 点 更 为 复杂 的 问题 . 一 般 , 没有 一 个 正 
规 的 方法 去 解决 这 个 问题 . 如 果 系 统 具 有 稳定 环 Lo, 可 用 数值 积分 (模拟 ) 尝试 去 
找到 它 . 如 果 积分 的 初始 点 属于 环 Lo 的 吸引 盆 , 则 被 计算 的 轨道 在 将 来 时 间 收 敛 
于 Lo. 这 种 方法 对 定位 鞍点 环 失效 , 即使 改变 时 间 方 向 . 

对 一 般 的 环 , 可 局 部 地 叙述 这 个 问题 . 假设 环 的 位 置 近似 地 知道 , 然后 更 精确 
地 定位 它 的 位 置 . 如 果 系 统 依赖 于 参数 这 种 方法 自然 产生 . 于 是 , 也 许 我 们 对 某 些 
参数 值 知道 环 的 位 置 , 而 希望 用 小 步 距 对 某 个 参数 去 “ 延 拓 ” 它 . 在 这 个 延 拓 过 程 
中 双 曲 环 将 连续 地 变化 , 它 在 “前 面 ”参数 值 的 位 置 给 “ 接 下 来 ”的 参数 值 提供 环 
的 好 近似 . 

环 的 周期 T 通常 是 不 知道 的 . 将 环 的 定位 问题 叙述 为 在 固定 区 间 上 的 周期 边 
值 问题 (BVP) 是 方便 的 . 特别 , 把 To 考虑 为 参数 并 引入 系统 


— =Tof(u). (10.13) 


它 与 (10.1) 的 不 同 在 于 一 个 时 间 尺 度 因 子 To, 这 里 的 新 时 间 是 7. 显然 , (10.13) 的 
具 某 个 固定 To 的 满足 周期 边 值 条 件 


u(0) = u(1) (10.14) 


的 解 u(r) 对 应 于 (10.1) 的 To 周期 解 . 但 是 , 条 件 (10.14) 并 不 定义 唯一 周期 解 . 事 
实 上 , 周期 (BVP)(10.13), (10.14) 的 解 的 任何 时 间 移 位 是 另外 一 个 解 . 因此 , 为 了 在 
所 有 这 些 解 中 “选择 ”对 应 于 环 的 解 ， 额 外 的 相 条 件 : 


vhu] =0 (10.15) 


必须 加 到 问题 (10.13), (10.14) PE. 其 中 Wu] 是 定义 在 周期 解 上 的 纯 量 泛 函 . 存 
在 几 种 方法 设置 相 条 件 (10.15), 
条 件 
Vlu] = g(u(0)) = 0 (10.16) 


(其 中 g(z) 是 某 个 光滑 纯 量 函数 ) 表明 所 选择 的 解 在 7 = 0 通过 曲面 
Xo = {u € R” : g(u) = 0} 
上 的 点 . 如 果 v(r) 是 周期 为 1 的 光滑 向 量 值 函数 , 则 


vlul = (u(0) — v(0), 6(0)) = 0 (10.17) 
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给 定 的 解 u(r) 在 r = 0 通过 在 7 = 0 垂直 于 闭 曲线 {u: u= v(r), T € [0,1]} 的 
超 平面 .“ 参 考 " 解 v 假设 已 知 . 如 果 对 某 个 参数 延 拓 极限 环 ， u(r) 可 看 作对 应 于 在 
“前 面 " 参数 值 的 极限 环 的 解 

但 是 , 最 可 靠 的 相 条 件 是 由 


1 
lu) = 7 (u(r), 0(7))dr =0 (10.18) 


提供 , 其 中 u(r) 是 周期 1 参考 解 . 条 件 (10.18) 称 为 积分 相 条 件 . 这 是 wu 和 5b 之 间 
关于 可 能 的 时 间 位 移 o 的 距离 


p(o) = J llu(r +0) — v(r)]|?a7 


有 局 部 极 小 值 的 必要 条 件 ( 见 练习 3). 

为 了 求解 周期 (BVP) (10.13)~(10.15), 选择 哪个 相 条 件 是 无 所 谓 的 ， 我 们 必须 
把 它 化 为 有 限 维 问题 . 对 这 种 离散 化 存在 几 个 方法 . 下 面 简短 地 叙述 它们 中 最 常用 
的 几 个. 


1. 打靶 法 和 多 重 打 靶 法 
设 wf, (u) 是 (10.13) 具 初 始点 u 在 时 间 7 的 解 , 应 该 可 以 用 某 个 ODE 算法 数 
值 地 计算 它 . 于 是 , 问题 (10.13)， (10.14), (10.16) 等 价 于 求解 系统 

bp, (u?) — u? = 0, 
{ i ae (10.19) 
其 中 w = u(0). 这 个 系统 是 n+ 1 个 未 知 数 , 即 uo 
的 分 量 和 元 的 n+1 个 纯 量 方程 的 方程 组 @, 可 党 
试用 拟 Newton 法 来 求解 ， 系 统 (10.19) 的 Jacobi 
算 阵 可 用 数值 微分 或 者 变 分 方程 得 到 . BIA Y 
位 乘 子 六 = 1, 且 曲 面 马 与 环 横 截 相交 , 则 Newton 
和 迭代 收敛 于 从 任 一 充分 接近 的 近似 开始 的 环 解 . 显 
然 , 求解 (10.19) 意味 着 在 截面 D 上 求 点 wie 
是 相应 Poincaré 映射 的 不 动 点 ,以 及 回复 时 间 To 
10.2 ”用 打靶 法 定位 环 ( 见 图 10.2). 这 个 方法 的 精度 取决 于 大 范围 积分 的 

误差 . 
it YER, 环 Ly HIRT A1 H235 , Hini, 可 如 和 矩阵 
by, (u) 
Ou 


WE 


© 它们 中 前 面 n 个 由 数值 确定 . 
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的 特征 值 求 得 , 假若 不 考虑 Lo 的 一 个 乘 子 An = 1, 因为 它 总 是 出 现 . 如 果 Newton 
FEARS, 这 个 矩阵 可 容易 从 (10.19) 的 最 后 一 次 Newton EAF HY Jacobi 矩阵 求 
得 . © 

上 面 的 简单 打靶 法 在 许多 情形 失效 , 特别 , 如 果 考 虑 的 环 是 鞍点 型 . 那 时 , (10.13) 
数值 得 到 的 解 与 正确 解 好 , (u) 由 于 在 不 稳定 方向 强 误差 增长 而 可 以 有 很 大 的 不 同 ， 
我 们 也 许可 将 单位 区 间 (0, 1] 划分 成 N 个 ( 非 零 ) 子 区 间 , 希望 在 每 个 小 区 间 内 积 
分 的 误差 没有 增长 那么 多 , 以 企图 减少 这 个 发 散 的 影响 . 更 确切 地 说 , 引入 网 点 


OSTI- <TN El, 
并 记 Aj = 万 +1 一 万 ， j=0,1,--- N-1. Bu = ulr) Æ (RA) 解 在 网 点 的 值 . 于 
Æ wf =0,1,---,N-1 AT 可 由 系统 


wp? (u?) — u! =0, 


i (10.20) 
br” (uN -1) —u =0, 
g(u°) =0 
RY. 这 是 每 一 个 wi, 7 = 0,1,…,N 一 1 的 n RARE (AHT 的 
nN +1 个 纯 量 方 程 的 方程 组 . 本 质 上 , 这 个 方法 等 价 于 由 N 个 映射 的 复合 
P=Pny-_10..oPoh 
表示 的 Poincaré 映射 已 , 其 中 
Pj Dl 7=0.1,..…,N—1 
是 
20, 2 ,LN-_1, EN = Do 
中 每 对 相继 截面 之 间 沿 着 (10.13) 的 轨道 的 对 应 映射 (图 10.3). 这 个 方法 称 为 多 重 
打靶 法 , 它 比 单打 靶 法 有 较 好 的 数值 稳定 性 , 虽然 鉴于 相同 的 理由 它 也 可 能 失败 . 
通常 , 当 应 用 多 重 打靶 法 时 , 取 相 对 较 少 的 网 点 (小 N) 以 避免 求解 在 拟 Newton 法 
中 出 现 的 多 重 线性 问题 的 数值 困难 . 
2. 有 限 差分 法 
现在 用 充分 大 数目 的 网 点 对 [0.1] 作 分 划 . 于 是 Ai 将 很 小 , 而 在 点 7; 的 导数 
ù 可 用 有 限 差分 近似 , 例如 


. uit! 一 2 一 I 
u(T;) © j=1,2,-:-,N-1 


ie eer | 
Tj+1 — Tj-1 
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于 是 , BVP (10.13)~(10.15) 可 用 方程 组 


oe . 
uitt — uil — (Tjt1 = rales (500 +w) =A 
(10.21) 


pfu, ul,--- uy] =0 


近似 , 其 中 了 = 1,2,… ,NN 一 1, UR vf] 是 相 条 件 (10.15) 的 适当 离散 化 ， 例 如 ， 
相 条 件 (10.16) 将 理解 为 区 = glu?) = 0. 系统 (10.21) 可 以 写 为 (消去 uN)wi,j = 
0,1,:--,N-1 的 nN AREA To 的 nN+1 个 纯 量 方程 的 系统 , 然后 用 Newton 法 
求解 , 只 要 通常 的 正则 性 和 充分 接近 的 初始 值 给 定 . 应 该 指出 , 对 (10.21) 的 Newton 
迭代 所 出 现 的 Jacobi 矩阵 有 特殊 ( 带 边 ) 结构 , 因此 可 有 效 地 用 来 求解 对 应 的 线性 
问题 . 


10.3 ”用 多 重 打靶 法 定位 环 
用 (10.21) 求 得 (10.13)~(10.15) 的 光滑 解 的 近似 精度 可 用 


lu(rs) -wl =O), Ks 


max Ai 一 0 
<j<N-1 


估计 . 因此 , 为 了 达到 解 的 合理 精度 , 必须 取 充 分 大 的 N. 
3. 正 交 配置 法 
考虑 BVP (10.13), (10.14) 以 及 积分 相 条 件 (10.18), 并 再 次 引入 N 一 1 个 网 点 


0=7 <1 <Ty=l 
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对 区 间 [0,1] 进行 分 划 , 但 是 , 现在 用 逐 段 可 微 的 连续 函数 来 近似 这 个 解 , 它们 在 每 
AFE [r 六] = 0,1,… ,NN -1 上 是 最 大 次 数 为 m 的 向 量 多 项 式 u0)(7),“ 配 
置 " 要 求 在 每 个 子 区 间 内 的 m 个 配置 点 


Tj < Ga < G2 < < Gym < T7341 


处 近似 解 满足 正确 系统 (10.13), 即 要 求 
du) 


= Tof (u (Gi), (10.22) 
T=j,i 


Xf i=1,---,m, 7=0,1,---,N-1. 
用 向 量 


uk = uD (Tjk) ER”, k=0,1,---,m 
来 描述 每 个 多 项 式 uM (7), j = 0,1,… ,NN 一 1 是 方便 的 , 它们 表示 (未 知 ) 解 在 由 
rik = T + È (Ti T), j=0,1,---,N—-1, k=0,1,--- m 
给 出 的 等 距 点 
Tj = 73,0 < Tj <T12<: L Tm = T+1 
上 的 值 . 注意 , 由 连续 性 we" = uh 对 7 = 1,2,… ,NN 一 1. 于 是 多 项 式 u(r) 
可 用 插值 公式 表示 为 


uG)(r) = $ ut ljal), (10.23) 
i=0 


其 中 心 i(r) 是 Lagrange 多 项 式 基 


这 些 多 项 式 满足 


(验证 ), 这 证 明 (10.23) 是 正确 的 . 
方程 (10.22) 现在 可 以 作为 wi'i 的 方程 来 处 理 . 周期 性 条 件 (10.14) 以 及 相 条 
件 (10.18) 也 可 用 它们 的 离散 化 


ud? = uN tr (10.24) 
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N-1l m 


》 》 wail, +) = 0 (10.25) 
j=0 i=0 
代替 , 其 中 oi 是 参考 周期 解 在 点 rji 的 导数 值 , wj;; 是 Lagrange 二 次 系数 . 方程 
(10.22), (10.24) 和 (10.25) 组 成 一 个 uii 的 未 知 分 量 和 周期 To AY nmN +n +14 
纯 量 方程 的 系统 . 方程 的 个 数 等 于 未 知 数 的 个 数 . 如 果 考 虑 到 Jacobi 矩阵 的 分 块 结 
HID, 所 得 的 有 限 维系 统 可 用 拟 Newton 法 有 效 地 求解 . 

所 述 方法 最 棘手 的 问题 还 没有 触及 到 , 就 是 如 何 选择 配置 点 {6 可 以 尝试 
协调 它们 的 位 置 使 得 近似 误差 最 小 . 可 以 证 明 , 最 佳 选 择 是 把 它们 放 在 Gauss AE, 
它们 是 m 次 Lagrange 多 项 式 在 相关 子 区 间 [rjrj] ERIR Ga, i = 1,2,… m. 
这 些 根 在 标准 区 间 [0, 1] 上 可 数值 地 求 得 ( 见 练习 4), 且 容 易 地 转移 到 每 个 [zj, r1] 
上 . Lagrange 多 项 式 在 此 区 间 上 组 成 给 出 这 个 方法 名 字 的 正 交 系 . 在 Gauss 点 的 配 
置 使 得 用 (10.22), (10.24), (10.25) 在 网 点 近似 (10.13), (10.14), (10.18) 的 光滑 解 具 
有 非常 高 的 精度 , 即 当 h = max, Ai 一 0 Rf, 


un) — w = O(h?™). 


正 交 配置 方法 已 被 证 明 在 确定 极限 环 定位 的 诸 方法 中 是 最 可 靠 的 . 
正如 我 们 将 看 到 的 , 所 述 的 离散 方法 容易 用 在 参数 变化 下 极限 环 的 自动 数值 
延 拓 . 
注 AB NAS cH f(z) 的 周期 k 轨道 的 定位 可 用 拟 Newton 法 对 系统 


f*(z)—z=0 


来 执行 , 其 中 六 是 映射 了 的 次 迭代 . > 


10.2 单 参数 分 支 分 析 
现在 考虑 依赖 于 单 参数 的 连续 -时间 系统 四 
t= f(z,a),z€R", aeR’, (10.26) 


这 里 f 为 (2,0) 的 光滑 函数 .系统 的 分 支 分 析 意 味 着 构造 它 的 单 参数 分 支 图 , 特 
别 , 研究 平衡 点 和 极限 环 关于 参数 的 依赖 性 , 以 及 它们 的 分 支 的 定位 和 分 析 . 


D 也 可 用 这 个 矩阵 求 环 的 乘 子 . 
O 如 果 出 现 其 他 参数 , 就 假设 它们 为 固定 的 . 
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10.2.1 平衡 点 与 环 的 延 拓 


(10.26) 的 平衡 点 满足 
f(x,a) =0, (10.27) 
这 是 RH 中 以 (x,a) 为 坐标 的 n 个 纯 量 方程 的 系统 . 正如 我 们 早已 指出 , 一 般 ， 
(10.27) 在 R*+! 中 定义 一 个 一 维 光滑 流 形 (HRM. 这 条 平衡 点 曲线 的 计算 给 出 
(10.26) 的 平衡 点 关于 参数 a 的 依赖 性 ( 见 图 10.4). 


图 10.4 平衡 点 曲线 


计算 曲线 M 的 问题 是 一 般 (有 限 维 ) 延 拓 问题 的 一 个 特殊 情形 , 就 是 要 在 及 "+1 

中 求 由 n 个 方程 
F(y)=0, F:R"t! 一 R” (10.28) 

定义 的 曲线 . 

FH Ret PRE BE 系统 (10.28) 局 部 定义 了 一 条 通过 点 如 满足 (10.28) 的 光滑 曲 
线 M, 只 要 秩 J = n, 这 里 J = Fy(y°) Æ (10.28) 在 y? 的 Jacobi 矩阵 (正则 性 ). 
在 (10.27), y = (x,a), 正则 性 条 件 在 双 曲 平衡 点 和 一 般 的 折 点 无 疑 满足 . 

(10.28) 的 延 拓 问 题 的 数值 解 意味 着 计算 一 点 列 

yt, yy, 

按 所 要 求 的 精度 近似 这 条 曲线 M. 初始 点 y 假设 已 经 知道 , 它 充分 接近 于 M(E 
者 属于 它 ), 从 这 点 按 两 个 可 能 的 方向 之 一 产生 的 点 列 假设 已 经 知道 .在 平衡 点 情 
形 , 对 某 个 固定 的 初始 值 a, 用 上 一 节 所 介绍 的 方法 之 一 可 找到 通常 对 应 于 (10.26) 
的 平衡 点 2° 的 点 y? = (z0,a0). 

大 部 分 用 在 分 支 分 析 中 的 延 拓 算 法 所 执行 的 预测 校正 法 , 包含 三 个 重复 执行 的 
基本 步骤 : 

(i) 下 一 点 的 预测 ; 

(ii) 校正 ; 

(iii) 步 长 的 控制 , 
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1. 预测 
假设 序列 中 的 合格 点 yi 已 经 被 找到 . 然后 , 序列 中 的 下 一 点 可 用 切线 预测 


Pt = + hv (10.29) 


推测 , 其 中 hj 是 流动 步 长 , vie RH 是 曲线 M 在 点 yi 的 标准 切 向 量 , |luzl| = 1( 见 
图 10.5(a)). WR y(s) 是 曲线 在 yi 附近 的 参数 化 , 璧 如 说 , 用 满足 y(0) = wi 的 弧 
K, 然后 , 将 y = y(s) 代入 (10.28) 并 计算 关于 s WER, 由 于 wi = y(0)( 点 是 关于 
s 的 导数 ), 给 出 

J(y)v? =0 (10.30) 
(现在 点 表示 关于 s 的 导数 ), 其 中 J(yi) 是 (10.28) 在 wi 的 Jacobi 矩阵 

na OF 

J(y’) By lye 

由 正则 性 假设 中 秩 .J(w) = n, 系统 (10.30) 有 唯一 解 (包括 数量 倍数 )， 为 了 从 
(10.30) 计算 的 切 向 量 , 必须 选 定 它 的 范 数 . 为 做 到 这 一 点 , 最 简单 的 办 法 是 先 安置 
某 个 vig = 1, 对 其 他 分 量 求解 这 个 系统 , 然后 将 所 得 向 量 标准 化 , 小 心 沿 着 曲线 保 
持 适 当 的 方向 . 指标 io 保证 对 其 他 分 量 线性 系统 的 可 解 性 允许 存在 . 等 价 地 , 可 以 


求解 (n +1) 维 附加 系统 
J Yafo 
(win )e(); 


其 中 vim e ReH 是 曲线 上 前 面 一 个 点 yi 的 切 向 量 . 如 果 点 yi 和 yi 充分 接 
近 , 这 个 系统 对 正则 曲线 M 是 非 奇异 的 . 解 向 量 vi 在 点 yi 切 于 这 曲线 并 满足 标 
准 化 条 件 


(vi! vi) = 1, 


由 此 沿 着 这 条 曲线 保持 方向 . 


(a) ; (b) 
图 10.5 (a) 切线 预测 ; (b) 割 线 预 测 


© 基本 上 M 的 正则 性 等 价 于 在 每 一点 yE M 唯一 切 方向 的 存在 性 . 
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ABARAT HAWES Ae). 它 要 求 在 曲线 上 有 两 个 先前 (不 同 ) 的 点 
yi) 和 yi. 于 是 , 由 (10.29) 给 出 这 个 预测 , 这 里 


. J-1 _ ad 
( 见 图 10.5(b)). 这 个 方法 不 能 用 在 曲线 上 的 第 一 点 y". 


2. 校正 

有 了 可 能 接近 于 这 条 曲线 的 预测 点 六 +11, 需要 在 一 定 的 精度 内 定位 这 条 曲线 上 
的 下 一 点 yi+1. 这 个 校正 通常 是 由 某 个 拟 Newton 迭代 来 完成 . 而 标准 的 Newton 
和 迭代 只 能 用 于 方程 的 个 数 等 于 未 知 数 的 个 数 的 系统 . 因此 , 额外 的 数量 条 件 


g’(y) =0 


必须 附加 到 (10.28), 以 便 应 用 Newton 法 于 系统 


| r=), (10.32) 
g (y) = 0. 


几何 上 这 意味 着 要 找 曲线 M 与 pt) 附近 的 某 个 曲面 的 交点 .自然 , 假设 校正 点 
yt) 属于 这 个 曲面 ( 即 97 (99+!) = 0), 存在 几 个 不 同 的 方法 指定 函数 gI (y). 
(自然 延 拓 ) 最 简单 的 方法 是 取 一 个 通过 点 +) 的 超 平面 , 它 与 一 个 坐标 轴 垂 
直 , 即 令 
gi (y) = Yio — G. (10.33) 


显然 , io 的 最 佳 选择 是 使 得 vi 的 分 量具 有 最 大 绝对 值 的 指标 ( 见 图 10.6(a)). 在 这 
情形 , 坐标 yo WE M 局 部 地 以 最 快 的 速度 改变 . 显然 指标 io 是 逐 点 不 同 . 
( 伪 弧 长 延 拓 ) 男 一 个 可 能 是 选择 通过 点 p+ 而 与 向 量 wi 垂直 的 超 平面 ( 见 
图 10.6(b)) 
gly) = (y gft, ) = (y — yt, v7) — hy. (10.34) 


如 果 曲 线 是 正则 (AK J(y) = n) 的 , 且 步 长 h; 充分 小 , 可 以 证 明 , 对 这 两 种 方法 
(10.32) 的 Newton ERKE HA M 上 从 预测 点 gitl 向 点 yi+! 收敛 . 注意 , 可 以 
在 最 后 一 个 Newton Kt, 从 计算 (10.32) 的 Jacobi 矩阵 中 提取 (10.30) 中 所 需要 
的 矩阵 J(yi+1). 此 外 , 在 自然 延 拓 的 流动 步 中 所 用 的 指标 io 可 应 用 来 确定 (10.30) 
中 ai) 二 1 的 下 一 个 切 向 量 ui+1. 
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(a) (b) 
图 10.6 (a) 自然 延 拓 ; (b) 伪 弧 长 延 拓 


(Moore-Penrose 延 拓 ) (10.32) 中 的 函数 9 (y) 在 Newton 迭代 过 程 中 可 能 是 合 
适 的 . 例如 ， 其 上 发 生 流 动 迄 代 的 平面 可 以 使 得 与 满足 J(Y*-1)V* = 0 的 标准 化 向 
Æ V* 垂直 , 这 里 Yk 是 上 一 个 Newton 迭代 所 得 的 点 , 因此 ( 见 图 10.7) 


gy) = ly —Y*1, Vk). 


对 第 一 个 迭代 , Y? = yi + hvi, V! = vi， 注意 , 向 量 VER > 2, 切 于 “扰动 曲 
R” F(Y) = F(Y*-!1) 上 点 Y*-1. 可 以 证 明 ， 这 个 修改 迭代 在 正则 性 条 件 下 局 部 收 
MN. 练习 13 解释 这 个 延 拓 方 法 和 Moore-Penrose 矩阵 逆 之 间 的 关系 . 


(=0 


7 V! 


aly) =O 


图 10.7 Moore-Penrose 延 拓 


3. 步 长 的 控制 


存在 许多 精致 的 算法 去 控制 步 长 h;， 但 是 , 最 简单 的 收敛 性 - 相关 控制 被 证 
明 是 可 靠 且 容易 使 用 就 是 说 . 如 果 在 规定 次 数 的 迁 代 后 仍 未 出 现 收敛 性 ,就 得 减 
小 步 长 并 重复 校正 ; 如 果 仅 在 几 次 迭代 后 达到 收敛 性 要 求 , 就 增 大 关于 h 的 步 长 
hi, WREE SEA KEREKERE, 就 将 保持 流动 步 长 为 hit! = pi. 
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注 ”(1) 上 面 叙述 的 延 拓 方 法 显然 可 以 应 用 到 计算 离散 -时 间 系 统 
zr» lzia)，7ZER"， ac 了 1 
的 不 动 点 曲线 . 事实 上 , 对 应 的 方程 
f(z,a)-—2=0 


具有 (10.28) 形式 . 
(2) 单 参数 系统 中 的 极限 环 延 拓也 可 化 为 延 拓 问题 (10.28), 即 把 环 延 拓 的 周期 
边 值 问题 
u(r) —Tf(u(r),a) = 0, 
u(1) — u(0) = 0, 
1 


f (u(r), wo(T) dr = 0 


离散 化 , 其 中 , 最 后 一 个 方程 是 参考 解 uo(7) 的 积分 相 条 件 . 所 得 的 有 限 维系 统 有 形 
式 
Féa) =0, F:RYH > RY, 

其 中 & € RN 包含 对 应 于 v(.) ARAR T 的 离散 化 数据 , a c R 是 系统 的 自由 参 
数 . 例如 ,上 € RN 可 由 出 现在 正 交 配置 中 的 插值 系数 {u} A T 组成. 这 个 延 拓 问 
题 在 空间 和 参数 轴 的 直 积 中 定义 了 一 条 曲线 . 包含 在 相 条 件 中 的 参考 周期 解 uo 
通常 取 为 上 一 步 沿 着 这 曲线 所 得 到 的 对 应 于 环 的 解 . 0 
10.2.2 RË 1 分 支 的 探测 和 定位 

在 连续 -时间 系统 , 沿 着 平衡 点 曲线 存在 的 两 类 一 般 余 维 1 分 支 可 被 探测 , 它 
们 是 折 分 支 和 Hopf 分 支 . 

下 面 的 主要 思想 是 定义 某 些 光 滑 纯 量 函数 , 它们 在 分 支点 有 正则 零点 . 这 样 的 
函数 称 为 测试 函数 或 分 支 函 数 . 在 曲线 


F(y)=0, F:R"t!—,R" 
上 两 个 相继 点 y* 和 y*+1 之 间 的 分 支点 称 为 探测 点 , 如 果 测 试 函数 在 这 些 点 有 相 
反 的 符号 
wy*)b(y***) <0. (10.35) 
于 是 , 可 尝试 定位 一 个 点 , 在 此 点 y 如 正则 点 一 样 更 精确 地 为 零 , 即 对 系统 


| vo dale (10.36) 


ply) = 0, 
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例如 , 以 yo = wy 为 初始 点 , 用 拟 Newton 法 . 显然 , 应 用 Newton 法 测试 函数 wv 
平衡 点 曲线 的 邻 域内 必须 得 确定 并 可 微 . 也 许 发 生 测 试 函数 使 得 (10.36) 的 Jacobi 
矩阵 在 曲线 y = 0 上 的 点 是 奇异 的 . 在 这 一 情形 , 标准 的 Newton 法 是 不 合适 的 ， 
代 之 可 以 用 一 维 割 线 法 沿 着 此 曲线 定位 w= 0. 

下 面 描述 两 个 简单 的 测试 函数 去 探测 和 定位 连续 -时 间 系 统 的 折 分 支点 和 Hopf 
分 支点 . 考虑 对 应 于 系统 (10.26) 的 平衡 点 曲线 


f(z,a)=0, zceER",aeR!. (10.37) 


1. 折 点 的 探测 和 定位 


显然 , 函数 
plr, a) = à (z, oN (z, œ) Mn (1, 0) (10.38) 
是 折 分 支 测试 函数 , 其 中 Aj (r,a) 是 Jacobi 矩阵 A(z, a) = 廊 (z,a) 的 特征 值 , 此 
函数 光滑 且 在 一 般 折 分 支点 有 正则 零点 (验证 )， 此 外 , (10.36) 在 点 y = (z,a) 的 
Jacobi 矩阵 是 非 奇 异 的 , 故 可 用 Newton 法 定位 . 如 果 Newton ERM, 它 就 是 具 
零 特 征 值 的 平衡 点 的 坐标 且 临 界 参数 值 在 此 点 存在 . 
为 计算 测试 函数 (10.38), 形式 上 要 求知 道 4 的 所 有 特征 值 . 这 些 特征 值 在 曲 
线 上 的 每 一 点 可 用 标准 的 程序 之 一 数值 地 找到 . 但 是 , 有 一 个 明显 的 方法 避免 特征 
值 的 计算 . 注意 , (10.38) 右 端 的 乘积 只 不 过 是 Alx, a) 的 行列 式 , 它 可 有 效 的 计算 
而 不 用 考虑 其 特征 值 (例如 用 Gauss 消去 法 ). 因此 , 对 折 分 支 通用 的 测试 函数 是 
W(x, a) = det (79) ; (10.39) 
另 一 个 定位 折 点 的 方法 是 监控 平衡 点 曲线 上 关于 参数 的 绝 值 点 . 显然 , 在 一 般 
的 折 点 切 向 量 v 的 a 分 量 改变 符号 . 


2. Hopf 点 的 探测 和 定位 


考虑 函数 
ba(z,a) = [[ i(z,0) + A;(z,a)), (10.40) 
i>j 
其 中 用 了 前 面 的 记号 . 这 个 函数 在 Hopf 分 支点 为 零 , 因为 存在 一 对 乘 子 和 A12。 = 
tiwo. 显然 , 如 果 存 在 一 对 实 特 征 值 


也 有 ya = 0. 因此 , 在 寻找 Hopf 分 支 时 要 小 心 避免 这 种 点 . 函数 wp 是 实 的 且 光 
滑 并 在 Hopf 分 支点 有 正则 零点 . 此 外 , (10.36) 的 Jacobi 和 矩阵 在 这 种 点 是 非 奇异 
的 , Newton 法 可 应 用 . 
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如 在 前 一 情形 , 存在 避免 明显 计算 4 所 有 特征 值 的 方法 , 尽管 这 比较 困难 . 如 
第 8 章 指出 的 可 用 双 交 错 积 计算 Yu. 
设 4 Al B 分 别 是 以 {aij} 和 {bi;;} 为 元 素 的 n x n ERF, 1 < i,j <n. 令 


m 一 sn(n — 1). 
定义 10.1 A 和 B 的 双 交 错 积 是 一 个 mx m BEB, 记 为 AOB, 它 的 行 


用 二 重 指标 (p,q)(p = 2 3 n; q = 1,2,- ) 甩 一 1) 表示 ， 它 的 列 用 二 重 指标 
(r,s) (r =2,3, mi s=1,2,---,r—-1) 表示 , 它 的 元 素 由 
给 出 


10.8 显示 当 A 和 B 是 两 个 4x4 和 矩阵 时 6x6 和 矩阵 4@B 元 素 的 足 标 . 这 
个 定义 的 起 因 在 附录 B 中 给 出 . 在 附录 B 中 有 证 明 的 下 面 的 古典 定理 解释 双 交 错 
积 的 重要 性 . 


(21),(21) (21)(31)  (2,1),(3,2)  (2.1),(4,1)  (2,1).(4.2) (2,1).(4,3) 


Qpr ps bpr bps 


bor bas 


1 
(A © B)(p,q),(r,s) = 2 | 


Agr Ags 


(3,1),(2,1) (3,1).(3,1) (3.1D),(32) GD)(41)  (3,1),(4,2) (3.1).(4.3) 
(3,2),(2,1) (3,2),(3,1) (3,2),(3,2) (3,2),(4,1) (3,2).(4.2) (3,2).(4,3) 
(4,1),(2,1) (4.1),(3,1) (41),(32) (4,1),(4,1) (4.1),(4,2)  (4,1),(4,3) 
(4,2),(2,1) (4,2).(3,1)  (4,2),(3.2) (4,2),(4,1) (4.2).(4.2) (4.2).(4,3) 
(4,3),(2,1) (4,3),(3.1) (4.3).(32) (4.3).(41) (4.3).(4,2)  (4,3).(4.3) 
10.8 n= 4 的 矩阵 的 双 交 错 积 的 元 素 的 足 标 
定理 10.3(Stephanos, 1900) i A & nxn MB, 它 有 特征 值 和 ,和 A2,:… ,A 和. 
则 
(i) AO 4 有 特征 值 和 i 和 j; 
(ii) 24 © In 有 特征 值 Ait Aj, 
其 中 i 二 2,3,… ,nNn; 了 二 1,2,… ,i 一 1] ARI, Enxn 4E. o 
因此 , 测试 函数 (10.40) 可 以 表示 为 


Vu (x, a) = det (2a © In) (10.41) 


由 双 交 错 积 的 定义 得 24 © 1 的 下 面 公式 


Apr Ops 


(2A0 I, =.) = 
n)(p,a),( +8) Bie ibe 
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其 中 bij 是 Kronecker FSO. 计算 行列 式 得 


Taps, 若 7= q, 

apr; 4 r#éqAls=q, 
(24@ a App + aqq, Gr= p H s= q, 

Qqs; Hr=pAls#gq, 

一 Caqr， E s= p, 

0, 其 他 . 


因此 , 24 © In 的 元 素 可 由 矩阵 A 和 有 效 的 程序 计算 . 
例 10.1 WẸ n = 3, HM B=2A0], Æ 3 x3 FRE 


Q22 + Q11 a23 一 Q13 
B= a32 a33 + a11 a12 : 0 
一 Q31 Q21 a33 + Q22 


下 面 构造 测试 函数 去 定位 离散 -时 间 系 统 的 余 维 1 分 支 . 假设 有 映射 
z= f(z,a), xER", acRt, 
延 拓 它 的 平衡 点 曲线 
f(z,a) -z=0. 


Bl j,k2,… ,Hpn 是 在 (x, cx) 的 Jacobi 矩阵 A = fe WHF. 下 面 的 测试 函数 分 别 
明显 地 定位 折 分 支 、 翻 转 分 支 和 Neimark-Sacker 分 支 : 


ee = Ti- 1), (10.42) 
i=] 

er = [ [+ 1), (10.43) 
i=1 

pns = [[(mu; - 1), (10.44) 
i>j 


要 探测 正确 的 Neimark-Sacker 分 支 , 必须 验证 yns = 0. 这 是 由 于 出 现 满足 kilj = 
1 的 ERT, 因而 类 似 地 , 对 连续 - 时 间 情 形 , 可 用 Jacobi 矩阵 本 身 来 表示 测试 
函数 (10.42)~(10.44), 即 

l pı = det(A — In), (10.45) 


® 6ii = 1, ij = 0,i Æ j. 
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和 

yng = det(A © A — Im), (10.47) 
其 中 到 是 大 x 大 单位 矩阵 , m = zn(n ~1). 从 定理 10.3 的 (i) 得 最 后 一 个 公式 . 应 
用 双 交 错 积 的 定义 , 得 到 


a a 
(Ao A) (p,q),(r,8) = 人 


Agr Ags 


10.2.3 #41 分 支 分 析 


为 了 利用 第 3~5 章 介绍 的 理论 去 探测 分 支点 , 必须 验证 满足 适当 的 一 般 性 条 
件 . 关于 参数 的 横 截 性 条 件 的 验证 相当 简单 , 就 不 考虑 了 . 代 之 以 将 集中 计算 在 临 
界 参数 值 的 有 关 规 范 形 系数 , 即 验证 非 退化 条 件 . 

假设 分 支点 (2°, a) 在 分 支 曲线 上 已 被 探测 . 


1. HTA 


第 5 章 ( 见 5.4.1 节 ) 已 经 指出 , 在 折 分 支点 , 系统 (10.26) 在 它 的 一 维 中 心 流 
形 上 的 限制 可 写 为 
ù = bu? + O(u3), 
其 中 | 
b= 5(p, B(q,4)) 
( 见 公式 (5.23)). 这 里 q,p € R” 是 满足 


Aq=0, A™p=0 


的 特征 向 量 , 它们 彼此 按 
(p, q) =1 
标准 化 . 为 了 完全 地 指定 向 量 , 假定 


《9, 9) =1. 


双 线 性 函数 B: R” xR” — R” 定义 为 


T 0 fi(E,a°) 
B(z,y)= 》 — TjYk, t= 1,2,+-+,n. (10.48) 
jeer Fj Oe 


g=20 
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只 要 用 纯 量 函数 的 二 阶 导数 的 计算 来 求 得 b. 事实 上 , 容易 验证 


q? 0 0 
已 (9,9) = gaf + 7q, Q ) = 
因此 
(10.49) 


2 
(p, Bla,a)) = Tz(p, f(a” +7a,0°)) 
(10.49) 中 的 三 阶 导数 可 用 有 限 差 分 数值 近似 , 例如 
(p, B(g,9) = a [(p, F(2° + hg, a°)) + (p, f(z° — ha, a?))] + O(h?), 


其 中 h 是 增 量 , 并 考虑 到 平衡 点 条 件 ftz0,a0) = 0. 注意 , 包含 在 (10.49) 中 所 有 
对 象 都 是 在 原来 坐标 系 下 表示 . 因此 ,5 的 计算 化 为 求 特征 向 量 q 和 p, 它们 的 标准 
化 以 及 应 用 公式 (10.49) RAIA RES. WR b0, 一 般 的 折 分 支 发 生 , 它 
给 出 了 关于 参数 的 横 截 性 条 件 . 

2. Hopf 分 支 

按照 公式 (5.39), 决定 Hopf 分 支 是 亚 临 界 还 是 超 临 界 的 Lyapunov 第 一 系数 
是 由 


T=0 


k= Re [(p, C(a,4,3)) — 2p, B(q, A-1(g, 9))) 


~ 2wo 


+(p, BGG, (2iwoln, — A)" B(q, q)))] (10.50) 
给 出 , 其 中 g 和 p 满足 
Aq = iwog, Ap = —iwop, 
HH 
(p,q) = 1 
标准 化 . 也 假设 
(g,q) =1, (Reg,Im g)=0. 
双 线 性 函数 B(x,y) 由 (10.48) 给 出 , 函数 C : R” xR” x Rn — R” 由 
i nia g 8° fi(E, a?) 
Ci (z, Y, z) aa > ， 056556 


j,k,l= 


TiYkžl, i = 1,2, nen y Ag (10.51) 


E=x° 


定义 . 如 果 使 用 的 程序 语言 支持 复数 算法 , 由 (10.48) 和 (10.51) 中 的 偏 导数 数值 
计算 可 直接 用 公式 (10.50). 但 也 存在 执行 实数 计算 且 避 免 计 算 包 含 在 (10.48) 和 
(10.51) 中 的 f Æ (20,00) 的 所 有 二 阶 和 三 阶 偏 导数 的 算法 . 
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首先 注意 , 可 容易 地 用 某 些 方向 导数 在 任何 一 个 重 实 向 量变 量 集 上 计算 多 重 线 
性 函数 B(z,y) 和 C(x,vy,z). 事实 上 , Mv eR", 向 量 Bwv) AAS 


Biv, v) = tan + Tv, a°) ie (10.52) 
计算 , 这 个 已 经 用 过 . Mv eR", WE C(u,v, v) 可 用 类 似 的 公式 
C(v,v,v) = Epe + Tv, a?) (10.53) 
T r=0 


计算 . 可 以 用 有 限 差分 来 近似 这 些 关 于 纯 量 变量 > 的 导数 , 例如 , 对 (10.52), 
Biv 3 [F(z° + hv, a?) + F(2° — hv, ao) + O(h?) 
以 及 对 (10.53), 
aR zal FE + 3hv,a°) = 3f(2° + hv, 0°) 
+ 3f(x° — hv, a?) — f(x° — 3hv, a°)] + O(h?), 


其 中 h <1 是 小 增 量 . 由 此 , 借助 于 (10.52) 和 (10.53) 可 计算 的 表达 式 来 重 写 
(10.50). 
用 gr 和 gi 分 别 表示 特征 向 量 q 的 实 部 和 虚 部 


q=qr+iqr, g€C”, gr,qr ER”. 
FRA 


Bq, q) =. B(qr, qr) = B(q1,q1) + 2iB(qr,q1), 
B(g,g) = B(qr, qr) + Bar, a), 
C(q,4,9) = C(qr, qr, 4R) + C(ar, 491,41) + iC(qr, ar, 9r) + iC(qr, qr, qr). 


注意 , 向 量 B(qr, ar), Blar, qr), Clar, arar) 和 Clar, qr, qr) 可 用 (10.52) 和 (10.53) 

直接 计算 , Blar, a1), Clar qqr) 和 Clar ar qr) 要 求 更 多 的 论述 . 本 质 上 , 对 实 向 

i v,w € R”, 用 (10.52) 和 (10.53) 可 足够 计算 多 重 线性 函数 Bv, w) 和 C(v,v,w). 
用 恒等式 


B(v + w,v + w) = BV,v) + 2B(v, w) + B(w, w), 
Biv — w,v ~ w) = B(v,v) — 2B(v, w) + B(w, w) 
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可 以 将 向 量 Biv, w) 表示 为 (“ 极 化 恒等式 ”) 
puis HBe POEET EE: TEN E i 

右 端 可 用 (10.52) 计算 . 

类 似 地 , 恒等式 

Clu + u,v + w,v +w) = C(v,0, v) +3C(v, v, w) + 3C(v, w, w) + C(w, w, w) 
和 

Cv — w,v — w,v — w) = C(v,v,v) — 30(v,v,w) + 3C(v, w, w) — C(w, w, w) 
导致 下 面 关 于 Civ, v, w) 的 表达 式 

el EAT E 5(Ctw +w,v+u,0+w)—C(v—w,v—w,v—w) — 3C(u, ol 


右 端 可 用 (10.53) 计算 . 

仅 包 含 实 变 量 的 线性 系统 

Ar = B(q,@) 
可 重 写 为 
Ar = B(gr, qr) + B(ar, qr). 

它 的 解 7 是 实 向 量 . 由 (10.50), 数量 积 (p, B(q,r)) 可 变换 成 

(p, B(q,7)) = (pr, B(gr,7)) + i(pr, B(gr,r)) — i(pr, B(qr.r)) + (p1, Bla, )), 
故 

Re (p, B(q,7)) = (pr; Blar, r)) + (pr, Blqr,r)). 

右 端 数量 积 内 的 所 有 双 线 性 函数 都 是 Blo, w) 的 形式 , 因此 它们 可 由 极 化 恒等式 简 
化 为 用 (10.52) 可 计算 的 量 . 

线性 复 系统 

(2iwol, 一 4)s = B(q,q) 
等 价 于 二 重 维 数 的 实 系统 
| —Ags, — 2w0s1 = B(qr, qr) — B(qr, 41), 
2wosr — Asr = 2B(qr, q1), 

其 中 sk 和 sr Æ s 的 实 部 和 虚 部 . 于 是 , 由 (10.50), 数量 积 (p, B(q,s)) 可 写 为 


(p, B(g, s)) = (pr, B(qr, sR)) + i(pr, B(qr, s71)) 
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— i(pr, B(qr, sR)) + (pr, B(q1, s7)) 
— i(pr, B(gr, sR)) + (p1, B(gr. 81) 
— (pr, B(q1, sr)) — i(p1, B(qz, 81)), 


Re (p, B(q, s)) = (pr, B(gr, sR)) + (pr, B(qr, 81) 
+ (pr, B(qr, $1)) — (pr, B(qr, 8r)), 
其 中 所 有 的 双 线 性 函数 都 是 Blu, w) 形式 , 从 而 可 化 为 (10.52). 
由 (10.48), 数量 积 (p, C(q,4,0)) 可 表示 为 

(p, C(q, 9; 9)) = (pr; C(qR, Rr, 9R)) + (pr, C(qr, q1,41)) 
+i(pR, C(qR, qr,q1)) + i(pr,C(41, 41,41) 
— i(pr, C(ar, 4R, 9R)) — i(p1,C(ar, 41, 97)) 
+ (pr,C(9r, qr, 97)) + (pr, C(41, a1, 41)), 


Re (p, C(4,4,7)) = (pr, Clar, qr, GR)) + (pr, C(qr, 41, 97)) 
T (pr, C (qR, qR, qr)) am (pr, C(qr, di, qr)). 


这 个 表达 式 可 变换 成 仅 包含 (10.53) 形式 的 方向 导数 的 公式 


ee et. D 2 
Re (p, C(q, 9, 9)) = 3 (Pr: Clar: GR; IR) + z P1, C (dr, 41, 41)) 
十 


1 
g (PR + pI,C(qR + qr,9R + q1,4 + 4)) 


1 
十 (PR — PI,C(qR — 41,9R — qr- qR — qr )). 


下 面 总 结 一 下 计算 1, (0) 所 需 的 步骤 . 
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REL. 计算 (10.26) 在 临界 参数 值 a9 有 Hopf 分 支 的 平衡 点 x0 的 Jacobi 4E 


阵 
A= f,(z°,a®). 
第 一 步 . 求 四 个 满足 
| Agr + wogr = 0, 
—wogr + Aq; = 0 
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A™ qr + wogr = 0， 
wopr + ATqr = 0, 
并 按 
(gR, qr) + (q1,971) =1, (qr,qr)=0, 
(pr, qr) + (p1, 971) = 1, (qr, 41) — (pr, 9R) = 0. 
标准 化 的 向 量 : QR: QI, PR, PI E R”. 
第 二 步 . 用 方向 导数 计算 下 面 的 向 量 


d? 0 0 
Q 一 qi le 十 T9R Q Mes 


》 


d? 。 0 0 
b= gafe + 7q1,a ) 


T=0 
A 1 d? 
iae +7(9r + q1),0°) — f(2° + T(r — q1), @°)] 


第 三 步 . 对 ”> 和 (sr, sr) 求解 线性 系统 


Ar=a+b 


—AsR— wos; = a — b, 
2wosR — As; = 2c. 


第 四 步 . 计算 下 面 的 数 


2 
~ 了 on， f(z + T(gr +1),a°) — f(z + rlar —1),a°)) 


onl 


T=0 
1 d? 0 0 0 0 
cz = ga PDI + (qr +r), 0°) — f(x? + 7(qr = r),a?)) 


并 计算 它们 的 和 


} 


5 下 一 


Zo = 0, +02. 
第 五 步 . 计算 数 


2 
aS ier. F(=? +7(qr + sr) a°) — f(x° +7(gr — sr), 0°)) 


T=0 


ld 
~ 4dr? 


62 (pr, f(x° + T(qr + 81), 0°) — f (2° + 7(qr — 87), a?)) 


T=0 
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63 = 1 or fle +7T(gR + 81),a°) — f(x° + r(qr — 81), @°)) 


T=0 


pies od f(a? +7( 十 sR),ao) — f(a? +7( — sp),a°)) 
a= jga Pr fe qı + SR), 41 — $R); 


并 计算 


r=0 


Ao = 61 + 62 + 63 — 54. 
BAD. 计算 数 


d3 
it i drè (PR, f(z? 十 TqR), a°)) 
T 7=0 


ti 


d3 
y2 = gr Ph f(z° + 7q1), a?)) 


T= 


d? 
13 = sa (PR + pr, f(x° +7(ar + qr), @°)) 


rep 


da? 
“= G73 PR — pr, f(x° + 7(ar — ar), °)) 


’ 
T=0 


并 取 2 1 
To = zM +72) + g(% +). 


第 七 步 . 最 后 , 计算 
1,(0) = zo — 25 + Ao). 


车 11(0) #0 且 特 征 值 以 非 零 速度 穿 过 虚 轴 , 则 在 参数 a 变化 下 出 现 唯一 极限 
环 . 要 完成 对 Hopf 分 支 的 分 析 , 需 推导 一 个 算法 , 可 以 用 上 面 所 述 方法 之 一 , 从 离 
FF Hopf 分 支点 的 分 支 极限 环 开始 延 拓 . 因此 , 必须 求 得 周期 解 , 从 它 可 初始 化 环 延 
拓 . 回忆 在 一 般 Hopf 点 附近 的 环 在 相 - 参数 空间 中 组 成 拟 抛物 面 , 它 与 平面 


7T 三 2Z9g 十 ZI 


Fad, 其 中 z < Cl, q 是 适当 标准 化 了 的 临界 特征 向 量 . 系统 在 中 心 流 形 上 的 限制 
的 线性 部 分 简单 地 为 


之 一 iwoz, 
‘CARE z(t) = zoeiwot. 因此 , 具 “ 振 幅 "zo = © 的 分 支 极限 环 的 线性 近似 由 


ae(t) = (eq +e 'g)e = 2eRe [eicotq] 
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给 出 , 其 中 s eR! 是 使 用 者 定义 的 小 数 . 所 得 的 开始 解 可 以 表示 为 实 形式 
Te(t) = 2e(qr coswot — gr sin wot), (10.54) 


其 中 ga,9r 是 复 特征 向 量 g 的 实 部 和 虚 部 . 可 以 在 Hopf 分 支 附近 推导 环 的 二 次 近 
似 . 但 是 , 在 大 多 数 情 形 用 公式 (10.54) 开始 作 环 的 延 拓 已 够 精度 . 


10.2.4 QHA 


一 般 地 , 平衡 点 曲线 (10.27) 有 分 枝 点 . 
定义 10.2 Sy 称 为 延 拓 问题 


F(y)=0, R"+! —, R”" (10.55) 


的 分 枝 点 , 如 果 Fly*) = 0, 且 至 少 存在 两 条 不 同 的 满足 (10.55) 并 通过 y* 的 光滑 
曲线 . 

对 n = 1 的 分 枝 的 两 个 例子 如 图 10.9 Bras. 可 以 视图 中 的 曲线 为 依赖 于 一 个 
参数 的 某 个 纯 量 系统 的 平衡 点 曲线 , y = (x,a). 

注 (1) 车 曲线 组 成 一 闭 曲 线 且 在 y* 自身 相交 , 则 分 枝 点 也 会 出 现 . 这 就 是 
为 什么 分 枝 点 通常 称 为 自 交 点 . 

(2) 有 时 候 , 分 枝 点 就 简单 地 称 为 分 支点 . 如 果 仅 仅 研究 平衡 点 , 后 一 术语 才 
适用 , 但 一 般 会 引起 误解 . 事实 上 , 非 退化 折 分 支点 和 Hopf 分 支点 都 不 是 平衡 点 曲 
线 的 分 枝 点 . 0 

读者 应 该 理解 分 枝 点 的 出 现 是 一 个 非 一 般 现 象 : 由 隐 函 数 定理 , 一 般 曲 线 
(10.55)( 沿 着 这 条 曲线 秩 Fy = n) 没有 分 枝 点 .此 外 , 如 果 延 拓 问 题 (10.55) 有 分 
枝 点 , C1 接近 问题 一 般 根本 就 没有 分 枝 点 ( 见 图 10.10). 


ree 
\ ge 


图 10.9 分 枝 点 图 10.10 ”在 一 般 扰 动 下 分 枝 点 消失 


但 是 , 者 出 现 某 个 对 称 性 , 则 分 枝 点 容易 出 现 . 事实 上 , 如 同 在 第 7 章 看 到 的 ， 
一 般 发 生 在 Zo 对 称 系统 的 又 分 支 是 分 枝 点 . 另 一 个 重要 例子 是 由 离散 - 时 间 系 统 
提供 的 翻转 分 支 , 假设 映射 


rt f(t,a) = falz) rz ER", acR! 


的 不 动 点 sO (a) 在 a = 0 有 一 般 翻 转 分 支 . 以 z 外 (a) 记 在 a = 0 从 ztD(a) 分 支 
出 组 成 周期 2 环 的 点 . 由 于 O(a) 是 映射 fa 的 BAR f2 的 不 动 点 , 翻转 点 
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(zt)(0),0) 是 周期 2 环 延 拓 问题 
f2(x)—z=0, rER",aeR! 


的 分 枝 点 . 

因此 , 当 延 拓 由 (10.55) 定义 的 曲线 , 并 开始 从 每 一 个 定位 点 出 发 对 其 他 分 枝 
AN, 需要 能 够 去 探测 和 定位 分 枝 点 . 下 面 来 处 理 这 些 问 题 . 下 面 的 讨论 包含 有 
F 的 二 次 项 . 设 y* =0 是 (10.55) 的 分 枝 点 . 将 Fly) 在 y=0 的 Taylor 展开 式 写 
为 

F(y) = J(0)y + 5B(y.y) + Olllul®), 

其 中 J(y) = F (y) Æ (10.55) 的 mx (n +1) Jacobi 矩阵 , B: R°+! x R"*! — R” Zz 
Fly) 在 分 枝 点 的 双 线 性 部 分 


nil n2 
O* F; 
Bz, y) = > - 3) TjYyk, £4=1,2,.. ,nN (10.56) 


设 y(s) 是 通过 点 y = 0 的 光滑 分 枝 , 并 由 满足 y(0) = 0 KILK s 参数 化 . 以 
v WE y = 0 与 这 个 分 枝 相 切 的 向 量 : v = jy(0) e RH, 如 已 经 指出 的 , 向 量 v 满 
EE 
J(0)v =0 (10.57) 
(这 是 由 F(y(s)) = 0 KF s 微分 并 在 s = 0 取 值 所 得 到 )， 以 KK 记 由 所 有 满足 
(10.57) 的 向 量 所 组 成 的 J(0) 的 零 空间 
K = {v E R"*! : J(0)u = 0}. 
所 有 通过 点 y = 0 切 于 分 枝 的 向 量 属 于 K. 若 y = 0 是 正则 点 , 在 此 点 秩 J(0) =n, 
WW dim K = 1. 着 (10.55) 的 两 个 分 枝 在 y = 0 模 截 相交 , 则 dim = 2, 因为 它们 在 
分 枝 点 各 自 的 切 向 量 v 和 v 都 满足 (10.57)( 见 图 10.11). 
仅 考 虑 K 是 由 两 个 线性 无 关 向 量 q 和 gs 所 张 成 , 并 推导 切 向 量 满 足 的 另外 
方程 . F(y(s)) =0 关 于 s 在 s=0 微分 两 次 , 得 
7(0)W0) + B(y(0),y(0)) = 0, 


或 者 , 等 价 地 
J(0)i(0) + B(v, v) = 0. (10.58) 


现在 考虑 (n+1) xn 转 置 矩阵 JT(0). 由 于 dimk = 2, 存在 满足 


JI(0)p =0 (10.59) 
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的 唯一 向 量 (直到 数量 乘 数 ). 


图 10.11 通过 分 枝 点 的 两 条 相交 曲线 
计算 (10.58) 的 左 端 与 R* 中 y 的 数量 积 , 并 考虑 到 
(p, J(0)H(0)) = (JT (0)¢, H(0)) = 0, 


得 到 
(p, B(v, v)) = 0. (10.60) 


左 端 是 定义 在 向 量 ve K 上 的 二 次 型 , 它 有 明显 的 表达 式 


n+l o F, 
(p, Biv, v) = = x Yori i 3 VjUk. 


1 一 1 j,k=1 E=0 


因 任 何 向 量 ve 可 表示 为 
q = 8191 + Boge, B = (Bı, B2) E R?. 
故 二 次 型 (p, B(v,v)) 可 考虑 为 (81, Bo) 平面 上 的 二 次 型 
UMD) = (9, B(Bigi + B202, Big + B2q2)) = b118? + 2b129, 62 + b2202, 


其 中 bi; = (p, Bisa), ij = 1,2. 
定义 10.3( 简 单 分 枝 点 ) ”一 个 分 枝 点 称 为 简单 的 , 如 果 下 面 两 个 条 件 满足 : 
(i) dimK = 2; 
(ii) b? — bi1b22 > 0. 
从 第 二 个 条 件 得 知 , 二 次 型 的 矩阵 


bii biz 
bi2 b22 
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有 一 个 正 的 和 一 个 负 的 特征 值 . 

下 面 的 引 理 完全 刻画 了 简单 分 枝 点 . 

引 理 10.1 By* =0 是 (10.55) 的 一 个 简单 分 枝 点 . 则 恰好 存在 两 条 通过 y 
满足 (10.55) 的 光滑 曲线 . 此 外 , 它们 在 y* 的 切 向 量 vi 线性 无 关 , 且 都 满足 (10.60). 

口 

用 方程 (10.60) 可 以 计算 第 二 个 分 枝 的 方向 wz, 只 要 在 (10.55) 的 分 枝 点 切 于 
第 一 个 解 曲线 的 向 量 vi 已 知 . 事实 上 , Ragan, 而 令 g2 EK 是 与 a 正 交 的 向 
量 (a.m) = 0. FÆ, Bl =1, BY = 0， 


Uk = (ay 二 Bb qo, k= 1,2. 
因此 ， “代数 分 枝 方 程 ” 
b118? + 2b1281b2 + b22B2 = 0 


He sn. 由 此 得 b11 = 0. 因此 , 第 二 个 分 枝 的 方向 (842 , a?) 满足 
261230?) + boa Gl”) = 0， 
由 于 分 枝 点 的 简单 性 , 这 里 必 有 bi #0. 从 而 


(2) _ _ b22 (2) 
1 2bi2 ” ae 


上 面 所 述 的 结果 解决 了 在 分 枝 点 的 分 枝 开 关 问 题 . 但 是 , 应 该 能 够 探测 这 种 点 
并 精确 地 对 它们 定位 . 当 延 拓 由 (10.55) 定义 的 曲线 时 , 用 下 面 的 引 理 提供 的 测试 
函数 来 定位 分 枝 点 . 

引 理 10.2 设 ya(s) 对 应 于 由 (10.55) 定义 的 曲线 . 考虑 (n+1)x(n+1) # 


J(y(1)(s)) 
D(s) = 10.6 
e ( da(s) ) gn 


其 中 J(y) 是 (10.55) 的 Jacobi 矩阵 . 则 纯 量 函数 


阵 


wW(s) = det D(s) (10.62) 


在 s=0 有 正则 零点 . 


”事实 上 是 解 的 线段 (7,0). 
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注 ERE D 与 包含 在 求解 (10.55) 的 伪 弧 长 延 拓 法 (10.34) 的 Newton 校正 
中 的 Jacobi 矩阵 稍 有 不 同 . 如 果 和 迭代 收敛 于 这 条 曲线 上 的 点 , 函数 Y 在 这 一 点 容 


易 用 Newton 矩阵 的 行列 式 以 及 与 前 一 计算 得 的 点 的 比较 来 近似 . © 
证 明 JERE D(0) 有 单 零 特征 值 . 事实 上 
D(0)q2 = 0, (10.63) 


其 中 qz 是 上 面 定义 的 平面 内 在 分 枝 点 与 wm = ww 正 交 的 向 量 . 因此 , BE DO) 
的 特征 值 . 此 外 ,D(0)gi A 0, 所 以 零 特征 值 是 单 的 . 因此 , 对 所 有 充分 小 |s|, 存在 
D(s) 的 依赖 于 参数 的 单 特征 值 和 (s)， 


D(s)u(s) = A(s)u(s), 
使 得 (0) = 0, u(0) = q2. KF s 在 s = 0 微分 上 面 方 程 得 


B(qi, q2) J(0) \. 
u(O) = A(O)qo. 10.64 
( he +( is ) (0) = A 0)a (10.64 


现在 注意 , 转 置 矩阵 DT (0) 的 零 特征 向 量 p, 


DT(0)p=0 


"= (0) 


其 中 yp 是 由 上 面 的 J (Op = 0 定义 ( 见 (10.59). 此 外 , 由 于 和 二 0 是 单 的 , 有 
(p,q2) #0. 取 (10.64) 的 两 端 关于 p 的 数量 积 , 得 到 


有 形式 


irm — (2 Blqi,g2)) _ 

a (p, p2) = rs oe 
这 是 因为 bio 在 简单 分 枝 点 必须 不 为 零 . 因此 , 当 s 穿 过 值 = 0 时 D(s) 的 单 实 
特征 值 Ms) 如 同 D(s) 的 行列 式 有 规律 地 改变 符号 . 口 


因此 , 由 (10.62) 给 出 的 w(s) 沿 着 曲线 (10.55) 可 监控 探测 分 枝 点 . 如 果 这 个 
点 被 探测 到 , 就 可 定位 它 , 例如 , 用 弦 方 法 
r P SI 一 SI 一 1 l ; 
git =g 一 JE ers) j = 1, 2, rae g (10.65) 
为 了 在 定位 简单 分 枝 点 时 执行 分 枝 开 关 ， 需 要 求 向 量 qaa 和 ”并 数值 计算 
boo 和 bio. 向 量 q 可 从 两 点 的 切 向 量 内 插 ， 这 两 点 之 间 的 分 枝 点 已 被 探测 到 . 向 量 
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qz 和 y 可 由 解 线 性 齐 次 系统 (10.59) 和 (10.63) 计算 . 最 后 . 和 函数 B E q 的 
数量 积 可 由 上 一 节 所 叙述 的 方向 导数 技巧 计算 . 详细 证 明 留 给 读者 . 
注 (1) 存在 另外 有 效 的 技巧 去 开关 分 枝 , BA 同 伦 方法 . 它 是 基于 延 拓 问题 


F(y)=0 


的 一 般 性 扰动 会 破坏 分 枝 的 相交 性 , 使 得 它们 都 光滑 ( 见 图 10.10) 的 观察 上 . 因此 ， 
可 以 引入 一 个 人 为 的 小 扰动 s e R", 而 考虑 延 拓 问题 


F(y)-—e=0. 


取 不 同 的 e, lell 充分 小 , 可 以 尝试 从 未 被 扰动 问题 的 原来 分 枝 上 的 点 开始 , 用 计算 
扰动 问题 的 分 枝 来 开关 分 枝 . 在 开关 过 程 中 , + s 变 回 零 而 去 掉 扰动 , 然后 用 所 得 
的 点 作为 新 分 枝 延 拓 的 初始 点 . 这 个 方法 对 相对 低 维 的 问题 工作 得 较 好 . 

(2) HAERA (10.65) 探测 分 枝 点 可 能 会 有 困难 , 因为 用 来 计算 曲线 (10.55) 
上 的 点 的 Newton( 或 者 拟 Newton) 校正 的 收敛 性 区 域 当 趋 于 分 枝 点 时 会 收缩 ， 这 
个 困难 可 用 考虑 扩展 系统 (extended systems) 来 避免 . 例如 , 平衡 点 曲线 (10.27) 的 
简单 分 枝 点 (zo ao) 对 应 于 定义 系统 


f(z,a@) + Bp =0, 
fz (a, a)p = 0, 
10.66 
(p, falz, a)) = 0, ( ) 
(p,p) -1=0 
的 正则 解 (zx, a, 8,p) = (zo,ao,0,po), 其 中 p € R” 和 8 eR! 是 额外 未 知 量 . 因此 ， 


标准 的 Newton 法 可 以 直接 应 用 于 (10.66) 来 探测 简单 分 枝 点 . © 


10.3” 双 参数 分 支 分 析 
从 现在 开始 研究 依赖 于 双 参 数 的 光滑 系统 


t= f(z,a), zeER", a€R?. (10.67) 


系统 分 析 的 目的 是 构造 它 的 双 参 数 分 支 图 . 这 个 图 一 般 包 含 对 应 于 余 维 1 平衡 点 
分 支 曲线 、 极 限 环 分 支 和 同 宿 轨 道 分 支 曲线 . 在 这 些 曲 线 的 孤立 点 , 余 维 2 分 支出 
现 . 正如 在 第 8, 9 章 看 到 的 , 这 样 的 点 是 几 个 不 同 余 维 1 边界 的 公共 点 . 因此 , 问 
题 是 延 拓 余 维 1 分 支 曲线 , 在 其 上 探测 、 定 位 , 并 分 析 在 它们 上 面 的 余 维 2 奇异 性 ， 
然后 在 这 些 点 开关 分 支 分 枝 . 我 们 将 主要 处 理 余 维 1 分 支 的 延 拓 , 对 余 维 2 分 支 的 
定位 和 分 析 只 给 出 一 些 说 明 . 
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10.31 平衡 点 与 不 动 点 的 余 维 1 分 支 的 延 拓 


如 第 8 章 讨论 的 , 如 果 系 统 (10.67) 在 a = a9 的 平衡 点 有 余 维 1 分 支 , TH, 
一 般 地 , 在 a 平面 内 存在 分 支 曲 线 B, 沿 着 这 条 曲线 系统 有 显示 相关 分 支 的 平衡 点 . 
曲线 B 可 以 作为 定义 在 更 高 维 的 空间 内 的 某 曲 线 工 在 a 平面 内 的 投影 来 计算 . Al 
此 , 必须 对 工 指定 延 拓 问题 , 就 是 说 , 在 确定 这 条 曲线 的 空间 内 定义 函数 . 

1. 最 小 增 广 系统 (minimally augmented systems) 


平衡 点 余 维 1 分 支 的 这 种 类 型 的 延 拓 问题 已 经 在 第 8 章 引 入 过 (A 8.1.1 节 ). 
在 这 个 方法 中 , 仅仅 添加 有 关 测 试 函 数 到 平衡 点 方程 中 , 由 此 得 到 一 个 在 以 (x, a) 
为 坐标 的 n+ 2 维 空间 中 ntl 个 方程 的 系统 . 更 确切 地 说 , 如 果 Alx, a) 是 (10.67) 
中 了 在 (z,a) 的 Jacobi FARE, 则 得 折 分 支 的 延 拓 问题 


f(z, a) = 0, 
| det A(a,a) =0 (10.68) 
和 Hopf 分 支 的 延 拓 问题 
f(z,a)=0, 
| det(24(za) © In) = 0, (10.69) 


其 中 © 表示 双 交 错 积 . 每 一 个 系统 是 n+ 2 个 纯 量 变量 的 ”+ 1 个 纯 量 方程 的 系 
统 , 称 为 最 小 增 广 系统 , 因为 所 得 延 拓 问 题 的 维 数 是 关于 平衡 点 延 拓 的 维 数 扩大 1. 
GR, 如 果 当 延 拓 平衡 点 时 分 支点 已 经 被 探测 到 , 而 对 应 的 测试 函数 yw 或 wp 的 
零点 已 经 定位 , 于 是 立刻 就 有 延 拓 由 (10.68) 或 (10.69) 定义 的 分 支 曲 线 的 所 有 必 
要 的 初始 数据 . 

引 理 10.3 ”如 果 (x,a) 是 对 应 于 (10.67) 任何 平衡 点 的 一 般 余 维 1 或 余 维 
2 分 支点 , 除了 Hopf-Hopf 奇异 性 , 则 秩 J 二 nn 十 1, 其 中 J 是 对 应 最 小 增 广 系 统 
(10.68) 或 (10.69) 的 Jacobi #24. 一 般 的 Hopf-Hopf 点 是 (10.69) 的 简单 分 枝 点 . 

口 

由 这 条 引 理 就 可 以 用 标准 的 预测 校正 延 拓 技巧 来 延 拓 由 (10.68) 或 者 (10.69) 
定义 的 分 支 曲线 工 计算 的 曲线 在 (ai, az) 平面 上 的 标准 投影 给 出 对 应 的 有 关 分 支 
的 参数 边界 . 

但 是 , 定义 的 系统 (10.68)( 或 者 (10.69)) 有 下 面 的 缺点 . 一 般 , 它 的 Jacobi 4E 
ME 不 可 能 借助 于 f(z,a) 的 偏 导数 明显 表达 , 因为 行列 式 中 含有 测试 函数 . At, 
必须 在 延 拓 曲线 时 依靠 数值 微分 , 即使 f 关于 (z, a) 的 导数 解析 知道 . ATE 
服 这 个 困难 , 用 函数 g(x, a) 代替 (10.68)( 或 者 (10.69)) 中 的 测试 函数 , 这 个 函数 与 
对 应 的 测试 函数 一 起 为 零 , 但 它 的 导数 可 以 解析 地 表示 . 


第 10 章 分支 的 数值 分 析 . 491- 


在 折 分 支 情形 , 代替 (10.68), 引入 修改 的 最 小 增 广 系统 


| 3 - 5 (10.70) 


其 中 g = g(z,a) HEN (n +1) HE 加 边 系 统 


A(z,a@) po w\ [0 
( 99 a FC) nay 


的 解 向 量 的 最 后 一 个 分 量 来 计算 . 其 中 go, po e R 是 某 些 向 量 . 我 们 已 经 在 第 5 章 
用 类 似 的 系统 计算 在 折 分 支 的 中 心 流 形 的 二 次 近似 (见方 程 (5.29)). 如 果 向 量 go 
接近 于 4(z,a) 的 零 向 量 , po 接近 于 4T(z, a) 的 零 向 量 , 则 矩阵 


A(z, a) Po 
m=( 93 由 
在 (x,a) 是 非 奇 异 , A (10.71) 有 唯一 解 . 在 实际 计算 中 , go 和 po 分 别 是 4 和 AT 
在 这 条 曲线 上 前 一 点 的 特征 向 量 . 对 9 = 0, 由 系统 (10.71) 得 


Aw=0, (go,w) =1, 


这 意味 着 w 是 Alza) 尺度 化 了 的 零 向 量 , 且 如 在 (10.68), det A(z,a) = 0. 事实 
E, 9 是 与 det A(z, a) 成 比例 . 且 由 Cramer 法 则 


det A(z, a) 
det M(x, a)’ 


g 关于 (x,a) 的 导数 可 由 微分 (10.71) 计算 . 设 z 表示 z 或 a 的 分 量 , 则 
fe po ) be ) ee 3 F. faso) 
T T: = 
qo 0 gz 0 0 g 0 
以 及 (we, gz)" 可 由 求解 系统 


A(z,a) po we \ Az(z,a)w 
( @ 0 ) ( gz )- ( 0 ) B 


得 到 . 这 个 系统 有 与 (10.71) 相同 的 矩阵 M, 其 右 端 包含 有 已 知 向 量 w 和 Jacobi 
矩阵 4 的 导数 AL. 如 果 引 入 转 置 系统 


g(z, a) = 
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的 解 (v,h)T, 导数 g, 可 明显 表示 . 用 (v7, h) ÆR (10.72), 并 考虑 到 (vT,h) M = 
(0,1), 得 
gz = —(v, A,(£,a)w). 


在 Hopf 情形 , 修改 的 最 小 增 广 系统 看 上 去 很 像 (10.70), 函数 9 = g(z,a) 由 加 


边 系统 
( 2A(z,a)OIn Po ( W ) ( 0 ) (10.73) 
QF 0 g : 


计算 . 这 是 一 个 (m+ 1) 维系 统 , 其 中 2m = n(n — 1)， 且 是 非 奇异 的 , 如 果 向 量 
Qo, Po E€ R™ Æ Hopf 曲线 的 一 般 点 附近 分 别 是 24 © n 和 (2A01,)? HEME, 
偏 导数 ge 可 以 如 折 分 支 情形 用 A, 表示 . 

对 离散 -时 间 系 统 的 余 维 1 分 支 可 类 似 处 理 . 考虑 光滑 的 双 参 数 映射 


rr f(t,a), «2 €R?, a€ R?. (10.74) 
用 系统 
| Te (10.75) 
det(A(z, a) — In) =0 


延 拓 折 分 支 . 用 系统 
| Ao maa (10.76) 
det(A(z,a) + I,) =0 
延 拓 翻转 分 支 . 最 后 , 由 系统 


ene 


— (10.77) 
det( A(z, a) © i a) —Im) =0 t 


延 拓 Neimark-Sacker 分 支 . 对 离散 -时 间 情 形 ， 可 叙述 类 似 于 引 理 10.3 的 结论 , 也 
可 用 修改 的 最 小 增 广 系统 代替 系统 (10.75)~(10.77), 最 小 增 广 系统 的 最 后 一 个 方程 
是 由 求解 某 个 加 边 系统 来 定义 . 

注 Hgh (10.69) (或 (10.70) 和 (10.73)) 定义 的 Hopf 曲线 时 , 可 以 通 
过 这 条 曲线 上 失去 如 同 Hopf 分 支 曲线 解释 的 点 , 转 入 代替 考虑 对 应 于 具 实 特征 值 
和 1 十 和 2 = 0( 中 性 鞍点 ) 平衡 点 的 曲线 . 这 明显 发 生 在 Bogdanov-Takens 点 . 类 似 现 
象 发 生 在 Neimark-Sacker 曲线 的 1:1 和 1:2 共振 点 上 . 在 这 些 点 Neimark-Sacker 
分 支 曲线 转 为 对 应 于 具 实 乘 子 jp = 1 的 不 动 点 的 非 分 支 曲线 . 0 


D 注意 , (10.73) 在 Hopf-Hopf 点 是 奇异 的 , 而 不 管 Qo。 和 Po 的 选择 
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2. 标准 的 增 广 系 统 

若 允 许 对 延 拓 问题 的 维 数 扩大 超过 1, 则 有 不 同 的 定义 系统 用 来 计算 余 维 1 分 
支 曲线 . 

(z,g,a) 的 2n 十 2 个 分 量 的 2n + 1 个 纯 量 方程 的 系统 


f(z,Q) = 0, 
A(z, Qa)g = 0, (10.78) 
(gq,g0) —1=0 


可 用 来 计算 折 分 支 曲 线 . 这 里 go € Rr 是 一 个 参考 向 量 , 它 不 正 交 于 4 的 零 空 
间 . 在 实际 计算 中 ,go 通常 是 曲线 上 前 一 个 找到 的 点 上 4 的 零 向 量 . A 是 由 
(10.78) 定义 的 曲线 , 于 是 它 在 参数 平面 上 的 标准 投影 给 出 折 分 支边 界 B. 事实 上 ， 
FF (2°, q°,a°) € R+? 是 (10.78) 对 固定 的 go 的 解 , 则 系统 (10.67) 在 参数 值 o 有 
平衡 点 2°, 在 此 点 有 和 零 特征 值 , 特征 向 量 g 由 (9°, qo) = 1 标准 化 . 为 开始 延 拓 工 . 
显然 不 仅 需要 近似 临界 平衡 点 和 临界 参数 值 , 而 且 还 要 近似 零 向 量 qo. 

注 (10.78) 中 的 最 后 一 个 方程 可 以 用 标准 化 条 件 (q,q) —1 = 0 代替 . © 

接 下 来 , 考虑 下 面 (zx,v,w,a) Al w 的 8n+ 2 AOE, 3n+2 个 纯 量 方程 的 系统 


F(z, a) =0, 
A(z, a)v + ww = 0, 
A(z,a)w — wv = 0, (10.79) 


(v, Uo) + (w,wo) — 1 =0, 


(v, wo) — (vo, w) = 0, 
这 是 定义 Hopf 分 支 的 复 系统 


f(z,a) =0, 
A(x, œ)q — iwq = 0, 
(q, qo)er -1 =0 


的 实 形式 , 其 中 g =v iw eC 是 临界 复 特征 向 量 , 以 及 go = vo + iw e Cn 是 与 
对 应 于 tw 的 临界 复 特征 空间 不 委 直 的 向 量 , (q,qo)c* = GT qo. 如 在 折 分 支 情形 ， 
go 通常 是 在 曲线 上 前 一 个 找到 的 点 的 特征 向 量 q= v + iw. 系统 (10.79) 指定 的 曲 
T, CE (a1,02) 平面 上 的 投影 给 出 Hopf 分 支边 界 . 车 (x, v, w, a, wo) ET 
上 的 点 , SU (10.67) 在 a? 有 平衡 点 z0. 在 这 个 平衡 点 的 Jacobi 矩阵 A 有 一 对 纯 虚 
特征 值 two, g = v° + iw? 是 对 应 的 标准 化 了 的 复 特征 向 量 . 为 了 在 平衡 点 曲线 探 
测 Hopf 点 , 即 开 始 延 拓 由 问题 (10.79) 定义 的 曲线 T. 还 必须 计算 额外 的 Hopf 频 
率 wo 以 及 两 个 实 向 量 vo 和 wo. 
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引 理 10.4 3 AK (10.78) 的 Jacobi HMA (10.67) 的 一 般 折 分 支点 ， 
Bogdanov-Takens 分 支点 或 者 尖 分 支点 的 秩 是 2n 十 1, WORK (10.79) 的 Jacobi 
矩阵 在 (10.67) 的 一 般 的 Hopf, Bautin, 折 -Hopf, 或 者 Hopf-Hopf 分 支点 的 秩 等 于 
3n +2 口 

引 理 允 许 我 们 对 给 定 的 充分 好 的 初始 猜测 , 用 标准 的 延 拓 法 计算 由 (10.78) 和 
(10.79) 给 出 的 折 分 支 曲 线 和 Hopf 分 支 曲线 . 注意 (10.78) 和 (10.79) 的 Jacobi 4E 
阵容 易 由 f(z, a) 的 偏 导数 来 构造 . 

E Xi Hopf 延 拓 的 增 广 系统 (10.79) 的 维 数 可 由 消去 w 而 减少 , 即 用 (10.79) 
中 的 第 二 个 和 第 三 个 方程 之 间 的 隐 含 关系 


42 二 w2u =0 


来 代替 (10.79) 中 的 第 二 个 和 第 三 个 方程 , 并 考虑 (2n + 3) 个 变量 (z,vuw ak) 的 
2n 十 2 个 纯 量 方程 的 增 广 系统 
f(z,a) =0, 
[42(z,a) + KIp]u = 0 
(v,v) -1=0, 
{v, lo} = 0, 
其 中 参考 向 量 bo e R" 不 与 4 的 满足 AL + Ao = 0, AA = « 的 特征 值 对 应 的 二 
维 实 特征 空间 垂直 . (10.80) 的 满足 < > 0 的 解 对 应 于 满足 w = « 的 Hopf 分 支点 ， 
“< 0 给 定 具 两 个 实 特征 值 和 1,2 = 土 Vr 的 中 性 鞍点 . 与 (10.79) 相反 , 系统 (10.80) 


(10.80) 


也 在 Bogdanov-Takens 点 正则 , 对 此 分 两 种 情形 , 其 中 w2 = < = 0. © 
留 给 读者 去 解释 为 什么 下 面 的 增 广 系统 
f(z,a)-—2=0, 
| A(z,a)qg-—q=0, (10.81) 
(4,90) — 1 =0, 
f(z,a) —z =0, 
| A(z,a)qg+q=0, (10.82) 
(4,90) -1 =0, 
以 及 
f(z,a) -2 =0, 
A(z, a)v — v cos + wsin 8 = 0, 
A(z,œ)w — vsin b — wcosé = 0, (10.83) 


(v, vo) + (w, wo) — 1 = 0, 
(v, wo) a (vo, w) =0 


分 别 对 在 离散 时 间 系 统 的 折 分 支 、 翻转 分 支 , 以 及 Neimark-Sacker 分 支 的 延 拓 是 合 
适 的 , 其 中 go, vo, wo CR" 是 适当 的 参考 向 量 . 注意 , (10.83) 可 用 类 似 于 (10.80) 的 
系统 

f(z,a) =0, 

[A?(x, œ) — 2cos@A(x, a) + In]v = 0, 

(v,v) —-1=0, 

(v, lo) = 0 
代替 , 其 中 bo e R 不 与 4 的 对 应 于 临界 特征 值 pe = e+ 的 实 二 维特 征 空间 
EE. 
10.3.2 ”极限 环 余 维 1 分 支 的 延 拓 


(10.67) 的 极限 环 余 维 1 分 支 的 延 拓 比 平衡 点 的 更 琼 手 . 若 研 究 的 系统 不 是 非 
常 艰难 , 则 可 以 用 数值 积分 计算 与 环 相应 的 Poincaré 映射 以 及 它 的 Jacobi 矩阵 , 然 
后 对 不 动 点 分 支 用 上 面 所 述 的 延 拓 方法 计算 . 这 个 方法 在 许多 情形 工作 得 还 满意 ， 
但 是 , 如 果 环 有 乘 子 |e > 1 或 者 |u| K 1, CRAM. 在 这 种 情况 , BVP 方法 被 证 
明 更 有 效 . 即 可 以 构造 一 个 边 值 问题 , 它 的 解 将 定义 有 关 的 分 支 曲线 . 于 是 , 可 以 
将 所 得 的 BVP 离散 化 , 再 在 通常 的 正则 性 条 件 和 好 的 初始 数据 下 应 用 标准 的 延 拓 
技巧 . 

折 分 支 情形 的 处 理 相对 比较 容易 , 因为 分 支 导致 对 环 延 拓 对 应 的 边 值 问题 


u(r) —Tf(u(r),a) =0, 
u(1) — u(0) = 0, 


1 
fi AA PE, 
0 


的 折 奇 异性 , 其 中 最 后 一 个 方程 是 参考 周期 解 wo(r) 的 积分 相 条 件 (10.18). 一 般 
在 折 点 附近 , BVP (10.84) 有 两 个 解 它 们 在 临界 参数 值 重 合并 消失 . 如 在 有 限 维 情 
形 , 当 线性 化 BVP 有 非 平凡 解 (SRR) 时 这 情况 发 生 ， (10.84) 围绕 周期 解 关于 
lul) T) 的 线性 化 有 形式 


zt(T) — Tf.(u(r), a)v(r) — a f (u(r), a) = 0, 
v(1) — v(0) = 0, 


1 
f (u(r), ù? (7T))dr = 0, 
0 
以 及 它 的 非 平凡 解 (wC), 0) 可 尺度 化 以 满足 


(10.84) 


[ (u(r), v(r))dr +0? = 1. 
0 
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因此 , 定义 在 [0,1] 上 的 函数 u(r), o(r) 及 纯 量 变量 T 和 o 的 周期 BVP 系统 


u(r) — Tf (u(r),a) = 0, 
u(1) — u(0) = 0, 


1 
j (u(r), u°(r))dr = 0, 
0(7) — T fz(u(T),ajv(T) ~ of (u(r), a) = 0, (10.85) 
v(1) — (0) = 0, 
1 
[eo .wernpar =o, 
o 


j (u(r), u(r))\dr +07 -1=0 
0 


可 对 环 的 一 般 折 分 支 进行 延 拓 . 这 个 问题 适当 的 离散 化 将 有 形式 (参看 (10.78)) 


F(E, a) = 0, 
Fe(E,a)n = 0, (10.86) 
(n, n) —1=0, 


SEH EE RN 是 (ul), T) 的 有 限 维 近似 , n 是 (0(-), 0) 的 有 限 维 近似 ， 这 里 (,-) 是 
RN 中 的 数量 积 . 注意 , (10.86) 可 以 直接 从 (10.84) 的 F(E, a) = 0 离散 化 推导 出 . 
翻转 ( 倍 周期 ) 情形 较 简单 . 引入 向 量 值 函 数 vlr) 并 在 区 间 (0,1) 上 考虑 下 面 
的 非 周期 BVP: 
u(r) — Tf(u(r),a) = 0， 
u(1) — u(0) = 0, 


[ wmaemyar=a 
u(r) — Tfz(u(r), a)v(r) = 0， 
v(1) + v(0) = 0, 
人 (u(r), v(7))dr 一 1 = 0, 
0 
如 同 在 折 分 支 情形 , 前 面 三 个 方程 给 定 对 (10.67) 的 极限 环 的 标准 周期 BVP (10.84). 


第 四 个 方程 是 沿 着 周期 解 u(r), (10.67) 的 线性 化 (ROAR). 最 后 一 个 方程 给 出 
u(r) 的 标准 化 , 边 值 条 件 


(10.87) 


v(1) = —v(0) 


对 应 翻转 分 支 . 事实 上 , 如 果 (u(r), V(r), To) 是 (10.87) 在 a? 的 解 , 则 尺度 化 系 
% ù = Tof (u, a) 有 满足 相 条 件 的 周期 为 1 的 极限 环 ， 此 外 , 与 Poincaré 映射 相应 
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的 Jacobi 矩阵 A AHF pw = 一 1, 因为 Av(0) = vw(1) = —v(0). (10.87) 的 离散 化 可 
用 来 计算 (10.67) 的 一 般 翻 转 分 支 册 线 . 

最 后 , 考虑 Neimark-Sacker 分 支 的 延 拓 . 在 这 里 引入 复 特征 函数 wr) 以 及 参 
数 化 临界 乘 子 p2 = et? 的 纯 量 变量 9. 延 拓 Neimark-Sacker 分 支 的 边 值 问题 化 


为 下 面 的 系统 
u(r) —Tf(u(r),a) =0, 
u(1) ~ u(0) = 0, 


T (w(r), u°(r))dr = 0, 
w(r) — T f(u(r),a)w(r) = 0, 
w(1) — e? w(0) = 0, 


1 
J (w(T), w°(r))endr — 1 =0, 
0 


其 中 u : [0,1] > R”, 和 w? : [0,1] 一 C 是 参考 函数 (参看 (10.83)). 系统 (10.88) 
可 以 写 为 实数 形式 , 离散 化 后 就 可 用 来 延 拓 一 般 Neimark-Sacker 分 支 . 

注 “ 用 叙述 的 BVP 问题 去 延 拓 折 分 支 、 翻 转 分 支 以 及 环 的 Neimark-Sacker 
分 支 时 含有 两 个 或 三 个 用 于 环 的 延 拓 的 微分 方程 ， 称 为 扩展 增 广 (extended aug- 
mented) BVPs. 用 类 似 于 有 限 维 情形 的 加 边 系 统 可 以 推导 最 小 增 广 BVPs 去 延 拓 
这 些 分 支 . 下 面 对 翻 转 分支 来 叙述 这 个 方法 . 延 拓 两 个 参数 的 翻转 分 支 曲线 可 化 为 
下 面 的 在 区 间 [0, 1] 上 周期 边 值 问题 的 解 的 延 拓 : 


5(r) — Tf (u(r), a) = 0, 
u(1) — u(0) = 0, 

1 
f (u(r), ú? (7))dr = 0, 
G[u, T, a] = 0, 


其 中 泛 函 G 的 值 是 由 (u(.),G) 和 所 给 的 边 函 数 (bordering fuction) °, y? 以 及 因 
子 了 的 线性 BVP: 


(10.88) 


(10.89) 


zt7T) — T fr(u(r), a)u(r) 二 Geo(r) = 0, 
v(1) + v(0) = 0, 


(10.90) 
J (~°(r), u(r))dr =0 


来 计算 . 函数 pg? 和 wo 的 选择 使 得 (10.90) 唯一 可 解 . (10.89) 中 前 面 三 个 方程 是 指 
定 确 定 (10.67) 的 极限 环 的 标准 周期 BVP (10.84). 第 四 个 方程 等 价 于 翻转 分 支 条 
件 . 事实 上 , WR G = 0, (10.84) 中 的 第 一 个 方程 化 为 沿 着 周期 解 ulr) 的 变 分 方程 . 
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(10.90) 中 的 最 后 一 个 方程 给 出 变 分 解 v(7) 的 标准 化 , 边 值 条 件 v(1) = -u(0) 对 应 
于 在 翻转 分 支 的 乘 子 4 = -1. 为 了 应 用 标准 的 延 拓 技巧 , 必须 用 它们 的 有 限 维 近 
似 代替 (10.89) 和 (10.90), 也 可 以 有 效 地 计算 G 关于 w,T 和 a 的 导数 . 
类 似 的 方法 可 用 来 延 拓 折 分 支 和 和 Neimark-Sacker 分 支 . 例如 , 用 (10.89), 其 中 
的 G 现在 是 对 (wl), G, S) 的 线性 BVP: 
0(7) — Tf(u(7), a)v(r) 一 Sf(u(r),a) + Gy?(r) =0, 
v(1) — v(0) = 0, 


/ j (f(z(7), a), v(7))dr = 0, (10.91) 
70 
T Pioa +S =1 
0 

计算 . 用 它 可 延 拓 双 参 数 环 的 折 分 支 (参看 (10.85)). Neimark-Sacker 分 支 的 延 拓 更 
PR ( 见 附录 D). 0 
10.3.3 R41 同 宿 轨道 的 延 拓 

这 一 节 处 理 同 宿 于 具 单 零 特征 值 的 双 曲 平衡 点 或 者 非 双 曲 平衡 点 的 同 宿 轨道 
的 延 拓 , 如 同 在 第 6, 7 章 中 看 到 的 , 出 现 这 种 轨道 To 是 余 维 1 现象 : 在 一 般 的 双 
参数 系统 (10.67) 中 , 它 是 沿 着 (ai az) 平面 内 的 曲线 存在 . 因此 这 个 问题 是 延 拓 
这 条 曲线 , 只 要 在 这 条 曲线 上 的 初始 点 和 对 应 的 同 宿 解 已 知 . 

假设 在 ao 系统 (10.67) 有 双 曲 平衡 点 ro. A(z,a) 记 Jacobi 矩阵 f(x, a). 
FE, 假设 4(zo,ao) 有 ny 个 不 稳定 特征 值 和 A, i= 1,2,---,n4 Mn 个 稳定 特征 
值 ju, i = 1,2,.… ,n_, EE n +n =n, H 


Re fine S- < Re pg < Re pı < 0 < Rey < Redo <--- < Re Hn,- 
(10.67) 的 同 宿 解 z(t) 满足 条 件 
Z(t) = zo, 当 上 一 士 co， (10.92) 


其 中 zo 是 平衡 点 ， 
f(x, a) = 0. (10.93) 


注意 , 条件 (10.92) 和 (10.93) 并 不 完全 给 定 同 宿 解 . 事实 上 ，(10.67)，(10.92) 和 
(10.93) 的 解 的 任何 一 个 时 间 移 位 仍 是 同 宿 解 . 因此 ， 类 似 于 极限 环 的 情况 , 要 有 固 
定 的 相 条 件 . 如 对 环 , 下 面 的 积分 相 条 件 可 被 应 用 


f ij (x(t) — x° (t), ° (t)}dt = 0, (10.94) 
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其 中 (t) 是 参考 解 , 假定 是 已 知 的 . 方程 (10.94) 是 两 点 zx 和 zx? 之 间 在 时 间 移 位 
下 Lo 距离 局 部 极 小 值 的 必要 条 件 . 通常 , 在 延 拓 的 设置 中 z0 是 上 一 个 在 曲线 上 找 
到 的 点 的 同 宿 解 . 


图 10.12 当 zo 是 双 曲 点 时 , 边界 条 件 的 投影 : r(-T)-— £o € T“,2(T) —20 € T° 


定义 在 无 穷 时 间 区 间 上 的 问题 (10.67), (10.92)~(10.94) 必须 用 截断 有 限 区 间 ， 
例如 , [-T, T] 来 近似 , 并 用 适当 的 边 值 条 件 来 说 明 ， 例 如 , 可 以 将 解 的 两 个 端点 
放 在 4(zo,a) 的 稳定 和 不 稳定 特征 空间 上 ， 它 们 提供 Ws*(zo) 的 线性 近似 (图 
10.12). 用 边界 条 件 的 投影 


Ls(zo,o)(z(—T)—z0)=0, Lulzo,a)(æ(T) — ro) = 0 (10.95) 


代替 (10.92) 就 可 做 到 这 一 点 . 这 里 L(xzo,a) 是 (n_ x n) 矩阵 ， 它 的 行 组 成 
AT(zo,a) 的 稳定 特征 空间 的 基 . 因此 ，L,(zo,a) 是 (ny x n) 和 矩阵, 它 的 行 组 成 
4T(zo,a) 的 不 稳定 特征 空间 的 基 . 例如 , FF n = 3, 矩阵 4 有 实 特征 值 po < 
p < 0 < 和 Xi( 鞍 点 情形 ), 则 Lu = (pt), 其 中 pi 是 AT 对 应 于 A, 的 特征 向 量 
AT pt = Mp}, 


而 Api = pep, k= 1,2. 存在 构造 Ls AL, 的 方法 使 得 它们 光滑 地 依赖 于 a ( 见 
文献 评注 ). 
最 后 , 把 相 条 件 (10.94) 在 区 间 [-7, T] 上 截断 得 


+T 
/ __ (v(t) — 2°(),8°(O)at = 0 (10.96) 


合并 上 面 的 方程 给 出 对 同 宿 延 拓 的 BVP: 


O 注意 ,一 般 地 ，(10.67) 有 满足 这 些 边界 条 件 的 轨道 ， 其 参数 值 接近 于 但 不 等 于 发 生 同 宿 轨 道 的 参 
数值 . 
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f(xo,a) = 0, 

x(t) — f(u(t),a) = 

L (xo, a)(x(-T) 一 oan = (10.97) 
Lulo, a)(x(T) — zo) = 


Í, (x(t) — x° (T), 3. —-1=0, 


已 经 证 明 ( 见 文献 评注 ) (10.67) 中 正则 同 宿 轨道 的 存在 性 导致 截断 BVP (10.97) 解 
的 存在 性 . 此 外 , 当 T 一 oo 时 , (10.97) 的 解 收敛 于 限制 在 适当 有 限 区 间 上 的 同 宿 
解 . 收敛 率 对 参数 值 和 解 都 是 指数 式 . 

可 试图 用 打靶 法 解 (10.97)( 即 计算 在 Ws(zo) A W% (29) 上 的 轨道 , 并 估计 这 
些 流 形 之 间 的 距离 , 目的 是 使 得 当 参 数 变化 时 这 个 距离 变 为 零 ), 但 是 较 好 的 结果 可 
借助 正 交配 置 法 的 帮助 来 近似 达到 ( 见 10.1.4 4). 所 得 系统 在 有 限 维 空间 定义 了 
一 条 曲线 , 它 可 用 标准 方法 延 拓 . 这 条 曲线 在 (a1, az) 平面 上 的 投影 给 出 同 宿 分 支 
曲线 的 近似 . 

为 了 开始 进行 延 拓 , 必须 知道 初始 同 宿 解 . 这 个 解 可 用 打靶 法 或 者 用 长 周期 轨 
道 (因为 按照 第 6 章 叙 述 的 Shil'nikov 定理 ， 这 样 的 长 周期 轨道 在 同 宿 轨 道 附近 是 
存在 的 ) 得 到 . 对 开始 延 拓 存 在 另外 的 可 能 性 , 包括 开关 在 Bogdanov-Takens 分 支 
的 同 宿 曲线 . 

一 个 方便 的 方法 是 将 在 (10.97) 中 的 时 间 区 间 尺 度 化 到 (0,1), 并 考虑 代替 的 
BVP: 

f(z0,@) = 0， 

u(r) — 2T f(u(r),a) = 0, 

Zs(zo,a)j(u(0) — xo) = 0, 

Lu(zo,a)(u(1) 一 Z0) = 0， 


[ (u(r) 一 u(r), w°(r))dr —1=0, 


其 中 uo 是 单位 区 间 上 的 参考 解 . 
注 E zo 的 不 稳定 流 形 是 一 维 , 则 边 值 问 题 可 稍 作 简化 . 就 是 说 , 假定 永远 
只 有 一 个 特征 值 具 正 实 部 Xi > 0. FÆ, 左边 的 边 值 条 件 可 明显 地 写 为 


«(—T) = zo + eq}, (10.98) 


其 中 qi 是 Jacobi 矩阵 的 特征 值 向 量 4(zo, ao = Agt, 以 及 = > 0 是 使 用 者 定义 
的 小 常数 . 因此 没有 积分 相 条 件 要 求 . 在 右边 端点 有 单个 纯 量 方程 


(př, z(T) — £o) = 0, 


第 10 章 ”分支 的 数值 分 析 - 501 - 


其 中 pe 是 伴随 特征 向 量 AT (20, a)pt = Mpt. 注意 , 特征 向 量 gt 和 p} 可 通过 附 
加 它们 的 定义 方程 和 延 拓 问 题 的 标准 化 条 件 去 计算 . 由 (10.98) 给 的 点 x(-T) 也 可 
用 作 初 始点 去 数值 积分 W" (20), 目的 是 为 了 用 打靶 法 寻找 初始 同 宿 轨道 中， 4 

如 果 zo 有 单 零 特征 值 ( 即 zo ER- 结 点 或 鞍 - 鞍 点 ), 投影 (10.95) 仅仅 给 出 
n- +n} = n 一 1 个 边 值 条 件 . 换 名 话说 , 边 值 条 件 (10.95) 将 解 的 两 个 端点 放 在 
A(xo,a) 的 中 心 不 稳定 和 中 心 稳定 特征 空间 上 , 如 果 它 们 存在 ( 见 图 10.13). 因此 
要 求 有 额外 的 方程 , 即 如 果 确 定 折 分 支 , 则 有 


det 4(zo,a) = 0. (10.99) 


可 以 证 明 ( 见 文 献 评注 )(10.97), (10.99) 的 解 存在 , HT 一 oo 时 收敛 于 同 宿 解 , 只 
要 (10.67) 中 一 般 的 鞍 - 结 点 同 宿 分 支 ( 见 第 7 章 ) 发 生 . 收敛 率 对 参数 保持 指数 式 
但 对 同 宿 解 只 有 OT). 显然 , 由 (10.97), (10.99) 定义 的 曲线 在 (a1, az) 平面 上 
的 投影 与 折 分 支边 界 
| f(z0,0) = 0, 
det A(xo, a) = 0 


HA, 它 可 如 10.3.1 RUN AVE, 但 是 求解 (10.97), (10.99) 也 给 出 同 宿 解 . 


图 10.13 ”zo 是 鞍 结 点 时 边界 条 件 的 投影 : z(-T) — zo E T°; 没有 条 件 加 在 z(T) 上 


10.3.4 RHE 2 分 支 的 探测 、 定 位 与 分 析 


在 跟随 对 应 于 余 维 1 分 支 的 分 支 曲 线 时 , 应 该 能 够 探测 和 定位 可 能 的 余 维 2 
分 支 . 因此 必须 推导 特殊 的 测试 函数 . 这 里 将 集中 探测 余 维 2 平衡 点 分 支 . 用 测试 
函数 去 探测 余 维 2 同 宿 分 支 将 在 附录 C 中 讨论 . 

注意 ,按照 引 理 10.3 和 引 理 10.4, 在 延 拓 余 维 1 曲线 的 过 程 中 可 以 计算 高 
阶 奇异 性 .如 果 奇 异性 起 因 于 额外 的 线性 退化 ( 即 dim We 发 生变 化 ), 则 问题 最 


D WY 的 高 阶 近似 , 如 在 10.3.1 节 中 推导 的 二 阶 近 似 也 可 应 用 . 
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容易 在 最 小 增 广 法 内 解决 .假设 用 增 广 系统 (10.68) 延 拓 折 分 支 曲线 . 则 对 Hopf 
分 支 (10.41) 沿 着 这 条 曲线 追踪 测试 函数 wy, 可 探测 到 Bogdanov-Takens 分 支 和 
折 -Hopf 分 支 . 类 似 地 , 沿 着 Hopf 曲线 (10.69) 计算 由 (10.39) 给 出 的 折 分 支 测试 
函数 yw 提供 的 交替 方法 可 去 探测 相同 的 分 支 . 正如 已 经 指出 的 , Hopf Hopf 分 支点 
可 以 作为 Hopf 延 拓 问题 (10.69) 的 分 枝 点 来 探测 . 也 可 限制 在 特征 空间 的 补 空间 
去 追踪 Hopf 测试 函数 yy 来 探测 这 个 奇异 性 . 

要 探测 由 非 线 性 项 带 来 的 奇异 性 , 需 计 算 对 应 的 规范 形 系数 . 因为 对 这 些 计 算 
要 求 某 些 伴随 特征 向 量 , 可 附加 适当 的 标准 化 了 的 伴随 特征 向 量 方程 来 扩展 标准 的 
增 广 系统 . 例如 , 为 探测 平衡 点 折 曲 线 的 尖 分 支 , 必须 追踪 数量 积 (p, Blaq), 其 中 
p 是 转 置 Jacobi 矩阵 零 特 征 向 量 . 可 以 用 定义 系统 


f(z, a) =0, 

A(x,&) = 0, 

AT(x,a)p — ep = 0, (10.100) 
(q,9) -1=0, 

(p,p) -1=0, 


在 (z,oa, q,p, €) 空间 中 作为 折 曲 线 延 拓 的 的 一 部 分 来 得 到 标准 化 了 的 伴随 特征 向 量 
p, 其 中 c 是 人 为 参数 , 沿 着 折 曲 线 它 等 于 零 . 注意 , 跟随 曲线 (10.100), 作为 测试 函 
数 der = (p,q) 的 正则 零点 可 探测 Bogdanov-Takens 奇异 性 (证 明 ). 对 Hopf 分 支 
的 延 拓 与 伴随 特征 向 量 ( 它 的 实 部 和 虚 部 ) 的 标准 化 同时 计算 的 类 似 系统 可 以 推导 ， 
这 要 求 计算 Lyapunov 第 一 系数 hL, 并 探测 它 的 零点 (Bautin 点 ). 为 了 沿 着 由 增 广 
系统 (10.80) 定义 的 Hopf 曲线 , 探测 Bogdanov-Takens 点 可 以 追踪 函数 war =k. 
附加 测试 函数 到 追踪 适当 的 延 拓 问题 中 , 就 可 通过 某 些 迭代 法 定位 对 应 的 余 维 
2 分 支点 . 使 第 三 个 参数 自由 就 可 延 拓 三 参数 的 余 维 2 点 ( 见 文献 评注 ), 所 述 的 所 
有 构造 可 在 离散 -时 间 系 统 中 实现 . 留 给 读者 作为 练习 . 
当 余 维 2 平衡 点 或 不 动 点 被 定位 了 , 就 应 该 分 析 它 . 就 是 说 , 如 第 8, 9 章 解释 
的 , 必须 计算 ODEs 和 映射 限制 在 对 应 的 中 心 流 形 上 的 临界 规范 形 系数 ，Bautin， 
Hopf-Hopf 以 及 其 他 余 维 2 分 支 的 规范 形 系数 依赖 于 在 临界 点 系统 右 端的 四 阶 、 五 
阶 偏 导数 ( 见 8.7 节 和 9.7 节 ). 类 似 于 折 和 Hopf 情形 , 它们 的 计算 可 化 为 某 些 方 
向 导数 的 计算 . 事实 上 ， 下 面 的 极 化 恒等式 ( polarization identity) 成 立 
C(u,v, w) = sql Cutout) —C(u+v—vw,:---) 
-C(u-vt+u,---)+C(u-v—w,::-)], 
D(u,v,w,y) = Dae ha —Diu+v+w-—y,::-) 


192 
+Diutv—w-y,-:-)—-Diu+u—wty,::-) 


—Diu-vtwt+y,:::)+Diu-vt+w-y,-::) 
Dav wy) + Dav wt) 


1 
E(wv,w,y,2) = Fog E(t ++twutyt+z,..)— E(utvtwty— z) 
+ E+v+w my oz )— E(t+vt+y Yt 
— E(fu+v-w+y+z, -)+Eļlu+v-w+y-z,: 


— E(fu+v-w-y-— z- )+Eļ(u+v-w-y+z, 


) 
) 
) 
—-E(u-vtwtytz,:::)+E(u-vtwt+y-z,-::) 
—E(u-v+w-y-z,-::)+E(u-v+w-ytz,:-::) 

© +E(u-v-wt+ytz,:::)-E(u-v-wt+y-z,:::) 
) 


+E(u-v-w-y-z,::-)-E(u-v-w-ytz,:::), 


这 里 的 点 表示 重复 变量 . 这 些 公式 可 以 与 四 阶 和 五 阶 方向 导数 的 标准 有 限 差 分 近 
似 一 起 应 用 . 

用 讨论 在 余 维 2 点 的 分 枝 开关 问题 来 结束 这 一 节 ， 仅 考虑 连续 - 时 间 系 统 的 
平衡 点 分 支 . 在 一 般 的 尖 分 支点 不 存在 分 枝 开关 问题 , 因为 只 存在 单个 折 曲 线 通 过 
而 没有 任何 几何 奇异 性 .反之 , Hopf-Hopf 点 却 提供 最 小 增 广 系统 的 分 枝 点 . 因此 ， 
可 以 用 上 一 节 闸 明 的 分 枝 技 巧 初始 化 其 他 Hopf 分 枝 . 在 一 般 的 Bogdanov-Takens 
MAH -Hopf AMH HFX Hopf 曲线 是 没有 困难 的 , 因为 这 些 点 在 各 自 的 曲线 
上 是 正则 点 : 余 维 2 点 自己 就 可 作为 初始 点 . 正如 在 第 8 章 看 到 的 , 在 某 些 分 支 曲 
线 上 , 极限 环 和 同 宿 分 支 从 某 些 余 维 2 点 发 生 . 开关 这 些 分 枝 需要 特殊 的 技巧 ( 见 
文献 评注 ). 


10.4 延 拓 策略 


分 析 一 个 给 定 的 动力 系统 要 求 清晰 的 策略 , 这 种 策略 由 分 支 理 论 提供 . 形式 上 ， 
在 分 析 时 , 总 是 在 某 个 空间 延 拓 某 些 曲线 并 追踪 几 个 测试 函数 去 探测 和 定位 这 些 曲 
线 上 的 特殊 点 . 分 支 的 理论 分 析 建 议 那 些 高 余 维 分 支 可 期 望 沿 着 迹 曲线 产生 , 因此 
那些 测试 函数 必须 被 追踪 以 去 探测 和 定位 这 些 点 . 也 预言 在 探测 点 出 发 的 相同 余 
维 的 分 支 曲线 是 哪 一 些 . 有 被 定位 的 特殊 点 , 或 者 开关 这 些 出 发 曲线 之 一 , 或 者 “ 激 
活 ” 更 多 参数 去 延 拓 , 如 果 可 能 , 在 多 个 参数 定位 点 . 当然 , 也 可 以 仅 延 拓 原来 的 分 
枝 而 远离 特殊 点 . 

任何 一 个 系统 的 分 析 通 常 是 从 某 些 固定 参数 值 至 少 定 位 一 个 平衡 点 开始 . 然 
后 “激活 ”系统 的 一 个 参数 , 并 延 拓 所 得 的 关于 这 个 参数 的 平衡 点 . 在 延 拓 过 程 中 
有 些 折 点 或 Hopf 点 可 以 被 探测 到 . 一 般 地 , 这 些 点 是 非 退化 的 . 因此 , 从 Hopf 点 
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分 支出 的 极限 环 分 支 的 方向 是 由 第 一 个 Lyapunov 系数 的 符号 所 确定 . 延 拓 环 可 从 
Hopf 点 开始 , 当 参 数 变化 时 可 能 的 余 维 1 分 支 被 探测 和 定位 .开关 倍 周期 环 可 在 
翻转 点 进行 . 

将 第 二 个 参数 自由 化 并 应 用 增 广 系统 之 一 , 可 以 计算 平面 上 由 这 两 个 激活 参数 
定义 的 分 支 曲线 . 通常 , 探测 连接 原来 分 离 的 余 维 1 点 的 余 维 2 点 . 例如 , 在 单 参数 
分 析 中 找到 的 两 个 折 点 ， 可 属于 当 两 个 参数 变化 时 通过 尖 点 的 相同 折 分 支 曲 线 . 因 
此 , 高 阶 分 支 对 附近 的 分 支 图 起 着 “组织 中 心 ”的 作用 . 这 个 作用 甚至 很 显著 , 因为 
某 些 余 维 1 极限 环 分 支 曲 线 可 从 余 维 2 点 出 发 . 最 简单 的 例子 是 环 的 折 曲 线 从 一 - 
般 的 Bautin 点 出 发 , 鞍点 同 宿 分 支 曲线 从 一 般 的 Bogdanov-Takens 点 出 发 . 它们 
的 延 拓 可 从 这 些 点 开始 . 更 加 困难 的 问题 是 从 折 -Hopf 和 Hopf-Hopf 点 开始 的 大 
范围 分 支 曲线 . 

极限 环 余 维 1 分 支 的 延 拓 通常 显示 它们 自己 的 余 维 2 分 支点 ( 强 共振 等 ). 对 
平衡 点 , 环 和 同 宿 轨道 所 得 分 支边 界 的 交 释 , 提供 系统 分 支 图 的 某 些 知识 , 可 能 给 
出 其 他 分 支 的 某 些 信息 ， 这 些 信息 包括 更 加 复杂 的 不 变 集 , 例如 环 面 . 虽然 , 形式 化 
了 的 特殊 动力 系统 的 分 析 将 永远 是 一 门 艺 术 , 其 中 相互 影响 的 计算 机 工具 ( 见 文献 
评注 ) 是 必需 的 . 


10.5 & 习 


下 面 练习 的 大 多 数 要 求 利用 计算 机 , 有 些 软件 工具 在 文献 评注 中 有 说 明 
1. 通过 Newton 法 的 Feigenbaum 普 适 映射 ( 先 参看 第 4 章 的 附录 A). 
(a) 假设 一 重 算 子 
(TIE) = -27(U(-an)，a= -10 
的 不 动 点 p(z) 有 多 项 式 形式 


polz) = 1 + bir? + bor4, 


其 中 bi 为 某 些 未 知 系数 . 将 wo 代入 不 动 点 方程 p ~ Ty = 0 并 忽略 所 有 o(x*) 
项 以 截断 它 ，z? 项 和 ot 项 的 系数 定义 了 (b1,b2) 的 两 个 方程 的 多 项 式 系统 . 用 
Newton 法 从 (b{, bf) = (一 1.5,0.0) 开始 数值 求解 这 个 系统 . 验证 : 迭代 收 化 于 


(b1, b2) = (—1, 5222, 0.1276), 


它 是 真实 系数 值 的 好 近似 . 
(b) 现在 取 
oo(z) 一 1 十 加 Z2 十 boz4 十 b3z, 
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这 给 出 y 的 下 一 个 近似 , 并 重复 这 个 步骤 , 现在 去 掉 o(z6) 项 . (提示 : 符号 操作 程 
序 可 以 应 用 ) 解释 为 何 引 入 pazs 会 改变 系数 bi 所 得 的 值 . 

(c) 描述 一 个 算法 可 以 计算 o 的 近似 到 给 定 的 精度 . 能 否 用 于 其 他 异 于 {1, zx?， 
z4,…} 的 基 上 . 它 有 任何 什么 优点 吗 ? 提示 : 参见 文献 (Babenko, Petrovich, 1983, 
1984). 

(d) 如 何 近似 Feigenbaum 常数 ? 

2. Broyden 与 Newton 法 比较 (Dennis, Schnabel, 1983). 两 个 方程 的 系统 


x? +23-2=0, 
e-l 4 78 -2=0 


A r) = 23 = 1. 

(a) 解析 推导 Jacobi 矩阵 A(x) 的 表达 式 , 再 用 Newton 法 程序 求解 这 个 系统 . 
也 用 Broyden 法 于 此 系统 , 其 中 A = 4(z(0)), c© 是 两 个 方法 的 初始 点 . 

(b) 从 同一 个 初始 点 r = 1.5, 2) = 2 出 发 , 按 精度 10-13 用 每 个 方法 定位 
指定 的 解 , 实验 比较 要 求 迭 代 的 次 数 . 

(c) 对 矩阵 A(x), 在 所 有 人 迭代 中 , 对 Broyden 法 和 Newton 法 进行 同样 的 比 
较 . 

(d) 在 Newton 法 中 修改 程序 , 用 有 限 差分 按 精 度 10-6 近似 计算 Jacobi 矩阵 . 
如 (b) 中 按 相 同 的 精度 从 同一 个 初始 点 出 发 求 收敛 的 解 ,用 所 得 的 算法 比较 迭代 次 
数 和 右 端 所 需 计 算 的 次 数 ， 

3. (积分 相 条 件 ) 求证 : 条 件 


f EET =0 
是 两 个 (光滑 ) 周期 1 函数 Alo 之 间 的 L 距离 
1 
ofa) = 人 Iar+ 四 一 elPdr 


关于 可 能 的 移 位 o 达到 局 部 绝 值 的 必要 条 件 . 
4. Gauss 点 . (a) 应 用 Gramm-Schmit 正 交 化 程序 
n—l 


ap; 
Wo = Yo; Yn = on — Yada y,, n=1,2,--% 
j=0 (Pj, vi) 


其 中 数量 积 ， 
Gas J S(e)g(@)az, fg e [1,1], 
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置 函 数 oj(z) = zi, j = 0,1,.…. 所 得 到 的 正 交 多 项 式 是 Legendre 多 项 式 . 验证 : 


polz) — L 

yı(z) =a, 

vlz) = 5(3z2 — 1), 

w3(x) = 5 (52? — 3z), 

a(x) = 5 (35 — 30x? + 3), 
Wi(z) = 5 (630° 一 70z3 + 152). 


(b) 用 Newton 法 求 上 面 多 项 式 wj;(z), 对 了 = 1,2,.… ,5 的 所 有 根 (Gauss 点 )， 
精度 为 =s = 10-13. 
5. 分 枝 点 . (a) 证 明 : (0,0) 和 (1,1) 是 延 拓 问题 


zi,z2) = r? — TTo 一 Z172 +23 =0, 


简单 分 枝 点 , 并 计算 通过 它们 的 分 枝 切 向 量 . 

(b) 沿 着 平衡 点 分 枝 za = zl 计算 测试 函数 (10.62), 并 验证 在 分 枝 点 它 改变 符 
号 . 

(c) 对 几 个 小 Jel, 延 拓 通过 点 x = (-2,2) 附近 的 扰动 问题 f(z) e = 0 的 分 
枝 . 应 用 这 个 结果 延 拓 原来 问题 的 第 二 个 分 枝 . 

6. (三 义 翻 转 延 拓 ) 指定 一 个 扩展 系统 允许 对 离散 时 间 系 统 


rr jzia)，7ER"， aeR3 


的 广义 翻转 分 支 进行 延 拓 . 
7. (Hassel-Lawton-May 模型 的 不 动 点 和 周期 轨道 ) 考虑 递 推 关 系 
= TTk 
Tk+1 = (T+ r) 


其 中 zk 是 种 群 在 年 的 密度 , > 和 6 是 增长 参数 . 
(a) 引入 新 变量 和 新 参数 : y = Inzx, R= Inr, b= lnb. 把 这 个 模型 写 为 一 维 动 
力 系 统 
y= R+y—en(1 +e), (E.1) 


(b) $ R = 3.0, b = 0.1 并 计算 (E.1) 从 yo = 0 出 发 的 轨道 ， 观 稳定 不 动 点 
yO) 2.646 的 轨道 的 收敛 性 . 
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(c) 在 区 间 0 <b <3 内 关于 参数 b 延 拓 所 得 的 平衡 点 y. 在 b = 1.233 探测 
超 临 界 翻转 分 支 . 

(d) 在 翻转 点 开关 周期 2 环 分 支 , 并 关于 b 延 拓 , 直到 在 bs ~ 2.1937 发 生 下 一 
个 倍 周 期 . 

(e) 在 翻转 点 开关 周期 2 环 分 支 , 并 关于 延 拓 , 直到 在 bs ~ 2.5691 发 生 下 一 
个 倍 周期 . 

(£) KMO<b<3,0<RK< 100 内 关于 双 参 数 (b, R) 延 拓 周期 1 2, 和 4 
环 的 翻转 分 支 . 验证 Feigenbaum 普 适 性 . 在 什么 地 方 可 能 会 出 现 混沌 ? 

8. (扰动 时 迟 逻 辑 映 射 中 的 Arnold E) 考虑 下 面 的 递 推 关系 ( 见 例 7.2) 


Tk+1 一 TZK(1 一 ZK-1) +E, (E.2) 


其 中 zk 是 种 群 在 大 年 的 密度 , r 为 增长 率 , e 是 移民 率 . 
(a) 引入 yk = zk_1, 并 把 (E.2) 重 写 为 平面 动力 系统 


Gee eae (E.3) 
y r 


(b) $ r =1.9, e = 0 并 从 (zo,yo) = (0.5,0.2) 开始 迭代 (E.3) 的 轨道 , 直到 它 
收敛 于 (近似 地 ) 不 动 点 . 

(c) 激活 参数 > 并 继续 定位 不 动 点 . 验证 在 r= 2 RÆ Neimark-Sacker 分 支 ， 
验证 临界 乘 子 有 形式 l a 

11,2 = etio 9) = 3" 
这 是 不 是 强 共 振 ? ` 

(d) X} r = 2.01, 2.05, 2.10 和 2.15 采用 不 同 的 初始 数据 迭代 映射 (E.3). KIE 
代 收 和 敛 于 闭 不 变 曲线 , 此 曲线 给 出 拟 周期 序列 {r}. 

(e) $ r = 2.177 FEM (d) 步 中 得 到 的 最 后 一 点 开始 迭代 轨道 . 观察 这 个 轨道 
收敛 于 周期 7 环 . 在 环 上 选择 点 使 得 它 具 有 最 大 的 x 坐标 . 

(£) 对 r 延 拓 这 个 周期 7 环 ( 见 图 7.23). 解释 在 (7, z) 平面 上 所 得 的 闭 曲线 . 
提示 : 周期 7 轨道 上 每 一 点 是 映射 (E.3) 第 七 次 近代 的 不 动 点 . 验证 : 周期 7 环 在 
r <7<ra AA, 其 中 ri œ 2.176 和 re œ 2.201 BAKA. 

(g) 从 (e) 关于 © 延 拓 周期 7 环 , 并 求 它 在 e = 0.0365 的 超 临 界 倍 周期 (翻转 ) 
分 支 . 

(h) 在 (r,e) 平面 内 延 拓 第 (c) 中 得 到 的 Neimark-Sacker 分 支 并 求 得 图 7.24 所 
示 的 曲线 ht?. 

(i) 从 (f) 得 到 的 两 个 分 支点 开始 令 (r,e) 变化 延 拓 对 周期 7 轨道 的 折 曲 线 ( 见 
7.24 中 的 曲线 区 2)， Neimark-Sacker 曲线 上 哪 一 点 趋 于 这 折 曲 线 ? 求 对 应 的 Oo. 
是 否 符合 Neimark-Sacker 分 支 理 论 和 锁 相 理 论 ? 哪里 是 周期 6 环 ? 
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(j) 在 (r,e) 平面 从 (g) 中 得 到 的 点 开始 延 拓 翻转 分 支 曲 线 O, 由 此 划 定 周期 
7 环 的 存在 性 区 域 ( 见 图 7.24). 验证 O 与 折 分 支 曲 线 t 有 两 个 公共 点 (在 图 
7.24 所 描述 的 区 域 之 外 ). 在 那里 周期 7 环 有 乘 子 /7 = +12 HE 2 分 支 ). 

9. (捕食 -被 捕食 模型 的 平衡 点 和 极限 环 ) 考虑 下 面 的 ODEs 系统 (Bazykin, 


1985 
) 3 
| ea ee 


Ee — ôy? 
y Vt ? 


其 中 > My 分 别 是 被 捕食 者 和 捕食 者 的 密度 , a 是 捕食 者 功能 性 反应 的 饱和 参数 
7 刻画 捕食 者 自然 死亡 率 , 以 及 5 是 捕食 者 对 某 个 外 部 资源 的 竞争 率 . 当 a =5=0 
时 得 到 古典 的 Volterra 系统 . 
(a) 令 a =0,7 = 2,5 = 0.5, 从 (zo,yo) = (1,1) 开始 对 系统 的 轨道 数值 积分 . 
验证 : 这 个 轨道 收敛 于 稳定 平衡 点 (z,y) = (2.5,1.0). 尝试 用 几 个 不 同 的 初始 点 . 
(b) 关于 参数 a 延 拓 找 到 的 平衡 点 , 并 探测 和 定位 折 分 支点 ， 激 活 参数 5, 在 
- K 平面 内 计算 折 分 支 曲 线 t( 见 图 10.14). 在 这 条 折 曲 线 上 和 寻找 Bogdanov-Takens 
= (a0, 60) ~ (0.2808, 0.171). 


图 10.14 捕食 -被 捕食 模型 的 折 曲 线 (t) 和 Hopf 曲线 (h); Bogdanov-Takens 点 标 为 B 


(c) 从 Bogdanov-Takens 点 开始 , 延 拓 从 这 点 出 发 的 Hopf 分 支 曲线 h( 见 图 
10.14). 预报 在 点 B 附近 穿 过 Hopf 曲线 产生 的 极限 环 的 稳定 性 . 

(d) 在 Hopf 分 支 曲 线 上 , 在 它 关 于 参数 5 的 绝 大 点 (a, ô) ~ (0.199586, 0.2499) 
附近 选择 一 点 . 减少 小 增 量 5( 例 如 令 5 = 0.229), 并 用 系统 的 数值 积分 求 由 Hopf 
分 支 所 产生 的 稳定 极限 环 . 尝试 用 不 同 的 初始 值 但 不 要 离开 环 太 远 并 验证 它 的 稳定 
性 .( 近 似 地 ) 确定 环 的 周期 . 
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(e) 从 (d) 关于 参数 6 沿 着 两 个 可 能 的 方向 延 拓 环 . 追踪 环 的 周期 T URE 
HRT. 注意 , 当 6 ÉF io ~ 0.177 时 环 周期 To 迅速 增长 (AE 10.15). 猜测 此 环 
有 具有 什么 分 支 . 增加 To 的 值 描绘 环 , 当 它 趋 于 同 宿 轨道 时 追踪 它 形状 的 变化 . 


0.15 0.175 0.2 10.225 0.25 
A 
10.15 AHA To 关于 5 的 依赖 性 ; do = 0.177 对 应 于 同 宿 分 支 


(£) 在 (a,56) 平面 内 延 拓 同 宿 分 支 曲 线 , 确信 它 趋 于 Bogdanov-Takens 点 B. 
10. (Lorenz-84 模型 ) 考虑 下 面 的 系统 (Lorenz, 1984; Shil'nikov et al., 1995) 


t= -y* - 2? -—ar+aF, 
ý = zry — brz- y +G, 


z= bzy + z2 — z, 


其 中 (a,b, F,G) 是 参数 . AE a= 0.25, b= 4. 

(a) 验证 这 个 系统 在 ZH = (Go, Fo) = (1.682969, 1.684052) 有 折 -Hopf 分 支 
(Ai = 0, A2,3 = iwo). 提示 : WH 8 BAD 12. 

(b) 从 折 -Hopf 点 ZH 开始 延 拓 这 个 系统 的 折 分 支 曲线 (t) 和 Hopf 分 支 曲 线 
(h). 在 折 曲 线 上 寻找 尖 分 支点 C = (Ge, Fe) = (0.292, 0.466) ( 见 图 10.16). 

11. (捕食 -两 个 被 捕食 系统 的 极限 环 和 异 宿 轨道 ) 考虑 描述 两 个 被 捕食 者 被 一 
个 捕食 者 侵袭 的 系统 (参见 文献 (Bazykin, 1985)) 


t = z(a — q — 6y — 4z), 
y=y(6 -z — y — 10z), 
ż = —z(1 一 0.257 — 4y + 2). 
(a) 固定 a = 2.4, 8 = 1.77. 从 (20, yo, 20) = (0.9, 0.6, 0.001) 出 发 积分 这 个 系统 ， 
并 观察 这 条 轨道 向 稳定 平衡 点 (zo,yo, zo) © (0.6919, 0.228, 0.085) 收敛， 
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G 
10.16 Lorenz-84 模型 的 折 曲 线 (t) 和 Hopf 分 支 曲线 (H); 余 维 2 分 支点 : 
ZH- 折 -Hopf C 尖 分 支点 


(b) 从 (a) 关于 参数 p 延 拓 平衡 点 , 求证 在 By = 1.7638--- 它 产 生 超 临界 Hopf 


分 支 . 
(c) 取 6=1.76 并 用 数值 积分 求 系统 的 稳定 极限 环 . 验证 这 个 环 的 周期 mm 盖 26.5. 


(d) 对 参数 8 延 拓 极 限 环 并 追踪 它 的 周期 To 关于 8 的 依赖 性 ( 见 图 10.17). 


对 不 同 的 Ty 描绘 环 并 尝试 理解 当 B — Bo © 1.7353 时 To 00 的 极限 位 置 . 提示 : 
极限 环 趋 于 异 宿 环 , 这 个 异 宿 环 是 由 连接 鞍点 的 三 个 轨道 所 组 成 , 两 条 轨道 属于 不 


变相 坐标 轴 并 且 在 参数 变化 时 保持 ( 见 图 10.18). 


80 
60 


40) 


20 
1.76 


1.75 1.7528 


图 10.17 环 周期 To 关于 8 的 依赖 性 ; Go = 1.75353 对 应 于 异 宿 分 支 
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图 10.18 FER 


(e) 分 析 在 环 曲线 上 探测 的 分 支 , 变化 参数 (a, 3) 延 拓 几 条 翻转 分 支 曲线 和 折 
分 支 曲 线 . 

12. (周期 性 强迫 捕食 -被 捕食 系统 ) 对 例 9.3 所 述 的 周期 性 强迫 捕食 -被 捕食 
系统 再 画 参 数 图 . 

13. (Moore-Penrose 延 拓 ) 

定义 10.4 A RA n 的 nx (n+1) 4B. A 的 Moore-Penrose 逆 是 
(n+1)xn E 

At = AT(AAT)“}. 
(a) 考虑 线性 系统 
Ay=a, yER"*! ae RY". 


证 明 : y = At 是 这 个 系统 满足 正 交 性 条 件 (wy) = 0 的 解 , 其 中 ve Rt 是 使 得 
Av = 0 的 非 零 向 量 . 
(b) 考虑 光滑 的 延 拓 问题 


F(y)=0, 下 :了 "+1 >R”. 


By e RH 是 充分 接近 于 由 延 拓 问 题 定义 的 曲线 上 的 正则 点 . 记 Aly) = F,(y) 
并 定义 Gauss-Newton 校正 


yi tt =y — A+ (y!)F(y), j =0,1,2,--- . 


解释 为 何 这 些 迭 代 渐 近 等 价 于 图 10.7 所 示 的 几何 结构 . 
(c) 作出 有 效 的 Moore-Penrose 延 拓 工具 , 其 中 曲线 上 下 一 个 点 的 切 向 量 的 计 
算 并 入 到 校正 中 去 . 提示 : 参见 文献 (Allgower, Georg, 1990). 
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10.6 ”附录 A: Newton 法 的 收敛 性 定理 


这 个 附录 叙述 关于 Newton 法 和 Newton 弦 法 的 两 条 收敛 性 定理 , 但 不 给 出 证 
明 . 为 了 给 出 Newton 法 收敛 性 定理 , 将 f(E) 在 点 > 附近 展开 成 Taylor 级 数 , 并 明 
显 地 写 出 二 次 项 : 


FE) = f(a) + A@)(E — 2) + 5 Bla, — 2,€ — 2) + O(N — all"), 
其 中 


file) . 
Bh J aa hkh, 7 =1,2,---,n 
dale, ee 
是 了 在 z 的 双 线 性 部 分 . U T r) 记 中 心 在 点 ze Rn 半径 为 的 球 : 
T(z,r) = {£ € R” : |] —2|| <r}. 
定理 10.4(Kantorovich) 设 


sup sup ||A~1(2) BYE; h, h)|| = M < co， 
EET (x ro) IAI <1 


aS 
ô = AH) f(a). 


假设 26M <1 且 
ô< 2a + V1— 2M). 


则 选 代 (10.3), (10.4) 收敛 于 系统 (10.2) 的 解 ro < T(z, ro), 此 外 
Iz — zo < MT-12-7(26M)2 ， 了 = 0,1…. a 


定理 10.5 在 定理 104 的 条 件 下 , Newton HH (10.5), (10.6) 收敛 于 系统 
(10.2) 的 解 ro E€ T(x 71), HP ry = min(ro, M1), 此 外 ， 


2 — °l < ô - 25M)-¥? [1— (1— 26M)/2)’ , Gaara o 


10.7 附录 B: 双 交 错 矩 阵 积 


我 们 已 经 在 10.2.2 节 和 10.3.1 节 看 到 , 双 交 错 积 在 对 Hopf 分 支 和 Neimark- 
Sacker 分 支 的 探测 和 延 拓 中 起 着 重要 作用 .由 于 这 个 课题 在 标准 的 线性 代数 中 没 
有 介绍 , 在 这 里 证 明 几 个 关于 双 交 错 积 的 基本 事实 , 包括 定理 10.3. 
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考虑 3 x 3 实 和 矩阵 
Qil Q12 @13 
A= @21 Q22 023 
a31 432 433 
它 的 特征 值 满足 特征 方程 


A — od? + pA- A =0, 
Ft o= tr(A), A = det(A) H. 
P = 411492 + 11433 — 412A21 + 422433 — 413431 一 423432. 
如 果 和 2 = iw, w £0, 则 (Hurwitz 条 件 ) 
op-A=0 


这 个 条 件 的 左 端 可 重新 写 为 某 个 3 x 3 和 矩阵 的 行列 式 , 它 的 元 素 是 矩阵 4 的 元 素 
Qij 的 简单 线性 组 合 : 


a11 十 Q22 Q23 一 Q13 
ap 一 A=det Q32 a11 十 Q33 a12 i 
—a31 a21 a22 + 433 


右 端 的 矩阵 是 2A © Ig, 其 中 © 是 定义 10.1 PERIANA. 如 何 想到 
这 个 定义 的 ? 

定义 10.5 ”指标 偶 (ij) (mn) 称 为 按 字 典 式 次 序 排列 , 如果 i < m 或 者 
(i=m, Hj <n). 

例如 , 三 个 偶 (2,1), (3,1), (3,2) 是 按 字 典 次 序 排列 的 . 

定义 10.6 © 中 的 两 个 向 量 

v= (vi, v2，…， Un)”, w= (wi, W2, ca) 

HRREAE vAwWEC™, he m= 3n(n 一 1), 它 的 分 量 


(vAw)aj) = Vi; — Vwi, n>i>j21, 


它们 的 指标 偶 按 字典 次 序 排 列 . 
两 个 平面 实 向 量 


.514 . 应 用 分 支 理 论 基 础 


的 攀 积 是 实数 (v Aw) = vw — vw. 它 的 绝对 值 等 于 平行 四 边 形 


Il = {z € R?: x = av + Bu, a, ß € [0, 1}} 


的 面积 . 
R? 中 两 个 向 量 的 攀 积 也 与 熟知 的 事实 相关 . 已 知 两 个 实 向 量 
Vy Wi 
v= va y w = wea 
U3 w3 
的 横 积 
(vA w)(2,1) V2W] 一 V1 W2 
vAw= | (人 Au) | =] vw -vws 
(v A w)(3,2) V3W2 一 V2103 


是 R 中 的 向 量 . Aujvaw 记 这 个 向 量 , 有 


Uy 


这 里 x 是 R3 中 两 个 向 量 的 标准 交叉 积 . 

叙述 下 面 两 条 不 给 证 明 的 引 理 . 

引 理 10.5 ”对 任何 v,w,wl? e C” 以 及 和 Ae C, 有 

(i) vAw = =w Av; 

(ii) vA Aw) = Av A w); 

(iii)u A (w! + w?) =v Aw! +uAu?. 

引 理 10.6 如果 eie Cn, nil, ARC 中 的 基 , 则 eé Ae ECm,n 
t>j21, 组 成 C” WR. 

如 果 e(n >i > 1) 组 成 C" 中 的 标准 基 , Cm 中 所 得 到 的 基 也 称 为 标准 的 . 

引 理 10.7 ”国定 基 ef eC", n>i>1, 在 C" PHERAAGE vw eC, 


v=) vie’, w=} wel 
i 了 


Ow oO 


和 向 量 uEC™. 


u= J Ui, j) e Ae’. 
nzi>jz1 


Hu=vAw, 则 Uü j) = VW; — VwWi, nzi>jzl. 
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证 明 Xf nijl 


vA 人 w= 二 (Ere) 人 (Sm) 5 Say (et Ael 
i j 
=J vwe Ne?) + >, uwe Ae?) 


i>j j>i 

= Siw; (et Ae) — 》 iw; (ez Ae’) 
i>j j>i 

= So Vi (et A ef) 一 5y vjwi(e Ae?) 
i>j i>j 

=>} (viw — vwi)(e Ne?) =J uunin. 口 
i>j i>j 


考虑 C" 中 的 两 个 线性 变换 
v= Av, wr Bu, 


其 中 4 和 B 是 nxn 复 和 矩阵 , 它们 的 元 素 分 别 是 apg Al brs. 
定义 10.7 C” 中 由 


1 
(vAw) + (AS B)(vAw) = zí (Av A Bw — Aw A Bv) 


定义 的 变换 称 为 上 面 变换 的 双 交 错 积 . 
特别 , 有 
(A © A)(vAw) = Av A Aw 
和 
(2AQIn)\(uAw) = AvAw+vA Aw. 
定理 10.6 。 双 交 错 积 是 Cm 中 的 线性 变换 , 它 的 矩阵 AOB 在 标准 基 ei 信 
ei, nn 之 i 之 j 之 1 下 有 元 素 


1 a T Aps 
(A © B)(pq,(r,s) = 5 | | ý i | 十 
2 Dor bas 
其 中 n>p>g>1 以 及 n>r>s>1. 
证 明 


bor Opa 


Qgr Ags 


1 
(A © B)(e” Ae’) = 5 (Aer A Be’ — Ae* A Be”) 


= 5 bs apre? A Ne base? 一 y apse” A E z 
p q p q 
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= : h aprbqs (€P A et) > apsbar (e? A “) 
Pq Pq 


中 Qprbgs(e? ^ ef) 一 S. Aprbps (eP A e1) 


>q p<q 


Nir 


一 >. Apsbgr(e? A e1) 一 5 agsbpr (eP A “) 


P>4q p<q 


1 
5 > (aprbas 一 apsbor + aqsbpr — Agrbps)(€” A e9) 


P>9 
ad | apr Ops bpr bps je ^et). 
E p>q bar bas Gqr Ags 
另 一 方面 ， 
(AO B)(e" ^ e°) = X (4@B)oora(ezAes). o 
p>q 


定理 10.6 的 叙述 用 了 定义 10.1. KER 24 © In 有 一 个 特殊 名 称 称 为 4 的 双 
积 . 有 


一 人 ps， r= q, 

Apr, r # p 和 s= q, 

App + aqq r=pAls=q 
(2A © In) (p.9),(r.8) = i 

Qgs; rap 和 s = q, 

一 Qas， s= p, 

0, 其 他 ， 

X} n = 2,3 和 4, ZAH 240 h = 411 + a22, 
aii + a22 423 一 Q13 
2AQ@J = a32 411 + 433 a12 
一 Q31 a21 a22 + Q33 
a11 + Q22 a23 一 Q13 Q24 一 Q14 0 
Q32 a11 + a33 aiz a34 0 一 Q14 
一 Q31 Q21 Q22 + a33 0 a34 一 024 
24@D= 

a42 a43 0 Q11 + a44 a12 a13 
一 Q41 0 Q43 azı a22 + a44 a23 


0 一 Q41 一 Q42 a31 Q32 a33 + Q44 
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下 面 的 三 个 引 理 直接 由 定义 10.7 就 可 得 到 . 

引 理 10.8 ”对 任何 复 n xn 4K A,B, Bio fo NEC: 

(i) AOB=BOA; 

(ii) A © (AB) = (A © B); 

(iii) A © (Bı + Bo) = AO Bı + AO B2. o 
31 10.9 HATA nxn 4# A fo B: 


(40 A)(B © B) = (AB © AB). Oo 


引 理 10.10 ”对 任何 复 nxn SER A 和 任何 非 奇 异 复 nxn HE P: 
(i) (P © P)? = P71 O P7}; 
(ii) (PAP-!) © (PAP)-! = (P © P)(A® A)(P OP)-!; 
(iii) 2(PAP71) © In = (P © P)(2A © h )(P © P)“}. o 
现在 可 以 证 明 这 一 节 的 中 心 结果 . 
定理 10.3(Stephanos, 1990) #4 nxn 4E A 有 特征 值 jv1, p42,… ,jn 则 
(i) AO A AAFAA hipiji 
(ii) 2A © In 有 特征 值 ji + Hij, 
AP nzizjzl. 
证 明 ”假设 所 有 的 um 是 单 的 . 则 对 应 的 特征 向 量 vi, n > i > 1 组 成 C" 的 
基 . 因此 , vi wi, n>i>j>1 组 成 C™ 的 基 . 特别 , 它们 是 非 零 向 量 . 
计算 
(AO A)(v' Av?) = Avt A Av) = pivi A pv = iuil? Av). 
这 意味 着 vi Av) 是 AO A 对 应 于 特征 值 win; 的 特征 向 量 . 类 似 地 ， 
(2A © In)(v' Av’) = Avt Av) ot A Av? = pv’ Av! + pju Av? = (pmi + pi) (vi Av). 


这 意味 着 vi 人 vi 是 24 © I 对 应 于 特征 值 wit wy 的 特征 向 量 . 

当 出 现 重 特征 值 时 , 定理 可 从 上 面 的 结果 以 及 特征 值 作为 矩阵 元 素 的 的 连续 函 
数 得 到 . 口 

下 面 两 条 引 理 在 沿 着 Neimark-Sacker 分 支 曲线 和 Hopf 分 支 曲线 的 余 维 2 分 
支 构造 测试 函数 时 是 重要 的 . 

引 理 10.11 假设 nxn RHE A 有 单 对 满足 pro = 1 的 特征 值 . 则 

ba + Ma _ (v, v)(w, Aw) + (w, w)(v, Av) — (v,w)(w, Av) — (w, v) (v, Aw) 

2 (v, v)(w, w) — (v, w)? , 


HP (AOA-In)(vAw) =0, 0 
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如 果 pio = cos9 + ising, W 50n + u2) = cos0， 可 用 这 个 函数 探测 沿 着 
Neimark-Sacker 曲线 的 强 共 振 . 
引 理 10.12 Ri nxn KEM 4 有 单 对 满足 Ai + Xa = 0 的 特征 值 . 则 


R oe (v, Av) (w, Aw) — (w, Av) (v, Aw) 
ers (u,v) (w, w) = (v, w)? 


其 中 (24 © h) vw) = 0. 口 
如 果 à = tiw, 则 -和 Xi》 = w2. 4 w = 0 时 , Bogdanov-Takens 分 支 一 般 地 
是 所 期 望 的 . 


10.8 附录 C: RAE 2 同 宿 分 支 的 探测 


当 跟 随 双 参 数 余 维 1 同 宿 轨道 时 , 可 以 期 望 在 所 得 曲线 的 某 一 点 有 余 维 2 奇 
异性 . 由 定义 , 在 这 种 点 上 Shil'nikov 非 退化 条 件 之 一 ( 见 6.4.3 节 的 (H.0)~(H.3) 
以 及 7.1.2 节 的 (SNH.1)~(SNH.3) 遭 到 破坏 . 首先 , 同 宿 轨道 趋 于 的 平衡 点 zo 由 
FHA MM Hopf 分 支 可 失去 双 曲 性 . 这 些 点 是 正则 同 宿 轨道 轨迹 的 端点 ,对 应 在 
折 参 数值 出 发 的 鞍 - 结 点 / 鞍 - 鞍 点 同 宿 轨 道 的 曲线 , 还 存在 其 他 类 型 的 端点 , 即 对 
应 于 同 宿 轨道 “收缩 ”的 端点 (如 在 Bogdanov-Takens 以 及 其 他 局 部 余 维 2 分 支 ) 
或 者 轨道 “破裂 ”成 由 几 个 轨道 和 儿 个 平衡 点 的 连接 组 成 的 异 宿 环 的 一 部 分 . 我 们 
不 将 考虑 这 些 情 形 . 代 之 以 集中 余 维 1 情形 , 那里 存在 唯一 同 宿 于 双 曲 平衡 点 或 者 
鞍 - 结 点 平衡 点 的 同 宿 轨 道 . 余 维 2 同 宿 分 支点 的 出 现 导致 系统 动力 学 的 生动 内 容 
(关于 这 些 点 各 自 的 的 双 参 数 分 支 图 的 评论 见 文献 (Champney Kuznetsov, 1994)). 

AR YE 2 同 宿 分 支 是 沿 着 余 维 1 同 宿 曲 线 的 分 枝 探测 的 , 而 它 是 由 某 个 适当 的 截 
断 边 值 问题 所 一 般 定义 的 测试 函数 w 的 零点 定位 . 在 最 简单 的 情形 , 测试 函数 可 
通过 平衡 点 的 特征 值 或 者 它们 的 特征 向 量 从 同 宿 解 的 端点 计算 . 在 其 他 情形 , 必须 
扩大 边 值 问题 并 同时 求解 满足 相关 边 值 条 件 的 变 分 方程 .测试 函数 被 称 为 是 可 定 
X, 如 果 对 所 有 充分 大 的 T > 0, 沿 着 截断 问题 的 解 曲线 是 光滑 函数 , 且 当 T> oo 
时 有 趋 于 临界 参数 值 的 正则 零点 . 事实 上 , 在 下 面 所 述 的 所 有 情形 , 有 较 强 的 性 质 ， 
即 测试 函数 的 极限 存在 , 并 给 出 原来 问题 在 无 穷 区 间 内 存在 的 正则 测试 函数 . 

如 同 10.3.3 节 , 将 4(zo,a) = fi(zo,a) 具 非 零 实 部 的 特征 值 表示 为 


Re jn_ S++- S Re p < 0 < Re A1 S ++ S Re An,- 


按照 第 6 章 , 具 零 实 部 的 特征 值 称 为 临界 的 , 最 靠近 零 的 具 实 部 的 稳定 (不 稳定 ) 特 
征 值 称 为 主 稳定 (不 稳定 ) 特征 值 . 在 这 个 附录 里 , 假设 4(zo,a) 所 有 的 特征 值 以 
及 (和 它 的 转 置 4T(zo, cx) 必要 的 特征 向 量 沿 着 同 宿 曲线 都 可 精确 地 计算 . 
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10.8.1 通过 特征 值 可 探测 的 奇异 性 
下 面 的 测试 函数 可 用 来 沿 着 对 应 双 曲 平衡 点 的 同 宿 曲线 追踪 探测 对 原来 问题 
和 截断 问题 (10.97) 都 有 定义 的 余 维 2 奇异 性 : 


中 性 鞍点 
vi = wi 十 入 1. 
二 重 实 稳定 主 特征 值 
TA | (Re ja — Re p2)?, Im x, = 0, 
—(Im pı — Im pa)2， Imp #0. 
二 重 实 不 稳定 主 特征 值 


—(Im A; — Im Xz)2，JIm Ai #0. 


注意 , wy2,3 的 正则 性 可 从 它们 代表 的 对 应 于 这 对 特征 值 的 特征 多 项 式 的 二 次 因子 的 
判别 式 得 知 . 
中 性 鞍点 、 鞍 一 焦点 或 者 焦 一 焦点 


wa = Re py 十 Re Aj. 


B Im 1 =0, 
p5 


中 性 发 散 鞍 一 焦点 
Ws = Re pı + Re p2 + Re à1, Ye = Re à; + Re àg + Re pı. 
三 个 主 特征 值 
W7 = Re pı 一 Re p3, we = Re Al 一 Re 和 3. 


在 延 拓 双 曲 同 宿 的 轨迹 时 ， 为 了 探测 同 宿 于 非 双 曲 平衡 点 的 轨道 ， 截 断 问 题 
(10.97) 应 该 可 以 通过 退化 点 延 拓 的 方法 来 叙述 . 为 此 目的 , 必须 逐个 给 特征 值 修改 
其 标签 . 如 对 ui, 最 左边 的 特征 值 为 n_, 对 Xi, 最 右边 的 特征 值 为 ny, 而 不 考虑 它 
们 关于 虚 轴 的 位 置 . 因此 , 修改 了 在 (10.95) 中 投影 矩阵 L,, 。 中 的 术语 “稳定 ”和 
“不 稳定 ”的 意义 . 用 了 这 个 修改 , 可 以 简单 地 定义 下 面 的 测试 函数 . 

非 双 曲 平衡 点 

wg = Re mı, Yio = Re Aj. 
Yo10 的 零点 对 应 于 延 拓 平衡 点 zo 的 折 分 支 或 者 Hopf 分 支 . 在 第 一 个 情形 分 支 称 
为 非 中 心 著 - 结 点 同 宿 分 支 ( 见 下 面 ), 第 二 个 情形 通常 涉及 Shil'nikov-Hopf 分 支 . 
一 般 地 , 这 些 奇异 性 是 同 宿 于 双 曲 平衡 点 的 同 宿 轨道 轨迹 的 端点 . 但 是 , 存在 截断 
边 值 问题 (10.97) 解 曲 线 的 连续 延展 通过 这 两 个 奇异 性 . 远离 Shil'nikov-Hopf 余 维 
2 点 存在 解 曲 线 H, CEHE zo 与 由 Hopf 分 支 而 出 现 的 极限 环 C 之 间 的 异 宿 连 
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接 ri 近似 (图 10.19). 类 似 的 性 质 对 鞍 - 结 点 分 支 也 成 立 . 假定 对 zo 的 折 分 支 延 
拓 鞍 点 同 宿 曲线 H, 这 意味 着 一 个 额外 的 平衡 点 趋 于 zo. 假设 在 鞍 - 结 点 不 稳定 特 
征 值 趋 于 零 . 远离 余 维 2 点 , 截断 边 值 问题 (10.97) 有 近似 异 宿 轨 道 的 解 , 这 个 异 宿 
轨道 是 沿 着 非 主 稳定 流 形 连接 两 个 平衡 点 且 沿 着 A 存在 ( 见 图 10.20 显示 的 平面 
情形 ). 更 确切 地 , 延 拓 算法 从 原来 的 平衡 点 开关 到 近似 点 @, 投影 边 值 条 件 将 解 的 
端点 放 到 新 zo 的 “稳定 ”和 “不 稳定 ” 特征 空间 上 . 接近 于 余 维 2 的 点 后 来 给 出 原 
来 平衡 点 的 不 稳定 特征 空间 的 好 近似 . 


图 10.19 n=3 时 通过 Shil'nikov-Hopf 的 延 拓 : 同 宿 轨迹 由 XX 表示 , 点 -周期 异 宿 
曲线 用 H 表示 


图 10.20 ”通过 非 中 心 鞍 - 结 点 同 宿 分 支 的 延 拓 : 双 曲 同 宿 曲 线 表示 为 H, 非 中 心 异 宿 曲线 用 
HRA, 折 曲 线 用 SN 表示 . 沿 着 折 曲 线 的 右边 分 枝 SNp 也 存在 中 心 鞍 结 点 同 宿 


O 远离 临界 点 是 趋 于 平衡 点 的 就 标记 为 xo. 
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10.8.2 ”轨道 翻转 与 倾角 翻转 
现在 考虑 沿 着 鞍点 同 宿 轨道 曲线 大 范围 退化 的 两 种 形式 的 测试 函数 , 即 轨道 分 
支 和 倾角 翻转 分 支 . 因此 , 另外 要 假设 4(zo,a) 没有 零 实 部 的 特征 值 , 而 主 特征 值 
是 实 且 是 单 的 , 即 
Re Hn- <S --- < Re po < py <0< À < Re ro <--- < Re Any. 
于 是 . 可 选择 AT (20,0) 的 已 标准 化 了 的 特征 向 量 p? 和 pr, 它们 光滑 依赖 于 (zo,a) 
且 满 足 
AT(zo,a)pi = mpi, A7 (zo, a)pý = Arp}. 
这 里 以 及 下 面 为 简单 起 见 , 特征 值 和 特征 向 量 关 于 zo 和 a 的 依赖 性 没有 标 出 . 由 
此 , A(zo,a) 的 标准 化 了 的 特征 向 量 gq?; 和 gt 选择 光滑 依赖 于 (zo,a) 且 满 足 
A(zo,a)qi = mqi, 4(zo,a)9g1 = iqi. 
当 同 宿 轨道 在 主 特征 向 量 的 两 个 分 量 之 间 趋 于 鞍点 时 改变 它 的 方向 , 这 时 产生 
轨道 翻转 分 支 . 定义 轨道 翻转 分 支 的 方程 (关于 稳定 流 形 ) 可 写 为 
Jim e 1p a(t) — 29) = 0, (C.1) 
其 中 z(t) 是 同 宿 解 , H5 t 00 时 指数 因子 的 增长 平衡 elt) roll 的 衰减 . 类 似 
地 , 轨道 翻转 分 支 关 于 不 稳定 流 形 的 方程 由 
„im e7™t (pf, x(t) — zo) =0 (C.2) 
给 出 . 在 满足 条 件 (C.1) 或 者 (C.2) 的 点 同 宿 轨道 沿 着 它 的 非 主 特征 空间 ( 按 一 个 


时 间 方 向 ) 趋 于 鞍点 (三 维 中 见 图 10.21). 由 此 沿 着 (10.97) 的 解 曲线 计算 的 截断 测 
试 函数 应 该 由 下 面 的 函数 给 出 : 


10.21 R? 中 关于 稳定 流 形 的 翻转 轨道 
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轨道 -翻转 (关于 稳定 流 形 ) 
tu =e? (pt, a(+T) — zo). 
Hid - 翻转 (关于 不 稳定 流 形 ) 
Via = eT (pt, 2(—-T) — zo). 


倾角 翻转 分 支 是 与 鞍点 zo 的 稳定 流 形 和 不 稳定 流 形 Ws" (r) 围绕 它 的 同 宿 
轨道 的 大 范围 扭转 性 有 关 . 由 第 6 章 , 在 同 宿 轨 道上 的 每 一 点 z(t), 切 空 间 的 和 


Z(t) = X(t) + Y(t) 
有 定义 , 其 中 
X(t) = TW (ro) Y(t) = Tra) W” (zo). 


一 般 地 , codim Z(t) = 1, BU X(t) n Y(t) = span{<(t)}. 在 三 维 情形 ， 空间 Z(t) 只 不 
过 与 在 T 上 点 z(t) 与 Ws(zo) 相 切 的 平面 X(t) 重合 ( 见 图 10.22). 为 了 刻画 倾角 
翻转 分 支 的 方程 , 必须 引入 伴随 变 分 问题 


$ 


t) = -A7 (z(t), a)p(t), 
p(t 


(t) = 
(t) —-0, t— +o, (C.3) 
(p(t) — p°(t),p°(t))dt = 0, 


mon 


(a) (b) 
图 10.22 (a) 单 同 宿 轨道 ; (b) 扭转 同 宿 轨道 


其 中 4(z,a) = felz,a). (C.3) 中 的 第 一 个 方程 是 6.4.1 节 所 引入 的 伴随 变 分 方程 . 
积分 相 条 件 中 的 参考 向 量 - 函数 0(.) 可 从 函数 族 colt) 中 选择 一 个 解 , ce REL 对 
每 个 t, 解 p(t} 都 与 上 面 定义 的 子 空间 Z(t) EX, 因此 , 4 t — too 时 , 它 的 极限 
性 态 决定 围绕 同 宿 轨道 空间 Z(t) 的 扭转 性 . 倾角 翻转 分 支出 现在 沿 着 同 宿 曲线 的 
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点 , 这 个 扭转 性 的 改变 在 那里 没有 出 现 轨道 翻转 . 关于 稳定 流 形 的 倾角 翻转 分 支 方 
程 由 


„im ea, p(t)) = 0, (C.4) 
给 出 , 关于 不 稳定 流 形 的 倾角 翻转 分 支 方 程 由 
Jim e (q, p(t)) = 0 (C.5) 


给 出 , 其 中 t 一 too 时 指数 因子 中 和 lotl 的 衰减 性 . 如 果 (C.4) 或 (C.5) 成 立 . 
鞍点 zo 的 稳定 (不 稳定 ) 流 形 围绕 同 宿 轨道 中 性 扭转 (图 10.23 显示 的 是 三 维 情 
形 ). 


图 10.23 R? 中 关于 稳定 流 形 的 倾角 翻转 


接 下 来 定义 已 (zo,a) X (n_ x n) 矩阵 , 它 的 行 组 成 4(zo,a) 的 稳定 特征 空间 
的 基 . 类 似 地 , P(zo, a) 为 (n+ x n) 矩阵 , 它 的 行 组 成 4(zo,a) 的 不 稳定 特征 空间 
的 基 . 现在 代替 (C.3) 考虑 截断 方程 组 


p(t) + AT (x(t), a)p(t) + ef (x(t), a) = 0, 

P; (xo, a)p(+T) = 0, 

P,(zo,a)p(—T) = 0, (C.6) 
T 


[0 ~ POP = 0, 


其 中 , c c R! 是 人 为 自由 参数 , 它 使 得 (C6) 变 成 适 定形 式 的 边 值 问题 , 沿 着 系统 
的 解 曲线 它 儿 乎 保持 为 零 . 计算 (C.4) 和 (C.5) PE t= 47 时 的 极限 , 得 下 面 的 测 
试 函数 : 

倾角 -翻转 (关于 稳定 流 形 ) 
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viz = eT (gf, p(—T)). 
倾角 -翻转 (关于 不 稳定 流 形 ) 
dia = e™T (qi, p(—T)). 


为 实际 计算 沿 着 同 宿 曲线 的 截断 测试 函数 w13 14, 必须 延 拓 由 (10.97) 和 (C.6) 
组 成 的 扩展 BVP 问题 的 解 
f (zo, a) == 0, 
i(t) — f(z(t),a) = 0, 
Ls(zo,o)(z(-—T) — zo) = 0, 
Zu(zoyaj(z(T) — x9) = 0, 
T 
J (x(t)—2°(t), ¢°(t))dt — 1 = 0, 
-T 
plt) + AT (z(t) a)p(t) + ef(x(t),a) = 0, 
P, (£o, a)y(+T) = 0, 


Pa(z0,a)p(-T) = 0, 
T 


pi C0-04), eh = 0. 
这 同时 产生 (近似 于 ) 同 宿 解 z(t) 和 伴随 变 分 方程 的 有 界 解 p(t). 
测试 函数 加 iizls,l4 对 原来 问题 和 截断 边 值 问题 都 有 定义 
10.8.3 ” 沿 着 鞍 - 结 点 同 宿 曲线 的 奇异 性 
假设 一 般 的 鞍 - 结 点 同 宿 轨道 已 经 被 延 拓 . 回忆 在 这 情形 截断 边 值 问题 是 由 方 
程 (10.97) 和 (10.99) 的 方程 所 组 成 . BE po 是 AT(zo0,a) 的 零 - 向 量 , 由 
(Po, Po) =1 


标准 化 , 且 沿 着 鞍 - 结 点 同 宿 曲 线 可 微 . 于 是 ， 下 面 的 测试 函数 将 探测 非 中 心 鞍 - 结 
点 同 宿 分 支 , 那里 同 宿 轨道 的 闭 包 变 成 不 光滑 ( 即 7.1 节 的 条 件 (SNH.1) 被 破坏 ). 
非 中 心 鞍 - 结 点 同 宿 轨道 


Vis = 未 (2(+T) — z0),p0), (C7) 


Vis = F((—T) — zo), po), (C8) 


这 些 函 数 测量 一 维 中 心 流 形 的 分 枝 ， 那里 有 近似 同 宿 轨道 的 两 个 端点 , 且 沿 着 
鞍 - 结 点 同 宿 分 支 曲线 (图 10.24) 有 定义 . 4 T > æ 时 , 沿 着 中 心 鞍 - 结 点 同 宿 轨 
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道 的 曲线 ,ws 和 wie 都 收敛 于 光滑 函数 . 测试 函数 (C.7), (C.8) 的 极限 的 消失 取决 
于 临界 同 宿 轨 道 是 中 心 - 稳定 连接 , 还 是 不 稳定 -中 心 连接 . 


SN H 


图 10.24 沿 着 中 心 鞍 - 结 点 同 宿 曲线 通过 非 中 心 鞍 结 点 同 宿 分 支 的 延 拓 


注 (1) 测试 函数 wo.10 和 diss 为 探测 非 中心 鞍 - 结 点 同 宿 轨道 提供 了 两 个 
不 同 的 策略 . 这 允许 我 们 在 这 种 点 开关 鞍点 同 宿 轨道 和 中 心 鞍 - 结 点 同 宿 轨道 之 间 
的 延 拓 . 

(2) FERRARA EDA (被 7.1 节 的 条 件 (SNH.3) 破坏 ) 可 以 作为 沿 着 中 
心 鞍 - 结 点 同 宿 分 支 曲线 关于 参数 的 极限 点 来 探测 . © 


10.9 附录 D: 文献 评注 


有 关 分 支 的 数值 分 析 以 及 连同 支持 对 动力 系统 分 析 的 计算 机 软件 一 起 的 文献 
很 广 , 并 且 发 展 很 快 . 我 们 推荐 Beyn (1991) 的 讲义 , 及 Doedel Keller 和 Kernevez 
(1991a, 1991b) 的 两 篇 指导 性 文章 作为 动力 系统 数值 方法 的 好 的 一 般 性 介绍 (也 可 
看 Guckenheimer 和 Worfolk (1993), 特别 是 Guckenheimer (2002))， 比 较 高 等 的 
读者 会 欣赏 文献 (Govaerts, 2000). 关于 分 支 数值 分 析 的 综合 性 文章 见 文献 (Beyn, 
Champneys, Doedel, Govaerts, Kuznetsov, Sandstede, 2002). 

用 Newton 法 理论 定位 非 线 性 系统 的 解 , 在 文献 (Kantorovich, Akilov, 1964) 中 
有 丰富 的 叙述 . Broyden (1965) ÆW Newton 迭代 中 第 一 个 用 最 少 条 件 引 入 秩 1 更 
新 以 改进 Jacobi 答 阵 近 似 迭 代 的 质量 .Broyden 法 的 详细 收敛 性 分 析 可 在 Dennis 
和 Schnabel (1983) 中 找到 . 

双 曲 平衡 点 的 稳定 和 不 稳定 不 变 流 形 的 Taylor 展开 的 算法 是 由 Hassard (1980) 
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HES. 在 10.1.3 中 所 令 述 的 投影 技巧 是 以 Kuznetsov (1983) 为 基础 ODEs 中 的 
大 范围 二 维 不 变 流 形 (包括 平衡 点 和 极限 环 的 稳定 和 不 稳定 不 变 流 形 以 及 不 变 环 
面 ) 的 计算 近来 吸引 很 多 人 的 注意 , 见 文献 (Homburg, Osinga, Vegter, 1995; Dieci, 
Lorenz, 1995, 1997; Kraauskopf, Osinga, 1999; Osinga, 2003). 

Doedel (1981) 第 一 个 提出 极限 环 计算 的 积分 相 条 件 . 计算 极限 环 的 打靶 法 和 
多 重 打 革 法 是 由 Khibnik (1979) 与 Holodniok 和 Kubicek (1984a) 提出 . 打靶 法 和 
自动 微分 技巧 的 结合 是 由 Guckenheimer 和 Meloon (2000) 研究 . 系统 地 使 用 正 交 
配置 来 计算 极限 环 是 属于 Doedel 和 Kernevez (1986) (也 可 见 Doel, Jepson, Keller 
(1984)). 配置 在 Gauss 点 的 一 般 收敛 性 定理 是 由 Boor 和 Swartz (1973) 建立 的 . 一 
个 有 效 的 算法 , 考虑 到 应 用 正 交 配置 离散 化 在 Newton 法 中 出 现 的 矩阵 的 特殊 结构 
是 由 Doedel (1981) 实现 的 . 它 允 许 同时 计算 极限 环 的 乘 子 (其 改进 见 Fairgrieve, 
Jepson (1991)). 

由 于 平衡 点 计算 和 许多 分 支 问题 可 化 为 隐 式 定义 的 曲线 的 延 拓 , 许多 延 拓 包 
已 经 被 开发 ， 它 们 都 以 预先 校正 法 为 基础 并 稍 有 变化 ， 早 期 标准 的 编码 解 延 拓 问 
题 是 由 Kubicek (1976)(DERPAR) 与 Balabaev 和 Lunevskaya (1978) (CURVE) 开 
发 . 注意 ， Moore-Penrose “Æ CURVE 中 实现 校正 ， 自 那 以 后 , 几 个 通用 的 延 拓 
编码 被 发 现 ， 我 们 提 及 Kass-Peterson (1989) 的 PATH, Rheinbboldt 和 Burkardt 
(1983) 的 PITCON, Nikolaev ( 见 Khibnik, Kuznetsov, Levitin 和 Nikolaev (1989)) 
的 BEETLE, Deuflhard, Fiedler 和 Kunkel (1987) 的 ALCON, Allgower 和 Georg 
(1990) 的 书 中 叙述 几 个 编码 , 以 及 由 Doedel 和 Kernevez (1986) 的 分 支 编码 的 延 拓 
程序 段 的 AUTO86/97, Seydel (1991) 的 BIFPAKC 和 Kuznetsov 和 Levitin (1997) 
的 CONTENT. 综合 性 文章 由 Allgower 和 Georg (1993) 给 出 , 它 包 含有 这 些 实用 
的 编码 和 其 他 延 拓 编码 的 某 些 信息 . 延 拓 的 一 般 理论 是 由 Keller(1977) (他 引入 仿 
弧 长 延 拓 )，Rheinboldt (1986), Seydel (1988, 1991) 以 及 Allgower 和 Georg (1990) 
叙述 并 发 展 . 

基于 追踪 特征 值 FEF) 的 分 支点 的 探测 和 定位 是 由 AUTO86 执行 . 用 测试 函 
数 去 定位 Hopf 分 支 和 Neimark-Sacker 分 支 是 基于 Hurwitz 行列 式 的 计算 , 它 是 由 
Khibnik (1990) 提出 , 并 在 编码 LINLBF 中 得 到 执行 , 他 们 也 用 最 小 增 广 法 延 拓 对 
应 的 分 支 . 借助 于 双 交 错 矩阵 积 来 探测 Hopf 分 支 是 属于 Fuller (1968) (他 甚至 参考 
了 Stephanos (1900) 早期 的 贡献 ), Jury 和 Gutman (1975) 用 双 交 错 积 探测 映射 的 
Neimark-Sacker 分 支 ， 这 个 方法 在 Guckenheimer 和 Myers (1996) 以 及 Govaerts, 
Guckenheimer 和 Khibnik (1997) 的 分 支 / 延 拓 构 架 中 重新 引入 , 并 成 功 地 应 用 到 一 
些 问题 中 , 且 在 CONTENT 中 得 到 执行 . 附录 B 中 介绍 的 双 交 错 积 是 最 直接 的 方 
式 . 以 张 量 矩 阵 积 为 基础 的 交错 法 可 在 文献 (Govaerts, 2000) 找到 . 所 得 最 小 增 广 
系统 的 正则 性 定理 属于 Guckenheimer, Myers 和 Sturrmfels (1997). 对 大 系统 的 几 
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个 适当 的 测试 函数 被 Moore, Garret 和 Spence (1990) 以 及 Friedman (2001) 所 发 
E. 后 面 的 工作 用 了 低 维 不 变 子 空间 的 延 拓 (Dieci, Friedman, 2001)， 改 进 的 最 小 
增 广 系统 其 中 对 分 支 定 义 的 函数 是 由 求解 加 边线 性 系统 来 计算 , 对 折 分 支 延 拓 是 由 
Griewank 和 Reddien (1984) 提出 , 对 Hopf 延 拓 是 由 Govaerts 等 (1997) 提出 . 用 加 
边 系统 延 拓 Hopf 分 支 的 其 他 方法 有 Beyn (1991), Chu, Govaerts 和 Spence (1994) 
以 及 Werner(1996). 加 边 和 矩阵 的 一 般 性 质 是 由 Govaerts 和 Pryce (1993) 建立 , 在 
文献 (Govaerts, 2000) 中 有 详细 叙述 . 由 扩展 增 广 系统 定位 和 延 拓 折 点 和 Hopf 点 
已 经 被 多 位 作者 所 考虑 , 包括 Moore 和 Spence(1980), Rheinboldt (1982), Roose 和 
Hlavacek (1985) 以 及 Holodniok 和 Kubicek (1984b)， 这 些 方法 在 AUTO86 ( 见 
Doedel, Keller 和 Kernevez (1991a)) 和 CONTENT 得 到 执行 . 出 现在 每 个 Newton 
校正 中 的 线性 系统 的 解 可 用 它们 的 特殊 结构 有 效 求解 . 

探测 和 分 析 分 枝 点 ( 称 为 “分 支点 ") 可 在 Allgower 和 Georg (1990) 中 找到 . 
正则 的 扩展 定义 系统 去 定位 分 枝 点 是 由 Moore (1980) 和 Mei (1989) 提出 . Borisyuk 
(1981) 的 程序 STAFF (以 程序 CURVE 为 基础 ) 探测 分 枝 点 并 支持 分 支 开关 . 故 程 
序 AUTO86 和 CONTENT 以 及 其 他 几 个 分 支 编码 可 使 用 . 注意 , 这 些 特性 允许 在 
翻转 分 支点 开关 倍 周 期 环 的 延 拓 . AUTO86 和 CONTENT 以 及 其 他 的 程序 也 可 从 
Hopf 点 开始 对 环 延 拓 . 

对 折 分 支 的 非 退 化 条 件 的 验证 由 LINLBF 支持 , 其 中 用 了 公式 (10.49). 用 编 
码 BIFOR2 执行 对 第 一 个 Lyapunov 系数 的 数值 计算 , 是 由 Hassard, Kazarinof 和 
Wan (1981) 提出 , 程序 LINBF 对 应 部 分 是 由 Khibnik 提供 . 两 个 程序 用 来 求 数值 
微分 并 计算 中 心 流 形 中 间 的 二 次 系数 . 10.2.3 中 叙述 的 算法 不 同 于 刚刚 提 及 的 用 于 
ly 的 不 变 表达 式 , 而 仅仅 要 求 方向 导数 . 它 在 CONTENT 中 被 执行 . 

所 有 平衡 点 、 不 动 点 、 余 维 1 环 分 支 的 双 参 数 延 拓 以 及 许多 三 参数 余 维 2 分 支 
的 延 拓 由 程序 LINLBF 以 及 它 的 变化 所 支持 ( 见 Khibnik (1990), Khibnik, Kuzne- 
tsov, Levitin, Nikolaev (1993)). 平衡 点 和 环 的 余 维 1 分 支 可 用 AUTO86，CAN- 
DYS/QA (Feudel, Jansen, 1992), CONTENT 以 及 MATCONT (Dhooge, Govaerts, 
Kuznetsov, 2003) 延 拓 .此 外 , CONTENT 支持 所 有 余 维 2 平衡 点 分 支 的 三 参数 延 
拓 (Govaerts, Kuznetsov, Sijnave, 2000a, 2000b). MATCONT 执行 加 边 边 值 问题 所 
有 极限 环 余 维 1 分 支 的 延 拓 , 如 Doedel, Govaerts 和 Kuznetsov (2003) 建议 的 . 

一 个 同 宿 轨道 的 数值 定位 方法 是 用 大 周期 极限 环 来 延 拓 (Doedel, Kernevez, 
1986). 对 同 宿 轨道 的 定位 和 延 拓 的 打靶 法 可 在 Kuznetsov (1983) 的 编码 LOOPLN 
执行 (Kuznetsov, 1990, 1991). Rodriguez-Luis, Freire 和 Ponce (1990) 也 发 展 基 
于 打靶 的 同 宿 延 拓 法 .由 于 这 些 方法 具有 明显 的 局 限 性 , 用 边 值 法 定位 和 延 拓 余 
维 1 同 宿 分 支 是 由 下 面 的 学 者 提出 并 分 析 : Hassard (1980), Miura (1982), Beyn 
(1990b,1990a), Doedel 和 Friedman (1989),Friedman 和 Doedel (1991, 1993), Schecter 
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(1993), Bai 和 Champneys (1996), Sandstede (1997b), 以 及 Demmel, Dieci 和 Fried- 
man (2000). Champneys 和 Kuznetsov(1994) 以 及 Champneys, Kuznetsov 和 Sand- 
stede(1996) 扩充 了 这 些 BVP 法 以 处 理 余 维 2 同 宿 分 支 , 包括 轨道 翻转 和 倾角 
翻转 ( 见 附录 C), 并 对 此 问题 写 了 标准 的 AUTO86 驱动 程序 HomCont (Champ- 
neys, Kuznetsov, Sandstede, 1995). 存在 一 种 用 同 伦 法 来 求 得 同 宿 延 拓 好 的 初始 解 
(Doedel, Friedman, Monteiro, 1994; Champneys, Kuznetsov, 1994; Doedel, Friedman, 
Kunin, 1997). Beyn (1991, 1994) 发 展 了 从 同 宿 曲线 的 Bogdanov-Takens 分 支 开 始 
的 算法 , Gaspard(1993) 提出 一 种 从 这 种 曲线 的 折 -Hopf 点 开始 的 算法 . 

映射 的 数值 分 支 分 析 在 这 一 章 里 没有 考虑 . 不 动 点 分 支 的 定位 、 分 析 和 延 拓 非 
常 类 似 于 ODEs 的 平衡 点 (并 由 AUTO97, LOCBIF 和 CONTENT 支持 (Govaerts, 
Kuznetsov, Sijnave, 1999)). 其 他 问题 要 求 特殊 的 算法 . 这 种 算法 在 计算 不 动 点 的 稳 
定 和 不 稳定 不 变 流 形 中 得 到 发 展 , 这 方面 的 工作 有 : You, Kostelich 和 York (1991), 
Lou, Kostelich 和 York (1992), Krauskopf 和 Osinga (1998) (在 DYNAMICS 中 执行 
(Nusse, Yorke, 1998)) 以 及 DsTool 最 后 版 本 (Back, Guckenheimer, Myers, Wicklin, 
Worfolk, 1992); 同 宿 轨道 的 延 拓 以 及 它们 的 切 触 是 由 Beyn 和 Kleinkauf (1997) 提 
GE; 通常 的 双 曲 不 变 流 形 ( 即 闭 不 变 曲线 ) 的 计算 由 Broer, Osinga 和 Vegter (1997) 
以 及 Edoh 和 Lorenz (2001) 给 出 . 

系统 的 分 支 分 析 要 求 重复 延 拓 不 同 的 相对 象 , 并 对 它们 的 奇异 性 和 分 枝 开关 进 
行 探测 分 析 . 这 些 计算 产生 的 许多 数据 应 该 被 分 析 且 最 后 表示 为 图 像 形式 . 因此 , 延 
拓 程 序 不 仅 应 该 数值 有 效 而 且 应 该 允许 交互 组 织 并 友好 地 给 使 用 者 一 个 图 像 界面 . 
这 样 的 程序 在 迅猛 地 发 展 . 其 中 最 通用 的 延 拓 / 分 支 程序 之 一 是 AUTO86, 它 带 有 
被 称 为 PLAUT 的 简单 的 交互 图 像 浏览 器 , 它 允 许 有 计算 数据 的 图 像 表示 . 存在 被 
大 多 数 分 布 广泛 的 工作 站 使 用 的 PLAUT 的 版 本 以 及 由 0.De Feo 写 的 MATLAB 
的 mplayt MAO. 有 几 个 尝试 去 改进 AUTO 使 用 者 的 界面 ，AUTO86 的 一 个 
特殊 的 交互 式 的 版 本 由 Taylor 和 Kevrekids (1990) 在 Princeton 为 SGI 工作 站 
开发 的 ， 为 工作 站 和 PCs 的 XPPAUT 程序 是 另外 一 个 例子 人 @@， 也 可 执行 对 平 
衡 点 的 一 维 不 变 流 形 的 模拟 和 计算 (XPPAUT 的 新 近 的 版 本 的 描述 见 Ermentrout 
(2002))， 一 个 为 UNIX 带 X11 的 工作 站 工作 的 交互 版 本 AUTO94 已 由 Doedel, 
Wang 和 Fairgrieve 设计 . 这 个 版 本 扩大 了 数值 容量 , 包括 不 动 点 和 极限 环 的 所 有 余 
HE 1 分 支 的 延 拓 . 这 个 软件 在 1997 已 经 升级 , 现在 用 HomCont 支持 同 宿 轨道 的 延 
Hi. 它 称 为 AUTO97 (Doedel, Champneys, Fairgrieve, Kuznetsov, Sandstede, Wang, 
1997)®. WA c AKA, AUTO2000. 对 IBM-PC 兼容 计算 机 , 交互 式 DOS 程序 


® 可 在 http://www.math.uu.nl/people/kuznet/cm 上 使 用 . 
© XPPAUT 可 在 http://www.math.pitt.edu/~bard/xpp/xpp/.html. 找 到 . 
@ AUTO97 可 在 http://indy.cs.concordia.ca/auto/main.html. 使 用 . 
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LOCBIF 由 Khibnik, Kuznetsov, Levitin & Nikolaev (1993) 开发 . 程序 的 数值 部 分 
基于 非 交 互 式 编码 LINILBF, 并 允许 延 拓 平衡 点 、 不 动 点 和 极限 环 分 支 到 余 维 3. 
LOCBIF 支持 10.4 HIRES RE ESO. 受 大 众 欢迎 的 程序 DsTool@ (Back 
et al., 1992) 与 LOCBIF 的 数值 部 分 和 仿效 它 的 界面 合并 使 用 . 

新 一 代 延 拓 / 分 支 软件 是 由 交互 程序 CONTENT@ 来 描述 ， 它 是 Kuznetsov 和 
Levintin 以 及 O De Feo, Sijnave, Govaerts, Doedel, Skovoroda 等 的 贡献 . 它 通 
常 在 大 部 分 工作 站 在 UNIX/X11/( 开 放 ) Motif 下 以 及 在 PC 上 在 Linux 或 MS- 
Windows 95/NT/98/2000/ME/XP 运行 并 支持 轨道 的 数值 计算 , 平衡 点 (不 动 点 ) 
以 及 环 的 延 拓 , 局 部 分 支 的 探测 和 规范 形 分 析 , 它们 的 双 参 数 和 三 参数 延 拓 以 及 分 
HFR, 如 在 这 一 章 以 及 在 Kuznetsov, Levitin 和 Skovoroda (1996) 以 及 Govaerts, 
Kuznetsov 和 Sijnave (1999, 2000a, 2000b) 描述 的 . 两 个 新 软件 计划 以 CONTENT 为 
基础 : (1) MATCONT (Dhooge, et al., 2003), MATLAB 对 ODEs 的 延 拓 和 分 支 分 
析 交 互 工具 箱 ; (2) WEBCONT, 一 个 网 上 用 户 的 应 用 软件 起 源 于 阿姆斯特丹 大 学 
的 J. Val.. 

计算 机 代数 的 发 展 对 动力 系统 的 研究 产生 影响 ( 见 由 Tournier (1994) 编辑 的 
关于 计算 机 代数 和 微分 方程 的 论文 集 )， 人 们 可 以 尝试 用 计算 代数 工具 在 受 欢 迎 
的 符号 操作 系统 例如 MAPLE 定位 多 项 式 系统 的 平衡 点 (Char, Geddes, Connet, 
Leong, Monagan, Watt 1991a), (Char, Geddes, Gonnet, Leong, Monagan, Watt, 
1991b), Mathemaica (Wolfram, 1991), 或 REDUCE (Hearn, 1993)， 有 关 概 念 ( 思 
想 、 艇 、Groebner 基 等 ) 的 一 个 非常 好 的 叙述 以 及 算法 由 Cox, Little 和 O'Shea 
(1992) 给 出 . 符号 操作 系统 另 一 个 重要 应 用 领域 是 规范 形 理论 (Chow, Drachman, 
Wang, 1990; Sanders, 1994; Murdock, 2003). 事实 上 , 在 这 本 书 中 大 部 分 规范 形 系 
数 的 复 表达 式 是 由 MAPLE 得 到 的 . 最 后 让 我 们 注意 对 由 Gatermann 和 Hohmann 
(1991) 给 出 的 对 称 ODEs 系统 平衡 点 的 延 拓 / 分 支 分 析 的 交互 系统 SYMCON, 其 
中 执行 符号 与 数值 方法 的 结合 , 以 及 由 Levitin (1995) 给 出 的 在 CONTENT 中 执 
行 的 自动 微分 的 另 一 种 形式 . 


D LOCBIF 可 在 http://ftp.cwi-nl/pub/yuri/LOCBIF 自由 应 用 但 不 长 期 支持 . 
@® DsTool 在 http:/ /www.cam.cornell.edu/~gucken/dstool. 可 使 用 . 
@ CONTENT 在 http://www.math.uu.nl/people/kuznet/CONTENT 上 可 使 用 . 
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为 方便 阅读 , 在 这 个 附录 里 概述 一 些 在 主要 教科 书 中 所 熟悉 的 基本 数学 结果 . 
当然 , 阅读 这 个 附录 不 能 代替 标准 教科 书 中 对 应 内 容 的 系统 学 习 . 
Al 代 数 
A.1.1 和 矩阵 
设 4 是 以 ajk EC! 为 复元 素 的 n x m 矩阵 


Qil Q12 `` Alm 
a21 G22 ` Gam 
A= 
Qnl Qn2 ‘*** Anm 
— pip 
AT RREH BEE 

Ql 421 Qnl 

AT a12 Q22 an2 

Alim aA2m `` Anm 


nx m JERE A 和 m x | 矩阵 已 的 积 是 nx/ 和 矩阵 C = AB, 其 元 素 是 
m 
cij = È | ainda, 一 1 2 n, j =1,2; L 
k=1 
下 面 性 质 成 立 : 
(AB)? = BTA". 
nxn IE 4 的 行列 式 是 由 
det A = 》， (一 1)5 igs asso e inn 
iriz ,inESn 


定义 的 复数 . 其 中 Sn 是 n 个 指标 所 有 排列 的 集合 , 当 多 重 指标 (izin) 可 
从 多 重 指标 (1,2,… ,n) 经 偶数 次 单 步 排列 得 到 , 则 6 = 0, 其 他 情况 5 = 1. 一 个 
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Ti RE 4 称 为 是 非 奇 异 的 , 如 果 det A A 0. 对 非 奇异 矩阵 A, 存在 逆 和 矩阵 4-1!, 使 得 
AA-!= 4-14 = 了 ,这 里 I 是 nxn 单位 ( 恒 同 ) 矩阵 


WR AM B nxn HE, 则 
det(AB) = det A det B. 


nx m 矩阵 4 的 最 大 非 奇异 方 子 矩 阵 的 阶 数 称 为 它 的 秩 , 记 为 rank(4). 
nxn FRE 4 的 迹 是 它 的 对 角 线 元 素 之 和 


BAS ws 
i=l 
两 个 nxm SARE A Al B 之 和 是 nxm HEREC = AB, 其 元 素 是 
Cij = Qij +b, i=1,2,.…,n, 7=1,2,...,m. 
复数 入 和 n x m 矩阵 A 的 积 是 n x m 矩阵 万 = A, 其 元 素 为 


bij =Aaiz, i=1,2,..,n, 7=1,2,...,m. 


考虑 由 收敛 级 数 
f(z) =) fea" 
k=0 


(解析 函数 ) 定义 的 函数 cH f(z). 给 了 方 阵 A, 可 由 
f(A) = So frA* 
k=0 


引入 矩阵 f(A), 其 中 40 = In, AF = AAKI, 二 1,2,.….. 例如 
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A.1.2 向 量 空间 与 线性 变换 
一 个 复 n x 1 矩阵 


v = (V1, V2,- Un)" = 


称 为 向 量 . 所 有 这 些 向 量 的 集合 是 一 个 线性 空间 , CS Cn 等 同 . 在 这 个 空间 内 , 两 
个 元 素 之 和 以 及 复数 与 元 素 的 积 可 由 其 分 量 - 方 式 定义 . 

FRX C Cn RA Cn 的 线性 子 空间 ( 超 平面 ) 如 果 由 ze 和 和 yeX 得 
c+yeX, 且 对 任何 入 e Cl 有 Az eX. 线性 子 空间 2 称 为 两 个 线性 子 空间 X 和 
Y 的 和 , 如 果 任 何 向 量 z e 2 可 以 表示 为 2 = zx +y, 对 某 向 量 cc X,yeY. 记 为 
Z=X+Y. 如 果 这 个 表达 式 对 每 个 > 都 是 唯一 , 那么 称 ZA X AY 的 直 和 , 并 
表示 为 Z= XY. 

Cn 中 的 向 量 {a1,a?,… ,a*} 称 为 线性 无 关 , 如 果 


alal 十 aoa2 十 .十 akak = 0, 
当 且 仅 当 对 一 切 了 =1,2,---,k 有 aj = 0. 集合 


大 
L =span{a',a?,--- ,a*} = frecv- Sra! aec) 


i=l 


是 C" 的 线性 子 空间 . 如 果 {a1, a?,… ,ak} 线性 无 关 , dim L = k. n 个 线性 无 关 的 
向 量 的 集合 称 为 基 . 单位 向 量 集合 


0 0 
el = , = à e., ; 
0 0 1 
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如 果 {e1,c?,--- ,e"} 是 另 一 个 基 , 任何 向 量 ve C" 可 表示 为 
v = wE +--+ + une”, 
其 中 wk ECl Ev 在 这 个 基 下 的 分 量 . W u= (uu un). BA 
v = Cu, 
其 中 n xn 矩阵 C 非 奇 异 , 且 其 元 素 c;; 是 基 向 量 si 在 标准 基 下 的 分 量 
ef = cljel 十 czje2 十 … 十 cnjen， 了 一 12 ,7 


一 个 nxn Se 4 可 与 空间 Cn 中 的 线性 变换 


ve Av 
等 同 . 
在 基 {ele ,en"} F, 这 个 变换 将 取 形 式 
ur Bu, 
其 中 矩阵 BA 
B=C"'AC. 


JERE 4 和 B 称 为 相似 . 相似 矩阵 的 秩 相 同 . 
A.1.3 ”特征 向 量 与 特征 值 


非 零 复 向 量 
v = (v1, v2, sin) e C” 
BA nx n FRE 4 的 特征 向 量 , 如 果 对 某 个 € Cl， 
Av = Xv, 


复数 和 MA 4 对 应 于 特征 向 量 v 的 特征 值 . 4 的 特征 值 是 特征 多 项 式 
h(A) = det(A — An) 


的 根 , 且 每 一 个 根 都 是 特征 值 . 因此 , 如 果 h( 和 ) 的 根 计 及 它们 的 重 次 , WEA n^ 
特征 向 量 . 特征 值 是 矩阵 元 素 的 连续 函数 , 如 果 以 4 的 任何 一 个 与 之 相似 的 矩阵 
代替 A, 多 项 式 AO) 的 系数 并 不 改变 . 因为 


h(A) = (-1)"A" 十 (一 (tr 4)A" 十 … 十 det A, 
相似 矩阵 的 行列 式 和 迹 是 相同 的 . 
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A.1.4 不 变 子 空间 、 广义 特征 向 量 与 Jordan 标准 型 

线性 子 空间 X CC" 称 为 矩阵 4 的 不 变 子 空间 , 如 果 AX CX, owe x, 
那么 Awe X. 

如 果 和 是 特征 多 项 式 的 根 , 那么 存在 4 的 不 变 子 空间 (特征 空间 ), 它 是 由 与 
A 相应 的 特征 向 量 ve C" 所 张 成 : 


X = {z E C" : z = wv, wEC}. 


如 果 和 是 特征 多 项 式 的 重 根 , 重 次 为 m, 那么 可 以 求 得 1 < 1 < m 个 与 入 对 应 
的 线性 无 关 的 特征 向 量 v1, vw?,.… ,wv!. 对 每 个 特征 向 量 vi 存在 复 向 量 {w0 w02, 
-o wk) 的 最 大 链 , 使 得 


AwS) = yw), 
Aw?) = Ay?) 4 wd, 


Awki) = jw ks) p yki), 


这 个 链 可 以 只 由 一 个 向 量 wD 组 成 , 即 特征 向 量 wi. 向 量 WO), b> 2, 称 为 4 
对 应 于 特征 值 的 广义 特征 向 量 . 它们 并 不 是 唯一 确定 的 . 子 空间 


X = {xe C := + wow?) 十 ,十 wk wi; € C1} 


是 4 的 不 变 子 空间 . 

对 应 于 不 同 特征 值 的 特征 向 量 和 广义 特征 向 量 是 线性 无 关 的 ， 对 应 于 重 特 征 
值 和 的 组 成 链 的 向 量 {wD w2... wR) 也 是 线性 无 关 . 

定理 A.1(Jordan 标准 型 ) 空间 Cn 可 以 分 解 为 对 应 于 矩阵 A 的 特征 向 量 和 
广义 特征 向 量 的 线性 不 变 子 空间 , 在 由 所 有 特征 向 量 和 广 义 特 征 向 量 给 的 基 下 , 4E 
阵 4 具 下 面 方块 的 分 块 对 角形 


入 1 0 … 0 
0 A 1 0 
0 入 1 
0 0 A 


方块 的 维 数 等 于 链 的 长 度 . 口 
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这 个 形式 称 为 Jordan 标准 型 或 者 Jordan 典范 型 . TER, 一 个 特征 值 可 对 应 几 
个 维 数 m > 1 的 Jordan 块 . 它们 的 个 数 N(m, A) 可 由 公式 


N(m, A) = tm+1 — 27m + Tm-1 


计算 , 其 中 ro =n H rp = rank(A — An)". 
从 定理 A.1 也 得 到 矩阵 4 所 有 特征 值 的 积 等 于 它 的 行列 式 


det A = 和 INXz-…Xn， 


它们 的 和 等 于 迹 : 
tr A = A +À +t An- 


如 果 4 是 实 和 矩阵 , 则 它 有 对 应 于 实 特征 值 的 特征 向 量 和 广义 特征 向 量 所 张 成 
的 Rn 的 线性 不 变 子 空间 , 也 有 对 应 于 它 的 复 特征 值 的 复 特征 向 量 的 实 部 和 虚 部 ， 
譬如 说 正 虚 部 的 不 变 子 空间 . 这 样 的 子 空间 称 为 4 的 ( 实 ) 广义 特征 空间 . 

如 果 入 是 4 的 特征 值 , 那么 u= f(A) 是 B = f(A) 的 特征 值 , 其 中 f 是 解析 
函数 . 
A.1.5 Fredholm 交替 定理 


设 4 是 实 nx m 和 矩阵, be R" 是 实 向 量 . 4 的 零 - 空 间 是 R” 的 线性 子 空间 ， 
它 是 由 满足 Ax = 0 的 所 有 向 量 z e R" 所 组 成 . 4 的 值 域 是 对 某 个 y eR” 满足 
Ay = x 的 一 切 ze R” HRA. 

定理 A.2(Fredholm 交替 定理 ) ”方程 hz =b 有 和 解 当 且 仅 当 对 满足 Atv =0 
的 每 一 个 向 量 vERR* 有 bTwv ==0. 口 


HER, bru 二 YO bjo 是 R" 的 标准 数量 各 .定理 意味 着 4T 的 零 -空间 是 4 的 
值 域 的 正 交 补 , 它们 一 起 张 成 整个 R. 换 句 话说 , 任何 向 量 be R" 可 唯一 分 解 为 
b= b, + bo, 其 中 b, 在 A 的 值 域内 , bo 在 AT 的 零 - 空间 内 , b, 正 交 于 bo 

设 4 是 复 矩 阵 , b 是 复 向 量 , 如 果 以 复 共 罗 和 转 置 的 合成 代 蔡 转 置 , 定理 A.2 
仍 保持 有 效 


A.1.6 群 


集合 G 是 一 群 , MRA “o”:GxG 一 G 定义 的 积 满足 下 面 的 性 质 : 
(i) fo(goh) =(fog)oh 对 所 有 f,g,h €G; 
(ii) 存在 单位 元 素 ee G, ER goe=eog=9, XU] gE G; 
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(iii) 对 每 一 个 g es G, 存在 唯一 元 素 g-! e G 使 得 g-!1og=gog-!=e. 
所 有 实 非 奇异 n x n 矩阵 按 和 矩阵 乘法 和 单位 矩阵 n 构成 一 般 线性 群 , 记 为 GL(n). 
所 有 满足 ATA =I W n x n EERE KEXP Oln). 


A. 分 析 
WR y = g(x), g: R” => R” Al z= f(y), f: R” 一 RR* 是 两 个 映射 , 那么 它们 
RAR h= fog 是 映射 z= h(a), h: R” — R: 由 公式 
h(x) = f(9(z)) 
定义 . 设 fulu) Af Hy eR” 计算 的 Jacobi 矩阵 : 
Z Ofily) 
fy(y) = (Cee ) ， 
HP i= 1,2,… ,kj 二 1,2,… ,m. 类 似 地 , WREX helt) 和 gz(z), 那么 有 ( 链 
规则 ) 
hz(x) = [fu(y)}ly=o(x) [gz(7)]. 
A.2.1 隐 和 函数 定理 和 反 函 数 定理 
考虑 映射 
(x,y) = F(z, y), 
其 中 
F : R” x R” — R” 


是 定义 在 (x,y) = (0,0) 的 邻 域内 的 光滑 映射 使 得 F(0,0) = 0. 设 F,(0,0) 表示 F 
RF y 在 (0,0) 的 一 阶 偏 导数 构成 的 矩阵 ; 


(z,y)=(0,0) 


其 中 i,j =1,2,---,m. 
定理 A.3( 隐 函数 定理 ) BGM F,(0,0) 是 非 奇异 的 , 则 存在 唯一 光滑 局 部 定 
义 的 函数 y = f(z), 
f: R” >R”, 


使 得 对 RO 的 原点 的 某 个 邻 域内 的 所 有 z;, 有 


F(a, f(x)) =0. 
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此 外 
f=(0) = —[Fy(0, 0)] F+ (0,0). 口 
f 的 光滑 性 次 数 与 F 的 相同 . 
现在 考虑 映射 
y = 9(2), 
其 中 
g:R" => R” 


是 定义 在 zx = 0 的 邻 域内 的 光滑 函数 且 满 足 g0) = 0. 下 面 的 定理 是 隐 函 数 定理 的 
推论 . 
定理 A.4( 反 函数 定理 ) #4 gz(0) FEM, 则 存在 唯一 光滑 局 部 定义 的 函 
% x= f(y), 
f:R°-R’, 
使 得 对 及 ”中 原点 的 某 个 邻 域内 的 一 切 y 有 
9(f(y)) =y. 口 
函数 f PRA g 的 反 函 数 , 并 记 为 f =g. 
A.2.2 Taylor 展开 


BOR 中 包含 原点 r= 0 的 区 域 . 用 OQR”) 表示 映射 y = f(z)( 向 
量 值 函数 ) 集合 , f : 9 一 Rm 具有 直到 包括 k > 0 阶 连续 可 微 的 分 量 ， 如 果 
f €C*(O,R™), k RAK, 函数 f 称 为 光滑 . Cx 函数 有 任何 阶 的 连续 偏 导 数 . FE 
何 函数 fe C*(Q,R™) 在 z =0 附近 可 以 表示 为 形式 (Taylor BF) 

k 


fäi 
li=0 ~~ 


il mi2 i 
oe aa ee eee T T ae T, big 一 R(x) 
al ali 1 T2 
1-++tn! Ox} Ox? --- Oar Me f 


iļj= 


r=0 
其 中 |i] =i +g +--+ + in A R(x) = O(||z|j*+1) = olli), Bp 
|R(z)|| 


zl 


当 |æ 一 0. 这 里 ||zl| = VzTz. 
C 函数 f 称 为 是 原点 附近 的 解析 函数 , 如 果 对 应 的 Taylor 级 数 

1 ol'l f(z) 
a iylig!---tn! Ort OTÈ --- Or? 


在 充分 接近 于 z = 0 的 任何 点 z 都 收敛 于 f(z). 


z=0 
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A.2.3 ”距离 空间 、 赋 范 空间 与 其 他 空间 


集合 x 是 距离 空间 , 如 果 函 数 p:X xxX 一 了 I 有 定义 且 满 足 : 

(i) p(z,y) = ply, £), 对 一 切 x,y € X; 

(ii) p(z,y) > 0, A p(z,y) =0 当 且 仅 当 z=y; 

(iii) p(z, y) < p(z, 2) + plz,y), 对 一 切 x,y,z € X. 

函数 p 称 为 度量 (距离 ). 元 素 zk €X 的 序列 {r} AAR x? < X(IKSK), 
如 果 对 任何 c > 0 AERA N (e), 使 得 对 一 切 k > N(e) 有 


p(xk, Lo) <E: 


记 z0 = limpo ce. 函数 f: X OX Fo KH, 如 果 对 所 有 满足 limy_,wo tk = 2° 
的 序列 zk 有 
Jim. f(z) = f(2°), 


函数 g : X 一 X 称 为 在 z0 Æ Holder 连续 , 如 果 存 在 常数 Lo 和 指标 0< 9 和 1 使 
得 对 充分 接近 于 xo 的 所 有 zx 有 


p(g(z),g(zo)) < Zo[p(zzo)j 


集合 S CX 称 为 闭 的 , 如 果 它 包含 对 任何 有 限 的 kz E S 的 所 有 收敛 序列 的 
极限 . 元 素 zk < X 的 序列 {2}, 是 Cauchy 序列 , 如 果 对 任何 © > 0 存在 整数 
Nfe), 使 得 对 每 一 个 n,m > NN 有 


p(n, Tm) <E. 


如 果 序 列 {rr}, 有 极限 , 它 是 一 个 Cauchy 序列 . 如 果 任 何 Cauchy 序列 有 极限 
在 X 中 , 空间 X 称 为 完备 的 . 

设 X 是 一 元 素 集 , 其 中 加 法 和 与 数 (复数 ) 相 乘 满足 标准 的 公理 已 定义 . X 可 
以 是 由 函数 组 成 , 例如 , X = C*(Q,C™). 

集合 X 是 赋 范 空间 , 如 果 函 数 ||- l: X> R 有 定义 县 满足 : 

(i) || > 0, E llz|| = 0 导致 z=0; 

(ii) llazll = |alllzll, 对 任何 (2) 数 o; 

(iii) læ + yll < llel] + llyl], 对 一 切 z,y € X. 
函数 |< || 称 为 范 数 . 任何 赋 范 空间 是 距离 空间 , 距离 p(x, y) = lz — yl]. WR X E 
这 个 距离 下 是 完备 的 , 就 称 它 为 Banach 空间 . 连续 函数 空间 CQ, C) 在 范 数 


fI =. max suplfi(é)| 
i=1,2, ,7 EEN 
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下 是 Banach 空间 . 集合 SCX AF, WH llzl| < C, 对 一 切 ze S 和 某 个 C > 0. 
集合 X 是 具 数量 积 的 空间 , 如 果 对 每 一 对 (z,y) e X 定义 一 个 复数 (z,y)( 数 
量 积 ) 使 得 下 面 的 性 质 成 立 : 
(i) (z,y) = (y, 2), 对 一 切 z,y € X; 
(ii) (a, ay) = alz, y), 对 一 切 z,y € X 和 任何 复数 a; 
(iii) (z + y, z) = (x, z) + (y, z), 对 一 切 x,y,z € X; 
(iv) (z,y) > 0, 以 及 (z,z) =0 当 且 仅 当 zx = 0. 
任何 一 个 具 数 量 积 的 空间 是 赋 范 空间 , 范 数 为 lel = Var. 如 果 它 在 这 个 范 数 
下 是 Banach 空间 , RPA Hilbert 空间 . 空间 C" 是 Hilbert 空间 , 其 数量 积 为 


n 
(2,9) = 27y = $ Tryk.. 
k=1 


因此 , 它 也 是 Banach 空间 , 是 完备 的 距离 空间 . 注意 , 对 任何 (x,y) e C" MRE 
阵 A, 
(x, A) = (AT x,y). 


空间 C0(Q,Cm) 是 具 数 量 积 
FT 
(f.9) = T 严 (z)g(zjdz 
的 空间 , 但 它 不 是 Hilbert 空间 . 


A3 U A 


A.3.1 集合 


wc 为 集合 X 的 元 素 , 写 为 ze X. 集合 4 是 X 的 子 集 (4CX), 如 果 ze4 
隐 含 ze X. 如 果 4 和 B 是 两 个 集合 , 则 AUB 是 所 有 属于 4 或 B 的 元 素 组 成 
的 集合 , ANB 是 所 有 既 属 于 4 又 属于 B 的 元 素 所 组 成 的 集合 . 所 有 属于 4 但 不 
属于 B 的 集合 记 作 AB. 所 有 使 得 as 4 和 be B 的 有 序 对 (a,b) 的 集合 称 为 A 
与 BN AR, 记 作 AxB. 

下 面 的 记号 是 用 于 标准 集合 : 

Ri: 所 有 实数 -oo < x < +0 的 集合 ; RL: 所 有 非 负 实数 > > 0 的 集合 ; 

R”: n 个 集合 R 的 直 积 ; 元 素 z CR" 视 为 向 量 (单列 矩阵 ) z = (21, 20,---, 
ttn)"; 

Cl: 所 有 复数 z = zx +iy 的 集合 , 其 中 zx,y eR! i =-1. 任何 ze Cl 可 表示 
为 z= pè? = plcosp+isino), HP p= |z| = y2? +47, p = arg z; Z = £ — iy; 
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Cr: n 个 集合 Cl 的 直 积 ; 元 素 z e Cn 视 为 向 量 (单列 矩阵 ) z = (21, 22, , zn)7; 
Z: 所 有 整数 {--- ,-2,-1,0,1,2,---}; Z4 表示 所 有 非 负 整数 = 0,1,2,- 的 
集合 ; 
Si: 单位 圆 : SI = {x € R? : 2? + 22 = 1}; 
T?: 二 维 环 面 : T? = §! x S1. 
A.3.2 映射 
BX ALY 是 两 个 任意 集合 . ( 单 值 ) 映射 (或 函数 ) 


f:X>Y 
称 为 是 从 X 到 Y 定义 的 , 如 果 对 任何 元 素 ze X, TH yey 被 确定 . BH 
y= f(x), 


或 者 
映射 f:X XRK X 的 变换 . 映射 fs xX 一 X 可 只 对 子 集 DCX 的 元 素 有 定 
X, 这 时 称 D 为 f 的 定义 域 . 

对 某 个 re Xo 使 得 y = f(z) 的 所 有 y c Y 的 集合 f(X0) RA Xoc XX 的 
象 . 象 f(X) 认为 是 f 的 值 域 . 使 得 f(z) © Yo 的 所 有 ze X 的 集合 f- Yo) RA 
Yo CY 的 原 象 . 

映射 TŽ, 如 果 Y) = X, 且 对 任何 y © Y, f-({y}) 正好 由 一 个 元 素 
c= fy) 组 成 .在 这 情形 , 使 得 对 所 有 的 z e X 有 f-1(f(z)) = r, 且 对 所 有 
yeY A fo (f(y) =y 的 送 映 射 /-1:Y xX 有 定义 . 
A.3.3 HER 

为 了 我 们 的 目的 , 把 流 形 M CR" 考虑 为 R* 中 满足 m 个 纯 量 方程 

F(x) =0 

的 点 集 就 够 了 , 这 里 PRR", 对 m< n. HE M 光滑 (可 微 ), 如 果 FF 光滑 
H Jacobi 矩阵 F, 在 每 一 点 z € M 的 秩 等 于 m 在 光滑 流 形 M 上 的 每 一 点 zx， 
(n-m) 维 切 空间 T.M 有 定义 . 这 个 空间 是 由 所 有 可 表示 为 v = 3(0) 的 Rn 中 的 
向 量 ve R 所 组 成 , 其 中 7 : R! 一 M 是 流 形 上 满足 y(0) = z 的 光滑 曲线 . 另外 ， 


span{VR,VR， VF} 


的 正 交 补 来 刻画 , 其 中 
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_/eF: OF ƏN 
Vie = (FES...) , k=1,2,---,m 
是 在 点 r 上 的 线性 无 关 的 梯度 向 量 . 在 每 一 点 ze M 附近 可 用 它们 到 TM 的 投 
影 引 入 n 一 m 个 坐标 , 因此 , 光滑 流 形 M 局 部 等 价 于 RO”. 
RA Q ER” 是 Rm 中 由 逐 片 光滑 的 (n 一 1) 维 流 形 所 界定 的 闭 点 集 . 
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